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Introduction

La théorie des ensembles, issue des travaux de Georg Cantor au siecle der-
nier, est progressivement devenue le cadre axiomatique général dans lequel
s’écrivent les mathématiques. Il y a beaucoup de systemes d’axiomes pos-
sibles pour la théorie des ensembles, mais le consensus s’est finalement réa-
lisé sur I'un des plus puissants: la théorie de Zermelo-Freenkel. Ce n'est pas,
il s’en faut de beaucoup, que la formalisation des mathématiques nécessite
toute la force de cette théorie, mais bien plut6t a cause de I'intérét mathéma-
tique qu’elle présente par elle-méme, de sa propre beauté interne. Le présent
ouvrage, du moins on I'espere, la fera découvrir au lecteur, dans un parcours
a travers ces étranges et incroyables objets mathématiques que sont les mo-
deles de la théorie des ensembles, dus essentiellement a 1'invention de deux
grands logiciens: Kurt Godel et Paul Cohen.

Bertrand Russell a défini les mathématiques comme la science ou1 'on
ne sait pas de quoi I'on parle, ni si ce que 'on dit est vrai. Cest tres bien
observé, et particulierement dans le domaine qui nous occupe ici: a cause du
théoreme d’incomplétude de Godel, il faut, en effet, abandonner tout espoir
de montrer que la théorie des ensembles ne comporte pas de contradiction.
On ne sait donc pas si un modele de la théorie de Zermelo-Fraenkel existe,
ce qui constitue la premiere étrangeté dun tel objet, et pas la moindre. Tout
ce que l'on peut obtenir, dans cette direction, c’est la non-contradiction
relative: sil’on admet qu'une certaine théorie (celle de Zermelo-Fraenkel, par
exemple) est consistante, c’est-a-dire non-contradictoire, alors elle le reste
quand on ajoute certains axiomes supplémentaires (par exemple 1'axiome
du choix). On le montre en supposant I'existence d'un modele de la théorie
en question, que I'on transforme en un modele des axiomes étudiés.

Ce livre expose les résultats classiques de non-contradiction relative en
théorie des ensembles, que 1'on obtient par les méthodes dites du « modele
intérieur » (premiere partie), et du «forcing» (seconde partie). Les axiomes de
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Zermelo-Fraenkel sont introduits dans les chapitres 1 et 2, qui développent les
éléments indispensables pour toute démonstration de consistance relative -
un des points essentiels étant la technique de définition par induction sur les
ordinaux. Plusieurs exemples de modeles intérieurs sont ensuite construits
dans les chapitres suivants. Le dernier, et le plus important, est, au chapitre 8,
celui des ensembles constructibles, qui donne le théoreme de Godel sur la
non-contradiction de I'axiome du choix et de I'hypothése du continu [8]*.

Les chapitres 12 et suivants, dans la seconde partie, exposent les résul-
tats de Cohen sur I'indépendance de ces axiomes [2], et quelques-unes des
applications de sa méthode du «forcing», ainsi que le rapport avec la théorie
des algebres de Boole compleétes. En particulier, au chapitre 17, on montre
un résultat fort connu de Robert Solovay sur la non-contradiction relative de
I'axiome: « Toute partie de R est mesurable au sens de Lebesgue ».

En théorie des ensembles, on fait constamment référence au deuxieme
théoréme d’'incomplétude de Godel, car il permet de mesurer la «force re-
lative» d’'une théorie par rapport a une autre (on parlera, par exemple, de
«théories équiconsistantes»). Mais ce théoreme lui-méme peut étre consi-
déré comme un résultat de consistance relative, et une preuve « sémantique »
en est donnée au chapitre 9.

Le présent ouvrage constitue aussi une introduction aux considérables
développements qu'a connus la théorie des ensembles a la suite des tra-
vaux de Godel et de Cohen, et qui ne sont pas abordés ici: on peut citer
les innombrables résultats de consistance relative obtenus par la méthode
du «forcing », mais aussi la théorie des grands cardinaux, 'axiome de déter-
mination, particulierement le remarquable résultat de Donald Martin sur la
détermination des jeux boréliens [21], la théorie descriptive des ensembles,
la théorie de Ronald Jensen de la structure fine de L, ...

Plusieurs cours de troisieme cycle, que j'ai donnés a I'Université Paris 7,
ont servi de base a la rédaction de ce livre (la premiere partie reprend es-
sentiellement le contenu de la Théorie axiomatique des ensembles [16], parue
en 1969, puis en 1972, aux Presses Universitaires de France). Le niveau requis
est donc, a peu pres, celui du deuxieme cycle universitaire de mathématiques,
mais il n'est supposé aucune connaissance mathématique spécifique, mis a
part le dernier chapitre, qui utilise des rudiments de théorie de la mesure.
Toutefois, on suppose que le lecteur possede une certaine pratique de la
théorie naive des ensembles et de la méthode axiomatique.

Les connaissances logiques requises ne sont pas d'un niveau plus élevé,

1Les chiffres entre crochets renvoient 2 la bibliographie, page 261.
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mais sont malheureusement beaucoup moins répandues (en France) : il s’agit
de notions élémentaires sur le calcul des prédicats du premier ordre (forme
prénexe, modeles d'un systeme d’axiomes du premier ordre, etc.). Elles sont
utilisées a partir du chapitre 4; toutes les démonstrations sont faites (sauf
pour la réduction d'un énoncé a la forme prénexe), mais sans doute trop
rapidement pour un lecteur qui n’en aurait jamais entendu parler.

Quelques notions supplémentaires de théorie des modeles, qui ne servent
pas explicitement dans le texte, aideraient néanmoins beaucoup a la com-
préhension: par exemple, il est facile de saisir la distinction entre les entiers
intuitifs et les entiers d'un univers, ou entre ce qu'on appelle dans ce livre
les énoncés et les formules, si I'on connait I'existence des modeles non stan-
dard de l'arithmétique de Peano. De méme, la remarque page 48 va de soi,
pour ainsi dire, lorsqu’on connait le théoreme de complétude du calcul des
prédicats.

Ces notions de logique sont indispensables pour la lecture du chapitre 9
(le théoreme d’incomplétude de Godel), ainsi que pour certains exercices.
On les trouvera, par exemple, dans [3] (tome 1), [15] (chapitres 1, 2, 3), [22]
(chapitres 1, 2, 3), [25] ou [28].

Le point de vue adopté dans ce livre pourra paraitre étrange a ceux qui
considerent que la théorie axiomatique des ensembles doit étre placée au dé-
but des mathématiques (ce qui est peut-étre vrai pour la théorie naive). En
effet, on ne demande pas au lecteur d’oublier un seul instant ce qu'’il sait déja
en mathématiques; au contraire, on s’appuie essentiellement sur I'habitude,
qu’il a acquise, de manier des théories axiomatiques, pour lui en présen-
ter une nouvelle: la théorie des relations binaires qui satisfont les axiomes
de Zermelo-Freenkel. Ensuite, et peu a peu, apparait le trait qui la distingue
parmi toutes les théories axiomatiques : les notions que !'on est amené natu-
rellement a introduire pour étudier les modeles de cette théorie sont exacte-
ment paralleles aux notions fondamentales des mathématiques (entiers na-
turels, ensembles finis ou dénombrables, fonctions, etc.); et comme le vo-
cabulaire mathématique ne possede pas deux noms différents pour chaque
notion, on est contraint d’'utiliser dans le modele les mots courants du lan-
gage mathématique, évidemment dans un sens tout différent de leur sens
habituel. L'exemple classique de ce phénomene est connu sous le nom de
paradoxe de Skolem, et consiste en ceci: d'apres le théoreme de Lowenheim-
Skolem, si la théorie des ensembles est consistante, elle possede un modele
dénombrable. Comment est-ce possible, puisqu’en théorie des ensembles,
on peut définir des ensembles non dénombrables, comme R par exemple?
Ce «paradoxe » provient, bien stir, de ce que le mot «dénombrable » change
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de sens quand on l'interprete dans un modele de la théorie des ensembles.

On s’apercoit, en fin de compte, que méme le sens habituel de tous ces
mots mathématiques courants n’est pas aussi clair qu’il y parait de prime
abord, et on peut chercher a le mieux comprendre a 'aide des nouveaux
outils que nous a fournis I'étude de la théorie des ensembles (si I'on se posait
ce probleme en premier, on serait tenté, par manque d’outils, de I'escamoter
en disant qu’en mathématiques, on ne fait que manipuler des symboles vides
de sens).

Il reste a déterminer ce qu'apporte exactement la théorie des ensembles,
et plus généralement la logique, sur cette grande question de la signification
des mathématiques. La découverte de relations extrémement étroites et pro-
fondes entre les preuves mathématiques et les programmes informatiques
apporte un éclairage radicalement nouveau a ce probleme philosophique
ancien, et nous oriente vers des solutions quelque peu inattendues. En effet,
la question qui se pose maintenant, est celle de la signification informatique
des programmes associés aux axiomes et aux théoremes de la théorie de
Zermelo-Freenkel. 1l s’agit ici, non plus de philosophie, mais de recherche
scientifique; un domaine de recherche passionnant, dont nous reparlerons
ailleurs ...

Tous mes remerciements vont a René Cori, pour les nombreuses corrections, de forme
ou de fond, d’importance ou de détail, toujours pertinentes, qu’il m’a suggérées.
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Chapitre 1

Axiomes de Zermelo-Fraenkel

Nous avons tous une idée intuitive de ce qu'est un ensemble, et c’est sur
elle que nous nous appuyons pour trouver les axiomes de la théorie des
ensembles (de méme que la notion intuitive de I'espace a trois dimen-
sions a conduit aux axiomes d’espace vectoriel). Mais ensuite, ayant écrit ces
axiomes, nous étudierons toutes les structures qui les satisfont (de la méme
facon que, pour les espaces vectoriels, on ne s’intéresse pas seulement a
I'espace R3). Ces structures, qui sont appelées habituellement univers, sont
celles d’ensembles munis d'une relation binaire (la relation d'appartenance),
satisfaisant les axiomes en question.

La théorie des ensembles se présente donc comme toutes les théories
axiomatiques que le lecteur connait déja, la théorie des groupes par exemple,
ou celle des anneaux, des corps, espaces vectoriels, treillis, etc.

On considere une collection d'objets, collection que I'on appellera uni-
vers, et que I'on désignera par U; on ne dit pas: « considérons un ensemble
U», car ce que nous appellerons ensembles, ce sont précisément les objets
de U (il est clair que quand on définit, par exemple, les espaces vectoriels,
il faut éviter d’employer le méme mot pour désigner 1'espace vectoriel et un
vecteur de cet espace).

Cette collection, supposée non vide, est munie d une relation binaire, que
I'on note x € y; elle se lit «x appartient a y», ou «!'ensemble x appartient
al'ensemble y», ou encore «x est élément de y». Bien entendu, x ¢ y se lit
«Xx n’'appartient pas a y».

On réserve le mot «appartenir» pour désigner cette relation binaire €,
et il faut donc éviter, par la suite, de 'employer dans son sens intuitif (tout
au moins sans préciser qu'on ’emploie dans son sens intuitif). On dira, par

7



8 Premiere partie: Modéles intérieurs

exemple: I'objet x est dans la collection U, au lieu de: x appartient a U.
Meéme remarque pour le mot «élément ».
Un univers se présente donc
comme un graphe du genre de ce- e
lui qui est dessiné ci-contre. Sur la
figure, la fleche de a vers b veut
dire que b € a. On a, par exemple,
cec.

f

Les axiomes de la théorie des en-
sembles, que nous allons énoncer
maintenant, expriment les proprié-
tés que I'on impose a la relation bi-
naire € considérée.

1. Axiome d’extensionnalité

Il n'existe pas dans U deux ensembles distincts qui ont les mémes élé-
ments; ce qu'on peut écrire:

VaVy[Vz(zex & z€y) =>x =yl

Cet axiome n’est pas satisfait par la relation binaire représentée sur la figure:
b et ¢ sont distincts, et ont tous deux ¢ pour seul élément.

Axiome de la paire

(On ne lui donne pas de numéro, car il est conséquence d’axiomes ulté-
rieurs ; néanmoins il est pratique de I'énoncer tout de suite).

Ftant donnés deux ensembles a et b, il existe un ensemble ¢, qui a
comme éléments a et b et eux seulement (il est unique d’apres 1’axiome
d’extensionnalité). Ce qui s’écrit:

VxVydzVe[t ez & (t =x out =y)].

L'ensemble ¢ dont les seuls éléments sont a et b est noté {a, b}. L'axiome
impose en particulier que pour tout ensemble g, il existe un ensemble, noté
{a}, dont le seul élément est a (prendre a et b identiques).

Sia # b, {a, b} est appelé une paire. L'ensemble {a} est parfois appelé
un singleton.

Etant donnés deux ensembles a, b, 'ensemble {{a}, {a, b}} est noté€ (a, b)
et est appelé paire ordonnée, ou couple. On a:



Chapitre 1. Axiomes de Zermelo-Fraenkel 9

Théoreme 1.1. Si (a,b) = (d@’,b) alorsa=a' etb=1.

Si a = b, alors (a,b) = {{a}} et (a,b) n'a qu'un seul élément; donc
(@, b)) n"aqu'un seul élément et donc a’ =b'; d'ot1 {{a}} = {{d'}} eta =d’
soita=da =b=1".

Sia # b, (a, b) a deux éléments, donc (d’, b') a deux éléments et a’ # b'.

Comme {{a}, {a, b}} = {{d'}, {d’, b'}}, il y a deux possibilités:
ou bien {a} ={d’, b’} et {a, b} = {a'},
ou bien {a} ={d'} et {a, b} ={d’, b'}.

La premiere hypothese est fausse, puisque {a} n’a qu'un élément et {a’, b’}
en a deux. Reste donc la deuxieme qui donne a =d’, et donc b =b'.

C.Q.E.D.

Ftant donnés trois ensembles a, b, ¢, on appelle triplet (a, b, ¢) 'ensem-
ble (a, b, ¢) = (a, (b, ©)).

Théoreme 1.2. Si (a,b,c) = (d', V', ') alorsa=a', b=V etc=".

Car (a, (b,c)) =(d, (V,c)),donca =d et (b,c) =¥, ') doub=">
etc=c.
On définit de méme le quadruplet

(a,b,c,d)=(a, (b, c,d))

et pour chaque entier n > O, on définit le n-uplet (a1, az, ..., a,) par la
relation de récurrence (as, ..., a,) = (a1, (a2, ...,a,)). Onale:
Théoreme 1.3. Si (a1, ...,a,) =(a},...,a)) alorsa; =ay, ..., a;, = a,.

Evident par récurrence sur 7.

Remarquons que, étant donnés trois objets distincts a, b, ¢ de I'univers,
rien ne nous permet encore d’affirmer I'existence d'un ensemble d qui ait
a, b, c comme éléments et eux seulement. I'axiome suivant remplit cette
lacune.

2. Axiome de la somme (ou de la réunion)

Pour tout ensemble ¢, il existe un ensemble b dont les éléments sont les
éléments des éléments de a. Ce qu’on écrit:

VxIyVz[z ey & H(tex etz et)].
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Cet ensemble b est unique: si b et b’ ont cette propriété ils ont les mémes
éléments, donc b = b'. On 'appelle réunion des éléments de a et on le note
Ua ou | ¢, X

Soient alors a, b, ¢ trois ensembles. Il existe un ensemble d dont les
éléments sont a, b, ¢ et eux seulement: c’est la réunion des éléments de
I'ensemble {{a, b}, {c}}. On le note {a, b, c}.

En général, si on a un nombre fini d’ensembles ay, ..., ay, il existe un
ensemble, et un seul, noté {ay, ..., a,} qui a comme éléments ay, ..., a, et
eux seulement: c’est immédiat, par récurrence sur #, en remarquant que la
réunion des éléments de 'ensemble {{ay, ..., a,—1}, {a,}} a cette propriété.

Sia, b sont deux ensembles, la réunion des éléments de I'ensemble {a, b}
est appelée réunion de a et b et notée a U b.

1 est clair que a U (bUc¢) = (aUb) Uc = (bUa) Uc est la réunion des
éléments de I'ensemble {a, b, c}.

En général, si on a un nombre fini d’ensembles ay, ..., a,, la réunion
des éléments de 'ensemble {ay, ..., a,} est appelée réunion de ay, ..., a,
etnotée: a1 UaxU...Uaq,.

3. Axiome de l'ensemble des parties

Soient a, b deux ensembles; I'énoncé Vx(x € a = x € b) est notéa C b
en abrégeé et se lit «a est contenu dans b», ou bien «a est une partie de b »,
ou encore «a est un sous-ensemble de b ».

L’axiome de I'ensemble des parties exprime que, pour tout ensemble a,
il existe un ensemble b dont les éléments sont les objets de U qui sont des
parties de a. Ce qui s’écrit:

Vx3IyVz[z € y & 7 C x].

Il n'y a qu'un seul ensemble b ayant cette propriété, d’apres I'axiome d’exten-
sionnalité. On I'appelle ensemble des parties de a, et on le note & (a).
Remarque. Nous utilisons maintenant les mots «partie» et « contenir» pour
désigner une relation entre objets de 'univers, et donc en un sens comple-
tement différent du sens habituel (au sens ol1 nous parlerions, par exemple,
d’'une partie de 'univers U).

11 peut donc se présenter des cas ol1 une confusion serait possible, ot le
choix a faire entre les deux sens du mot ne serait pas absolument évident;
dans une telle situation, quand nous emploierons ces mots dans leur sens
intuitif, nous le préciserons explicitement. Par exemple:
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Chaque ensemble a définit une partie (au sens intuitif) de 'univers U,
qui est formée des éléments de a; notons-la A (ce n'est pas un objet de
I'univers). Si b est un ensemble contenu dans a, alors B est contenue (au sens
intuitif) dans A. Mais il peut exister des parties (au sens intuitif) de A qui ne
correspondent a aucun objet de I'univers, c’est-a-dire qui ne correspondent
a aucune partie de a.

Avant de donner les autres axiomes de la théorie des ensembles, il nous
faut examiner de plus pres certaines des relations que nous pouvons définir
sur 'univers U. Nous avons déja deux relations binaires sur U: x € y et
x =y (relation d’égalité qui est satisfaite par a et b si, et seulement si, a et
b sont le méme objet). Les regles suivantes permettent d’en définir d’autres:

e Si on a défini une relation (a 3 arguments par exemple) R(x, y, z), et
si a est un objet de U, on a une relation binaire R(a, y, 7): elle est
satisfaite par les objets b, ¢ si, et seulement si, R(a, b, ¢) est satisfaite.

e Si on a défini une relation (a 3 arguments par exemple) R(x, Yy, z),
alors on a une relation binaire R(x, x, z): elle est satisfaite par les
objets a, b, si, et seulement si, R(a, a, b) est satisfaite.

e Si on a une relation (par exemple a deux arguments) R(x, y), alors on
a la relation «non R(x, y)» qui est satisfaite par les objets a, b si, et
seulement si, R(a, b) n'est pas satisfaite. Si on a deux relations (a 3
arguments par exemple) R(x, y, z), S(u, x, v), alors on a la relation a
5 arguments: « R(x, y, z) ou S(u, x, v)»; c’est celle qui est satisfaite
par les objets a, b, ¢, d, e si, et seulement si, R(a, b, c) est satisfaite,
ou S(d, a, e) est satisfaite.

e Si on a une relation (par exemple a 3 arguments) R(x, y,z), on a la
relation binaire: AyR(x, y, z); elle est satisfaite par les objets a, ¢ si,
et seulement si, il existe un objet b de I'univers tel que R(a, b, c) soit
satisfaite.

Par application répétée de ces regles, a partir des deux relations binaires x €
y et x =y, on construit des relations a un nombre quelconque d’arguments.
Bien entendu, on peut définir des relations sur 'univers U par bien d’autres
moyens que ces regles. Mais dans toute la suite, nous ne considérerons que
celles-la.

Les relations qui sont construites a partir des deux relations binaires x € y
et x = y au moyen des regles ci-dessus, sont donc définies par des énoncés
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constitués (pas de facon quelconque!) par les symboles =, €, non, ou, 3, des
variables x, y, z, u, v. .. et des objets de l'univers.

Dans un énoncé E, chaque quantificateur 3x est lui-méme suivi d'un
énoncé entre parentheses, qui est la portée de ce quantificateur. La variable
x est dite libre dans E, s’il y a une occurrence de x sur laquelle ne porte
aucun quantificateur Ix. La notation E(xj, ..., x;,) désigne un énoncé dont
les variables libres se trouvent parmi xi, ..., x,. Un énoncé E(xy, ..., x,)
définit une relation a n arguments. Un énoncé sans variable libre est dit clos.

Si R(x, y) et S(y, z) sont deux relations (binaires pour fixer les idées), la
relation «non R ou §» est notée R = §; la relation «non (non R ounon ) »
est notée « R et S»: elle est satisfaite par les objets a, b, ¢ si, et seulement
si, R(a, b) et S(b, ¢) sont toutes deux satisfaites; la relation « (R = S) et
(S = R)» est notée « R < S»: elle est satisfaite par les objets a, b, ¢ si, et
seulement si, R(a, b) et S(b, ¢) sont toutes deux satisfaites, ou toutes deux
non satisfaites.

La relation «non 3x non R(x, y)» est notée Vx R(x, y). Elle est satisfaite
par 'objet b si, et seulement si, R(a, b) est satisfaite quel que soit 'objet a
de U.

Une relation R(x) a un argument sera aussi appelée une collection. Une
collection est une partie (au sens intuitif) de I'univers U. Par exemple, I'énon-
cé suivant:

Vulu e x =>wvexetVi(t cvst=uout €u)|
définit une collection. L'énoncé R(u, x):
uex=vexetVi(tcvstr=uout € u)|

définit une relation binaire. Si a est un objet de I'univers, I'énoncé R(a, x),
qui est:
aex=vexetVi(tevt=aout €a)l

définit une collection.

Les objets de U qui apparaissent dans un énoncé E sont appelés les
parametres de 'énoncé E. Par exemple, 'énoncé R(u, x) est sans parametre,
I'énoncé R(a, x) a pour seul parametre I'objet a.

Un énoncé clos (relation a O argument) est soit vrai, soit faux dans
I'univers. Par exemple, I'énoncé Ix3Ay[Vz(z ¢ y) et y € x et YuR(u, x)]
est un énoncé clos, sans parametre (nous retrouverons cet énoncé sous le
nom d’«axiome de I'infini »).
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Les théoremes de théorie des ensembles (et en particulier les axiomes)
sont des énoncés clos sans parametre.

Relations d’équivalence. Une relation binaire R(x, y) est appelée relation
d’équivalence si, quels que soient les objets a, b, ¢, on a:

R(a,b) = R(b,a); R(a,b) et R(b, c) = R(a, ).
On en déduit que:
R(a,b) = R(a,a) et R(b, b).
La collection R(x, x) est appelée domaine de la relation d’équivalence

R; R(a, b) est aussi notée «a ~ b (mod. R)». Si a est un objet de 'univers,
la collection R(a, y) est appelée la classe d'équivalence de a.

Relations d'ordre (au sens large). Une relation binaire R(x, y) est une
relation d’ordre (au sens large) si, quels que soient les objets a, b, ¢, on a:

R(a,b) = R(a,a) et R(b, b);
R(a,b) et R(b,a) = a =b;
R(a, b) et R(b, c) = R(a, ¢).

La collection R(x,x) est appelée domaine de la relation d’'ordre R;
R(a, b) est aussi notée «a < b(mod. R)». «R(a,b) et b # a» est égale-
ment notée «a < b (mod. R)».

R est une relation d’ordre total si de plus, quels que soient les objets a, b
du domaine de R, on a R(a, b) ou R(b, a).

Relations d’ordre (au sens strict). Considérons une collection D(x) et
une relation binaire R(x, y); on dit que R(x, y) définit une relation d’ordre
strict sur D si, quels que soient les objets a, b, c:

R(a, b) = D(a) et D(b); non (R(a, b) et R(b, a));
R(a, b) et R(b, c) = R(a, ¢).

R(a, b) est alors notée également «a < b (mod. R) ».

Il est clair que si R(x, y) est une relation d’ordre strict la relation « R(x, y)
ou [D(x) et D(y) et x = y]» est une relation d’ordre large, de domaine D.

R est appelée relation d’ordre total strict sur D si on a de plus R(a, b)
ou R(b, a) ou a = b, quels que soient les objets a, b de la collection D.

Relations fonctionnelles. Considérons une relation ternaire (par exemple)
R(x,y, 7). On dit que c’est une relation fonctionnelle a deux arguments si
ona:

VaVyVWoVZ [R(x, y,2) et R(x, y,7) =z =7].
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La relation binaire dzR(x, y, z) est alors appelée domaine de la relation

fonctionnelle R. La collection 3x3y R(x, y, 7) est appelée image de la relation
fonctionnelle R.
Considérons une relation fonctionnelle a deux arguments R(x, y, z) partout
définie (c’est-a-dire dont le domaine est la collection «x = x et y = y»). On
introduit souvent un nouveau symbole ®, et on note la relation: z = ®(x, y).
Si on a un énoncé quelconque E(u, v, w), les énoncés équivalents

Az[R(x, y, 2) et E(z, v, w)]

Vz[R(x, y,2) = E(z,v, w)]

sont notés alors E[®(x, y), v, w].
Par exemple, la relation fonctionnelle

Vit ez t=xout =y
est notée z = {x, y}; les énoncés équivalents
p[Vi(tez<t=xo0out=y)etz€al

V[Vt ez &t =xo0ut=y) =z €a]

sont écrits en abrégé: {x, y} € a.
Nous pouvons maintenant énoncer d’autres axiomes de la théorie des
ensembles.

4. Schéma d’axiomes de substitution
(ou de remplacement)

Soit E(x, y,a, ..., ar) un énoncé dont les parametres sont ay, . . ., a,
qui définit une relation fonctionnelle a un argument, et soit a un ensemble
quelconque; on impose a 'univers U de satisfaire la condition suivante: il
existe un ensemble b dont les éléments sont exactement les images, par la
relation fonctionnelle considérée, des éléments de a qui se trouvent dans le
domaine de cette relation fonctionnelle.

Le schéma d’axiomes de substitution consiste donc en la liste infinie des
énoncés suivants:

Vxr. .. Ve {VaVyVy ((E(x, y, X1, ..., x) et E(x, Y, X1, ..., x5) =y =)

=ViduVyly eu < Ix(x et et E(x, y, x1, ..., X))}
ou E(x, y, x1,...,xx) est n'importe quel énoncé sans parametre, qui a au
moins deux variables libres x et y.
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Les axiomes 1, 2, 3, le schéma d’axiomes 4, et 'axiome de l'infini qui
sera énoncé plus loin (voir page 35), forment ce qu'on appelle la théorie des
ensembles de Zermelo-Freenkel (en abrégé ZF).

Comme conséquence immédiate des axiomes de substitution, on a le:

Schéma de compréhension
Considérons un ensemble a et un énoncé A(x, ay, ..., a;) a une variable
libre dont les parametres sont a1, . . . , ai ; alors il existe un ensemble b dont

les éléments sont ceux des éléments de a qui satisfont 'énoncé A. Le schéma
de compréhension consiste donc en la liste infinie des énoncés suivants:

Vx1...VxVx3yVz[z € y & (z € x et Az, x1, X2, ..., Xx))]

dans laquelle A(x, x1, ..., xx) est n’importe quel énoncé sans parametre qui
a au moins une variable libre x. Pour le démontrer, il suffit de remarquer que
I'énoncé E(x, y, a1, ...,ar) qui s'écrit «y = x et A(x, ay, ..., ax)» définit
une relation fonctionnelle a un argument dont le domaine est la collection
A(x,ay,...,ar). Dapres le schéma de substitution, il existe donc un en-
semble b formé des images des éléments de a qui sont dans ce domaine; b
est donc formé des éléments de a qui sont dans la collection A(x, ay, . . ., ax).

On utilisera la notation » = {x € a; A(x,as, ..., ar)} pour représenter
cet ensemble.

Théoreme 1.4. Il existe un ensemble et un seul qui n'a aucun élément.

Soit a un ensemble quelconque. On applique le schéma de compréhen-
sion a I'ensemble a et aI'énoncé x #~ x. L'ensemble b dont I'axiome affirme
I'existence n’a donc aucun élément. L'unicité est évidente (axiome d’exten-
sionnalité) .

L'ensemble qu’on vient de définir est appelé ensemble vide et noté @.

Donnons une démonstration de «I'axiome» de la paire a I'aide des axio-
mes 3) et 4) : tout ensemble a qui est une partie de J est vide. Donc # () a
pour seul élément @, ce qui montre I'existence de {(J}; ce dernier ensemble
a un seul élément; donc si a C {@}, alors a = ¥ ou a = {##}. Donc L ({?})
a deux éléments distincts: ¢ et {J} ce qui montre I'existence de {(J, {#}}.
Soient alors a, b deux ensembles quelconques. 1l est clair que la relation
«(x =0 ety=a)ou(x ={{} et y=>b)» est fonctionnelle a un argument.
Le schéma de substitution appliqué a cette relation et a 'ensemble {#, {(}}}
donne un ensemble ¢ qui a pour éléments a et b et eux seulement.

C.Q.E.D.
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On dit qu'une collection A(x) correspond a un ensemble (ou méme,
par abus de langage, est un ensemble) s’il existe un ensemble a tel que
Vx[x € a & A(x)]. Plus généralement, on dit qu'une relation (ternaire par
exemple), A(x, y, z) correspond a un ensemble (ou méme, par abus de lan-
gage, est un ensemble) s'il existe un ensemble a tel que VxVyVz[A(x, y, 7) <
(x,v,2) €al.

11 y a des collections qui ne correspondent a aucun ensemble: par exem-
ple la collection x ¢ x; en effet, si Vx(x ¢ x < x € a) alors, en particulier
a ¢ a << a e a,cequiest faux. Ce résultat est connu sous le nom de
paradoxe de Russell.

La collection x = x (cest-a-dire 'univers U) ne correspond pas non
plus a un ensemble: s’il existait un ensemble a tel que Vx(x € a), d’apres le
schéma de compréhension, il existerait un ensemble b tel que Vx(x € b <
x €aetx ¢ x)etdonc Vx(x € b & x ¢ x) et la collection x ¢ x
correspondrait a un ensemble.

Intersection et différence de deux ensembles. Ftant donnés deux en-
sembles a et b, les ensembles {x € a; x € b} et {x € a; x ¢ b} sont appelés
respectivement intersection et différence ensembliste de a et b, et notés aNb
eta~b.

Produit de deux ensembles. Considérons deux ensembles a et b et la
collection X des couples (x, y) telsque x ca et y € b.

Remarque. On a bien affaire a une collection: elle est définie, en effet, par
I'énoncé X (z): IxIy[z = (x,y) et x € a et y € b], Cest-a-dire d’apres la
définition de la relation fonctionnelle z = (x, y): IxIyFudv[z = {u, v} et
u={x}etv={x, y}etx €aety € b] soit finalement, d’apres la définition
de la relation fonctionnelle z = {u, v}:
AxIyFu[Vit ez ot =uout=v)etVt'/(t' cu <t =x)

etVi"(t" ev st =xout’ =y)etx €caetyebl.
Dans la suite nous ne ferons plus ce genre de vérification, mais le lecteur est
invité a en faire quelques-unes pour s’habituer a manier les énoncés.

La collection X considérée est un ensemble: en effet six € a et y € b,
alors (par définition du couple (x, y)) (x,y) € P(P(a U b)). Donc X(z)
équivaut a « X(z) et z € P(P(a Ub))». Donc X est un ensemble d’apres le
schéma de compréhension.

Cet ensemble est appelé produit de a et b, et noté a x b.

Une relation fonctionnelle R(x, y) a un argument dont le domaine est

un ensemble a, est elle-méme un ensemble: car, d’apres le schéma de sub-
stitution, I'image de R est un ensemble c¢; R(x, y) équivaut alors a « R(x, y)
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et (x,y) € a x c». Donc, cette collection est un ensemble f d’apres le
schéma de compréhension. Un tel ensemble f est appelé fonction définie
sur a, ou application de domaine a ou encore famille d'ensembles indexée
par a. Le domaine de I'application f sera noté Dom( f). L'image de f, qui
est 'ensemble ¢, est notée Im( f).

Ftant donnés deux ensembles a et b, une application de a dans b est, par
définition, une fonction de domaine a, dont I'image est contenue dans b.

L’énoncé « f est une application de a dans b», que 'on écrit également
« f 1 a — b» est donc I'énoncé suivant :

f CaxbetVxVyVy'[(x,y) € fet(x,y) e f=y=Y]
etVx[x €a = Jy((x,y) € /.

Nous laissons au lecteur le soin de faire disparaitre les symboles supplé-
mentaires C, X, ().

Notation. Etant donné un énoncé E(x), I'énoncé Alx E(x) est, par défi-
nition, «3x E(x) et VxVy(E(x) et E(y) = x = y)». Le quantificateur 3!x
se lit «il existe un x et un seul». Par exemple, avec cette notation, 1'énoncé
précédent peut s'écrire:

fCaxbetVx[x ea=Iy((x,y) € ).

Ftant donnés deux ensembles a, b, la collection X des applications de
a dans b est un ensemble: car une application de a dans b est une partie
de a x b, donc est élément de (a x b). Donc X (f) équivaut a « X(f) et
f € P(a x b)». Dol le résultat d’apres le schéma de compréhension.

L’ensemble des applications de a dans b est noté »”.

Réunion, intersection et produit d’'une famille d’ensembles. Soit a une
famille d’ensembles indexée par un ensemble / ; nous utiliserons la notation
(ai)ier pour désigner un tel objet; autrement dit, cette notation représente
une fonction a de domaine /.

On appelle réunion de la famille (g;);c; et on désigne par | J;.; a;, la
réunion des éléments de I'image de la fonction a. C'est un ensemble b
(axiome de la somme) et ona Vx[x € b < Ji(i € I et x € a;)].

L'intersection de la famille (g;);<; est la collection X définie par X (x):
Vii e ] = x €a;).Sil =0, X est la collection de tous les ensembles, et
n’est pas un ensemble.

Si I # ), onprend ig € I. Alors X (x) équivaut a «x € a;, et Vi(i € [ =
Xx € a;)». D'apres le schéma de compréhension, cette collection est alors un
ensemble; on le note ();.; ;.

Considérons maintenant la collection X des applications f de I dans
;e @i telles que f (i) € a; pour touti € I. Une telle application est €lément
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de I'ensemble (| J;.; a;)!. Par suite, I'énoncé X (f) est équivalent a « X ( f)
et f € (e a;)" ». La collection X est donc un ensemble d’apres le schéma
de compréhension. Cet ensemble est appelé produit de la famille (a;);c; et
noté [ [;¢; ai.

Dans le cas particulier oi1 la fonction a de domaine [ est la fonction iden-
tité de / dans /, on utilisera les notations U/, NI, [ [/ au lieu de |_J;.; a;,
(Nier @i> | [icr @i respectivement. Ces ensembles sont appelés réunion, inter-
section et produit des éléments de /. Le premier a déja été défini plus haut.
Le second n’existe que si I # (. Notons que U = ) et [ |9 = {0}.

Remarque. Nous utilisons maintenant les mots «fonction» et «application »
dans le sens qui vient d’étre défini, qui n’est pas leur sens habituel (puis-
qu'une fonction f : a — b est un objet de I'univers). Au fur et a mesure des
définitions, il va peu a peu en étre de méme de tous les mots du langage
mathématique. Quand nous emploierons ces mots dans leur sens intuitif (ce
qui n’arrivera pas souvent), il faudra donc le préciser. Par exemple: soient
a, b deux ensembles, A, B les parties (au sens intuitif) de 1'univers qui leur
correspondent. Si f est une application de a dans b, il lui correspond, de
facon évidente, une application (au sens intuitif) de A dans B. Mais il peut
y avoir des applications (au sens intuitif) de A dans B qui ne correspondent
a aucune application de a dans b.



Chapitre 2

Ordinaux, cardinaux

Relations de bon ordre

Considérons une relation d’ordre R(x, y) et un ensemble a, dont tous les
éléments sont dans le domaine de R. On dit que a est bien ordonné par R si
tout sous-ensemble non vide de a possede un plus petit élément (mod. R).

11 est clair que, si a est bien ordonné par R, tout sous-ensemble de a est
bien ordonné par R.

Un ensemble bien ordonné u est, par définition, un couple (a, r) tel que
r C a? et tel que I'ensemble a soit bien ordonné par la relation « (x, y) € r ».

Un ensemble bien ordonné (a, r) est totalement ordonné: en effet, si
X,y € a, I'ensemble {x, y} a un plus petit élément, donc (x,y) € r ou
(y,x) er.

Considérons un ensemble a, bien ordonné par la relation d’ordre R. Un
sous-ensemble s de a sera appelé segment initial s’il a la propriété suivante:
quels que soient x, y €a, six € s et y < x (mod. R) alors y € s.

Pour chaque xg € a, on désigne par Sy, (a, R), ou par Sy,(a) s'iln’y a pas
d’ambiguité sur R, 'ensemble {x € a; x < xp (mod. R)}. C'est évidemment
un segment initial de a.

e Pour que s C a soit un segment initial, il faut et il suffit que s = a, ou
que s = Sy,(a) pour un xy € a.
En effet, si s est un segment initial de a, et si s # a, 'ensemble a ~ s =
{x €a; x ¢ s} est non vide, donc a un plus petit élément xp. Si x < xp, on
adonc x € s; si x = xg on ne peut avoir x € s, car alors xg serait élément
des.

C.Q.E.D.

19
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Un segment initial de a, qui est différent de a, est appelé segment initial
strict de a.

Une relation d’ordre total R est dite relation de bon ordre si elle a la
propriété suivante : pour tout objet x du domaine de R, la collection, (notée
Sx(R)), des objets y du domaine de R tels que y < x (mod. R) est un
ensemble et R est une relation de bon ordre sur cet ensemble.

e Soient R une relation de bon ordre, D son domaine, T une sous-
collection non vide de D (c'est-a-dire Yx(T (x) = D(x)) et IxT(x)). Alors T
a un plus petit élément (mod. R).

Soit en effet xp un objet de T'; ou bien x est le plus petit élément de 7', ou
bien la collection « T et S,,(R)» est non vide; mais cette collection est un
ensemble (car S, (R) en est un) non vide et contenu dans I'ensemble bien
ordonné Sy, (R). Il a donc un plus petit élément, qui est évidemment le plus
petit élément de 7.

Remarque. Quand on parle d’éléments de la collection 7, il s’agit évidem-
ment d’éléments au sens intuitif.

La collection des ordinaux

On dit qu'un ensemble « est un ordinal, s'il a les deux propriétés suivantes:
1) Larelation x € y est, sur «, une relation d’ordre strict qui est un bon
ordre (donc un ordre total) ;
2) Six € «, alors x C .
La relation a un argument (collection): «« est un ordinal» est écrite
On(w). L'énoncé On(w) est donc:
VaVylx caetyca=x¢youy¢x]et
VxVyVz[x exetycaetzcaetxeyetyez=xez]et
VizCaetz#W=Ix(xezetVy(yez=>x €youx =y))] et
VxVylx caetyex =y e«
Par exemple, on vérifie aisément que @, {#}, {#, {J}} sont des ordinaux.
e Soit o un ordinal; alors les segments initiaux de o sont o et les éléments
de a.
En effet, les segments initiaux de «, différents de «, sont les S (o) pour
& €a.Or:

Ss(@)={nea; n<é}=nea; neé}=Na=§

puisque & C a.
C.Q.E.D.
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e Tous les élements d'un ordinal o sont des ordinaux.

Soit en effet £ € «; alors & C « et donc la relation x € y est un bon ordre

sur &. D'autre part, six € § ety € x, alors x € o (car § C ) donc y € o

(car x C o). Comme € est une relation d’ordre sur ¢, on a donc y € &.
C.Q.E.D.

e Pour tout ordinal o, o ¢ «.

Soit £ un élément quelconque de «. Alors & ¢ & puisque € est une relation
d’ordre strict sur «.. En particulier, si « est élément de «, alors o ¢ «, ce qui
est une contradiction.

C.Q.E.D.

e Soient a, B deux ordinaux. Alorsx = ou B € a ou« € B et ces trois
cas s'excluent l'un l'autre.

On pose £ = o N B. Alors & est un segment initial de «: si x € &, y € x,
alorsx cxetx e B,doncy eaetyecpetdoncy € &. De méme, & est
un segment initial de 8. Donc: (§ =@ oué e ) et (§ =B oué € §).Ona
donc quatre cas possibles:
E=aeté=p;aorsa=p.
E=aeté&cpP;aorsacp.
E=pPeté&ca;aorspPea.
Ecaeté cpB;alorsé estun ordinal et £ € N B, soit & € & ce qui est une
contradiction puisque & est un ordinal.

On ne peut avoir « = et o € 8 puisque B ¢ B; on ne peut avoir ¢ €
etfea:carae f=>a C P etsifecaonaalorsfep.

C.Q.E.D.

e La relation d'appartenance sur la collection On (c’est-a-dire la relation
binaire «x € y et On(x) et On(y) ») est une relation de bon ordre.

On vient de montrer que c’est une relation d’ordre total strict. De plus, pour
tout ordinal &, S,(On) =« (car § <o < £ € ).

Noter que si o, B sont des ordinaux, o« < < o C B.

e La collection On n'est pas un ensemble.

Supposons que On soit un ensemble a. Alors a est bien ordonné par €, et
tout élément de a est un ordinal donc est contenu dans a. Cela montre que
a est un ordinal. On a donc On(a), soit a € a, ce qui contredit le fait que a
est un ordinal.

C.Q.E.D.

e Si o est un ordinal, le plus petit ordinal > « est o« U {«}. On l'appelle
successeur de o et on le note aussi o + 1.
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On vérifie en effet aisément que si « est un ordinal, 8 = o U {«} en est
un; comme ¢ € f,onaa < B.Deplus,siy >, alorse C yeta €y,
donc y D a U{a} c'est-a-dire y = B.

Comme ¢} C o pour tout ordinal ¢, I'ordinal ¢ est le premier ordinal ; on
le note 0; son successeur est {0} noté 1, le successeur de 1 est 1 U {1} soit
{0, {0}}, et est noté 2, etc.

o Tout ensemble d'ordinaux a une borne supérieure qui est la réunion
des éléments de cet ensemble.

Soit a un ensemble d’ordinaux, et 8 = | J,, @. Si x est un sous-ensemble
non vide de 8, on a x Nap % @ pour un «p € a. Alors x Noyp a un plus petit
élément (sous-ensemble non vide de I'ensemble bien ordonné o) qui est
évidemment le plus petit élément de x. Cela montre que B est bien ordonné
par €. De plus,six e fetyex,onax € @ pour un @ € a, donc y € «,
d'ou y € B. Cela montre que S est un ordinal. On a 8 = « quel que soit
o €a;deplus, siy =« pour tout « € a, alors y D « pour tout « € a, donc
y D B, soit y = B.
C.Q.E.D.

Lemme 2.1. Soient « et B deux ordinaux, et f : « — B une application
strictement croissante. Alors o < B et & < f (&) pour tout & € a.

Soit £ le plus petit élément de « tel que f(§) < & s'il en existe. Comme f
est strictement croissante, ona f(f(§)) < f(&€). Donc, en posant n = f(§),
onan <£ et f(n) <n, ce qui contredit la définition de . Pour tout y € «,
onadonc y < f(y) € B, donc y € B. 1l enrésulte que o C B, donc o < B.
C.Q.E.D.

Théoreme 2.2. Soient o et  deux ordinaux, et f un isomorphisme d'ensem-
bles ordonnés de o sur . Alors o = B, et f est l'application identique.

D’apres le lemme 2.1, ona o < g, et y < f(y) pour tout y € a. Comme
f*1 est un isomorphisme de 8 sur o, on a 8 < « (et donc o = f), et
¥ < f~X(y) pour tout y € B. En appliquant f aux deux membres de cette
inégalité, on obtient f(y) <y, et donc f(y) =y pour tout y € «.

C.Q.E.D.

Théoreme 2.3. Pour chaque ensemble bien ordonné u, il existe un isomor-
phisme et un seul de u sur un ordinal.

Unicité. Si f est un isomorphisme de u sur l'ordinal ¢, et g un isomor-
phisme de u sur 8, go £ est un isomorphisme de « sur 8; donc o = S et
g o 1 est 'application identique. D'ol1 f = g.
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Existence. Onau = (a,r) (r C a? est une relation de bon ordre sur a).
On pose:
b={x €a; Si(a) est isomorphe a un ordinal}.

Pour tout x € b, Sx(a) est isomorphe a un ordinal, et un seul d’apres ce qui
précede; désignons cet ordinal par B(x).

Siyebetx <y, alors x € b et B(x) < B(y): dans I'isomorphisme de
Sy(a) sur B(y), le segment initial strict Sy (a) de Sy(a), devient un segment
initial strict de B(y), donc un ordinal B(x) < B(y).

L'ensemble des S(x) pour x € b (qui existe d’apres le schéma de sub-
stitution), est un segment initial de On: si § < B(x), & est isomorphe a un
segment initial de S, (a), donc a S, (a) pour un y <x, donc § = B(y).

Cela montre que I'ensemble des B(x) pour x € b est un ordinal §; alors
I'application x +— S(x) est un isomorphisme de b sur §.

Sib #a,onab = §,,(a) avec xy € a, puisque b est un segment initial de
a. Mais comme on vient de montrer que Sy,(a) est isomorphe a un ordinal,
on axg € b, soit xg € Sx,(a), ce qui contredit la définition de Sy, ().

Donc b = a, et on a un isomorphisme de a (muni de la relation d’ordre
r) sur 'ordinal S.

C.Q.E.D.

e Considérons maintenant une relation de bon ordre R(x, y), de domaine
D, qui nest pas un ensemble. On définit une relation fonctionnelle J qui
établit un isomorphisme entre D et On.

On définit la relation fonctionnelle « = J(x) par 'énoncé «« est un
ordinal isomorphe au segment S (R) ». C'est bien une relation fonctionnelle
de domaine D, puisque pour tout x de D, il existe un ordinal et un seul
isomorphe a S, (R). C'est bien un isomorphisme pour les ordres respectifs
de D etde On:six <y (mod. R), alors S, (R) est un segment initial strict de
Sy(R); mais il existe un isomorphisme de Sy (R) sur J(y) etl'image de Sx(R)
par cet isomorphisme est un segment initial strict de J(y), donc un ordinal
J(x) < J(y). L'image de J est un segment initial de On: si 8 < J(x), dans
I'isomorphisme de J(x) sur S,(R), 8 devient un segment initial de S (R),
c'est-a-dire Sy (R) pour un y < x; d'ou 8 = J(y). Comme J est injective,
J~1 est une relation fonctionnelle dont le domaine est I'image de J, et dont
l'image est D. Comme D n’est pas un ensemble, le domaine de /% n’en est
pas un non plus (schéma de substitution). Donc I'image de J est un segment
initial de On qui n’est pas un ensemble; c’est donc On tout entier.

C.Q.E.D.

Remarquons que J est la seule relation fonctionnelle qui établisse un
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isomorphisme entre D et On: si J' est une telle relation, et si x est un objet
de D, J’ définit un isomorphisme de S, (R) sur I'ordinal J'(x); donc J'(x)
est I'ordinal du segment initial S (R).

Définitions par induction sur les ordinaux

Considérons un énoncé E(x) a une variable libre. Pour que E(x) soit vrai
pour tout ordinal « (il faut et) il suffit que, pour tout ordinal «, si E(B) est
vrai pour tout 8 < «, alors E(x) est vrai; autrement dit que 1'énoncé

Va[VB(B <a = E(f)) = E(@)]

soit vrai.

La démonstration est immédiate: si E(c) n'est pas vrai pour un ordinal
a, on choisit le premier tel ordinal. Alors, pour tout 8 < o, E(B) est vrai, et
donc par hypothese E(«) est vrai, ce qui est une contradiction.

Cette méthode de démonstration de I'énoncé VYo E(«) s’appelle démons-
tration par induction sur les ordinaux.

Notation. Considérons une relation fonctionnelle F' et une sous-collection
C du domaine de F'; nous désignerons par F'[*C la relation fonctionnelle
qui est la restriction de F a C, c’est-a-dire larelation « y = F(x) et C(x)»; en
particulier, si a est un ensemble dont tous les éléments sont dans le domaine
de F, alors F' [ a désigne la fonction qui est la restriction de F a a.

Définition. Soient y = H(x) une relation fonctionnelle. Une fonction f
sera dite H-inductive si elle a pour domaine un ordinal «, et si pour tout
ordinal 8 < «, la fonction f [ B est dans le domaine de H, et f(8) =
H(fTP).

Lemme 2.4. 1l existe au plus une fonction H-inductive de domaine a.

Soient f et g deux fonctions H -inductives distinctes de domaine «, et 8
le premier ordinal < « tel que f(B) # g(8). On a donc f(y) = g(y) pour
tout y < g, soit f['f=g[B.Donc f(B)=H(fIB)=H(glp) =g,

ce qui est une contradiction.
C.Q.E.D.

Il est clair que, si f est la fonction H-inductive dont le domaine est
I'ordinal ¢, et si B < «, alors f [ B est la fonction H-inductive de domaine S.

Théoreme 2.5. Soient y = H(x) une relation fonctionnelle, et « un ordinal
tel que toute fonction H-inductive de domaine < o soit dans le domaine
de H. Alors il existe une fonction H-inductive et une seule de domaine .
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Unicité. Déja démontrée (lemme 2.4).

Existence. Soit T 'ensemble des 8 < « tels qu'il existe une fonction H-
inductive fg de domaine B. 1l est clair que 7 est un segment initial de «; de
plus, d’apres I'unicité, si < B’ € T alors fg = fp' [ B.

Comme 7 est un segment initial de ¢, c’est un ordinal < «. On définit une
fonction f; de domaine 7, en posant f;(8) = H(fs) pour chaque 8 € .

Siy <p<rt,ona fi(y) = H(f,) = H(fg['y) = fp(y). Cela montre
que fg = f; ['B. Pour tout 8 € 7, on a donc f;(B8) = H(f; [ B). Autrement
dit, f; est une fonction H-inductive de domaine 7.

Si T < o, la définition de T montre alors que T € 7, ce qui est faux
puisque t est un ordinal; donc T =« et f; est la fonction cherchée.

C.Q.E.D.

11 est clair que I'hypothese du théoreme 2.5 est vérifiée si H est définie
sur l'univers entier (la collection de tous les ensembles), et également si H
est a valeurs dans une collection A fixée, et a pour domaine la collection des
fonctions définies sur un ordinal 8 < «, a valeurs dans A. On a donc:

Corollaire 2.6. Soient o un ordinal, A une collection, M la collection des
applications définies sur les ordinaux B < « et a valeurs dans A, et H une
relation fonctionnelle de domaine M, a valeurs dans A. Alors il existe une
fonction f et une seule, définie sur «, telle que f(8) = H(f | B) pour tout
B <a.

Quand on utilise le théoréme 2.5, ou le corollaire 2.6, pour obtenir une
fonction f de domaine «, on dit que f a été définie par induction, au moyen
de H. Le théoreme 2.7 (ainsi que son corollaire 2.8) ci-dessous permet de
définir par induction une relation fonctionnelle de domaine On tout entier.

Théoreme 2.7. Soit y = H(x) une relation fonctionnelle, telle que toute fonc-
tion H-inductive soit dans le domaine de H. On peut alors définir une relation
fonctionnelle F, de domaine On, telle que F(«) = H(F [>«) pour tout ordi-
nal a. Cest la seule relation fonctionnelle ayant ces propriétés. De plus, F [ o
est une fonction H-inductive pour tout ordinal c.

La relation fonctionnelle y = F(«) est donnée par I'énoncé: «il existe
une fonction H-inductive f, de domaine ¢, et y = H(fy) ».

En effet d’apres le théoreme 2.5, pour tout ordinal ¢, il existe une telle
fonction f, et une seule; ce qui montre que F est bien une relation fonc-
tionnelle de domaine On.
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De plus,si § < o, ona fs = fu ['B. Donc F(B) = H(f5) = H(fu | f) =
f«(B) pour tout 8 < . Cela montre que f, = F [« (et donc que F [« est
H-inductive). Comme F(«) = H(f,), on a donc bien F(«x) = H(F [ @).

Enfin, si G est aussi une relation fonctionnelle de domaine On, telle
que G(o) = H(G @) pour tout ordinal «, montrons, par induction sur les
ordinaux, que F(¢) = G(w). On suppose donc F(8) = G(B) pour tout
B < «. Par suite, on a F[a = G|, dou H(F o) = H(G| ), soit
F (o) = G(o) pour tout ordinal o.

C.Q.E.D.

Comme précédemment, il est clair que I'’hypothése du théoreme 2.7 est
vérifiée si H est définie sur I'univers entier, et également si H est a valeurs
dans une collection A fixée, et a pour domaine la collection de toutes les
fonctions définies sur un ordinal, a valeurs dans A. On a donc:

Corollaire 2.8. Soient A une collection, M la collection des applications dé-
finies sur les ordinaux, a valeurs dans A, H une relation fonctionnelle de
domaine M, a valeurs dans A. On peut alors définir une relation fonction-
nelle F, de domaine On, a valeurs dans A, telle que F(x) = H(F [ «) pour
tout ordinal . Cest la seule relation fonctionnelle ayant ces propriétés.

Induction sur une collection stratifiée

Une collection stratifiée est la donnée d'une collection W et d’une relation
fonctionnelle y = p(x), de domaine W, a valeurs dans On, telles que, pour
tout ordinal ¢, la collection « W(x) et p(x) < a» soit un ensemble, noté W,,.

e Soient W(x), y = p(x), formant une collection stratifiée, M la collection
des fonctions dont le domaine est 'un des Wy, y = H(x, f) une relation
fonctionnelle de domaine « W (x) et M(f) ». On définit ci-dessous une relation
fonctionnelle F' de domaine W, telle que, pour tout objet a de W, on ait:
() F(a) = Hla, F{x; W(x) et p(x) < p(@)}].

Ceest la seule relation fonctionnelle ayant cette propriété.
Larelation fonctionnelle F qui est ainsi définie est dite définie sur la collection
W par induction sur p(x), par la condition (x).

Pour chaque ordinal «, soit W, = {x; W(x) et p(x) =a}. Ona W, N
ng = () si a et B sont deux ordinaux distincts; W, = U/3<a ng pour
tout ordinal . On définit par induction sur On une relation fonctionnelle
y = G(a) (G(x) étant, pour chaque ordinal & une fonction de domaine
W/) en posant: G(«) = la fonction ¢ de domaine W), définie par ¢(x) =
Hlx, | Jg-o G(B)] pour tout x € W,.
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Ceci a bien un sens, puisque | Jg_, G(B) est une fonction de domaine
W,. On écrit alors I'énoncé y = F(x) de la facon suivante: « W(x) et y =
Glp()]1(x)». Onaalors F | Wy = Jg, G(B); carsix € Wy, onax € Wé
pour 8 = p(x), B <, dou F(x) = G(B)(x) par définition. Par suite, pour
tout objet a de W, on a:

F(a) = Glp(@)l(a) = Hla, | g~ p@ G(B)] (par définition de G)
= Hla, F Wyw] = Hla, FI{x; W) et px) < p@)] ce qui
montre que la condition (x) est satisfaite.

Si y = F’(x) est une autre relation fonctionnelle de domaine W, satis-
faisant (), considérons le premier ordinal « tel qu'on puisse trouver a dans
W, avec p(a) =« et F(a) # F'(a) (s'il en existe). On a alors:

F(a) = Hla, F| W,].

Or, si p(x) <, ona F(x) = F’'(x) par définition de «. Donc F | W, =
F' W, dou:
F(a) = Hla, F'| Wo] = F'(a)

ce qui est une contradiction. On a donc F(x) = F’(x) pour tout x dans W.

L’axiome du choix

L’axiome du choix (en abrégé AC) est 'axiome suivant:

Pour chaque ensemble a, dont les éléments sont non vides et disjoints deux
a deux, il existe un ensemble dont l'intersection avec chaque élément de a est
un ensemble a un seul élément.

Ce qu'on peut écrire:
Va{[Vx(x ea=x D) etVaVy(x caetyea=x=youxNy={)]
= IVxIu(x € a = bNx = {u})}.

Les énoncés suivants sont équivalents a AC (moyennant les autres axio-
mes) :

AC'": Pour tout ensemble g, il existe une application /2 de '’ensemble des
parties non vides de a dans q, telle que h(x) € x pour toute partie x non
vide de a.

Une telle fonction est appelée fonction de choix sur 'ensemble a.

AC": Le produit d'une famille d’ensembles non vides est non vide.

AC’" = AC: désignons par b la réunion des éléments de a; on ap-
plique AC’ a 'ensemble b. Chaque élément x de a est une partie non vide
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de b. L'ensemble {i(x); x € a} a exactement un élément en commun avec
chaque élément x de a.

AC = AC”: soit (a;);c; une famille d’ensembles non vides. On pose
b; = {i} x a;. Alors la famille (b;);<; est formée d’ensembles non vides et
disjoints deux a deux. Soit £ un ensemble tel que £ N b; ait un seul élément
pour tout i € 1. Alors (§ N J;¢; bi) € Iicra;, par définition de IT;¢a;.

AC" = AC’: sia est un ensemble quelconque, on forme le produit [ [{x;
x Ca, x # {}. Dapres AC” cet ensemble est non vide. Si ¢ est un élément
de cet ensemble, on a bien ¢(x) € x pour toute partie x non vide de a.
Voici un autre énoncé équivalent a I'axiome du choix.

Théoreme 2.9 (Zermelo). Sur tout ensemble, il existe un bon ordre.

Si cet énoncé est vrai, AC’ est satisfait: on consideére un bon ordre r sur
a (r C a® et on définit i : P(a) ~ {)} — a en posant: h(x) = le premier
€élément de x (mod. r).

Inversement, supposons AC’ satisfait; soient a un ensemble sur lequel
il n’existe pas de bon ordre, et & : $(a) ~ {}} — a une fonction de choix
sur a. On définit une relation fonctionnelle H, dont le domaine est la col-
lection des fonctions f dont I'image Im( f) ne contient pas a. Cette relation
fonctionnelle est définie en posant H(f) = h(a ~Im(f)).

Soit f une fonction H-inductive, dont le domaine est un ordinal «. Pour
B <a,ona f(B)=H(fIp) €a~Im(f[p), donc f(B) ¢ Im(f [ B). Par
suite, si y < B, on a f(B) # f(y), ce qui montre que f est une injection
de o dans a.

Si f n'est pas dans le domaine de H, on a Im(f) D a. Par suite, f est
une bijection de I'ordinal « sur a. 1l en résulte que a peut étre bien ordonné,
ce qui contredit I'hypothese.

On a ainsi montré que toute fonction H-inductive est dans le domaine
de H. D’'apres le théoreme 2.7, on a une relation fonctionnelle y = F(w), de
domaine On, telle que F(o) = H(F ['@) et F [« est H-inductive pour tout
ordinal «. Par suite, F [« est une injection de o dans a, et donc F est une
relation fonctionnelle injective de domaine On, a valeurs dans a. Ceci est
impossible: en effet, le schéma de substitution appliqué & F~! exprimerait
alors que On est un ensemble. Cette contradiction montre qu'il existe un
bon ordre sur a.

C.Q.E.D.

Remarque. On a en fait montré plus précisément (sans AC):
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e Pour qu'un ensemble a puisse étre bien ordonné, il faut et il suffit qu'il
existe h : P(a) ~ {}} — a telle que h(x) € x pour toute partie non vide x
de a.

Définitions. R étant une relation d’ordre, et 7 une sous-collection du
domaine D de R, un objet x de D est appelé majorant de T (resp. majorant
strict de T) s'il est = (resp. >) a tout objet de 7. Un objet x de D est
dit maximal s’il n’admet pas de majorant strict. Enfin, si la collection des
majorants de 7" dans D a un plus petit élément, on 'appelle borne supérieure
deT.

A laide de 'axiome du choix, on montre le:

Théoreme 2.10 (Zormn). Soit u un ensemble ordonné dont toute partie bien
ordonnée est majorée. Alors u a un élément maximal.

On au = (a,r) ou r est une relation d’'ordre sur @; on suppose AC’
satisfait, et par suite on a une fonction /2 : $(a) ~{J} — a telle que h(x) € x
pour tout x € P(a) ~ {4}.

Soit ¢ I'ensemble des parties de a qui ont un majorant strict (pour
'ordre r). On définit une application m : ¢ — a, en posant :

m(x) = h(l'ensemble des majorants stricts de x).

Donc, pour tout x € ¢, m(x) est un majorant strict de x.

On définit une relation fonctionnelle /, dont le domaine est la collection
des fonctions f telles que Im( f) € ¢, en posant H(f) = m(Im(f)).

Soit f une fonction H-inductive, dont le domaine est un ordinal «.. Pour
B <a,ona f(B) =H(f[B) qui est un majorant strict de Im( f > B). Par
suite, si y < 8, ona f(y) < f(B), ce qui montre que f est une fonction
strictement croissante de o dans a. L'image de f est donc une partie bien
ordonnée de a, et a donc un majorant i € a.

Si f n'est pas dans le domaine de H, on a Im(f) ¢ c. Par suite, Im( f)
n'a pas de majorant strict. Il en résulte que 1 n'a pas de majorant strict,
c'est-a-dire est maximal, ce qui donne le résultat cherché.

On peut donc supposer que toute fonction H-inductive est dans le do-
maine de H. D’apres le théoreme 2.7, on a une relation fonctionnelle y =
F(o), de domaine On, telle que F(«) = H(F ['«) et F [« est H-inductive
pour tout ordinal «. Par suite, F' |« est une fonction strictement croissante
de o dans a; donc F est une relation fonctionnelle injective, de On tout
entier dans a, ce qui est impossible.

C.Q.E.D.

On montre réciproquement qu'un énoncé, en apparence plus faible que
le théoreme de Zorn, implique I'axiome du choix.
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Réciproque. On suppose que tout ensemble ordonné qui a la propriété que
fout sous-ensemble totalement ordonné possede une borne supérieure, possede
un élément maximal. Alors AC est vrai.

Considérons en effet un ensemble a dont tous les éléments sont non
vides et disjoints deux a deux. Soit b la réunion des éléments de a; soit
X l'ensemble des parties de b qui rencontrent chaque élément x de a en
un élément au plus; X est ordonné par inclusion. Soit ¥ un sous-ensemble
totalement ordonné de X ; alors Uer y € X: en effet si x € a, ou bien
x Ny =¥ pourtout y € Y, donc x N Jyey ¥y = ¥; ou bien x N yo = {u}
pour un yo € Y; alors x N{ J,ey y = {u} (siv € xNJyey y, alors v € xN iy
pour un y; € Y; or yp U y1 = yp ou y; puisque Y est totalement ordonné
par inclusion; donc x N (y1 U yp) a un élément au plus, et u = v).

Par suite I'ensemble ordonné X a la propriété exigée dans I'énoncé; d’ou
un élément maximal yp de X. Alors x N yp est un ensemble a un élément
pour tout x € a: en effet, si x N yp = ¢ pour un élément x de a, on prend
& e x; alors yp U{&} € X, ce qui contredit la maximalité de yy.

C.Q.E.D.

Cardinaux

(Dans ce paragraphe, nous utilisons I'axiome du choix.)
Deux ensembles a et b sont dits équipotents s'il existe une bijection de a
sur b.

Remarque. Soient A, B les parties (au sens intuitif) de I'univers U formées
respectivement des éléments de a et de b. Alors A et B peuvent étre équi-
potentes (au sens intuitif) sans que a et b soient équipotents: en effet, dire
que a et b sont équipotents revient a dire qu'il existe une bijection (au sens
intuitif) de A sur B et, de plus, que cette bijection correspond a un objet de
I'univers.

11 est clair que la relation «x est équipotent a y » est une relation d’équiva-
lence dont le domaine est la collection de tous les ensembles.

D’apres I'axiome du choix, tout ensemble a est équipotent a un ordinal :
car il existe un bon ordre sur a, donc un isomorphisme de a muni de ce bon
ordre sur un ordinal.

On appelle cardinal de a, et on désigne par @, ou par card(a), le plus
petit ordinal équipotent a a.

Par suite: deux ensembles a et b sont équipotents si et seulement si

a=>.
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La collection des cardinaux est désignée par Cn. Elle est donc définie
par I'énoncé Cn(c): «a est un ordinal qui n’est équipotent a aucun ordinal
B <anr

Théoreme 2.11. Soient a, b deux ensembles non vides. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

1) 1l existe une injection de a dans b;

2) 1l existe une surjection de b sur a;

3)a<b.

S'il existe une injection j : @ — b, on définit une surjection s : b — a
de la fagon suivante: on prend un élément xo de a et on pose s(y) = xg
pour tout élément y de b qui n’est pas atteint par j; s(y) = I'élément x de
a tel que y = j(x) si y est atteint par ;.

Inversement, supposons qu'’il existe une surjection s : b — a. D’apres
AC, il existe une fonction

h: Ph)~ {0} — b

telle que 2 (Y) € Y pour toute partie ¥ non vide de b. Pour x € a, on définit
Jj (x) = h(lensemble des éléments y de b tels que s(y) = x); alors j est une
injection de a dans b.

Siag < 3 on a deux bijections f : a — a, g:b— ? et une injection
i:a—b qui est 'application identique (puisque @ C ?) .Donc g loiof
est une injection de a dans b.

Inversement, soit j une injection de a dans b; alors go j est une injection
k de a dans ? Soit u C ? I'image de k. C'est un ensemble bien ordonné, et
il existe donc un ordinal 8 et un isomorphisme ¢ : 8 — u C b de B sur
u. D'apres le lemme 2.1, on a g < b. Comme a est équipotent a u, donc a
I'ordinal 8, on a a< B par définition des cardinaux; d’ou a< ?

C.Q.E.D.

Corollaire 2.12 (théoreme de Cantor-Bernstein). Pour que deux ensembles
a et b soient équipotents, (il faut et) il suffit qu’il existe une injection de
chacun d'eux dans U'autre.

En effet, s'il existe une injection de a dans b, et une injection de b dans
a,onaa <betb<g doua=0>b.

C.Q.E.D.

Nous avons démontré ce théoreme en utilisant I’axiome du choix, mais
on peut le démontrer sans cet axiome (voir exercice 2).
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Théoreme 2.13 (Cantor). Pour tout ensemble a, @ < P(a).

Supposons que @ = P(a); il existe alors une surjection 4 de a sur P (a).
Soit b = {x € a; x ¢ h(x)}. Alors b est une partie de a, donc il existe
ce€atelque h(c) =b.Maisc € b < ¢ ¢ h(c) < ¢ ¢ b ce qui est une
contradiction.

C.Q.E.D.

Notons qu'on a montré ainsi, sans utiliser AC:

Théoreme 2.14. Pour tout ensemble a, il n'existe aucune surjection de a sur
P(a) (et, a fortiori, aucune injection de 5 (a) dans a).

Théoreme 2.15. La collection des cardinaux n'est pas un ensemble.

Supposons que les cardinaux forment un ensemble x ; alors cet ensemble
d’ordinaux a une borne supérieure A = |_J,, o, et tout ordinal est équipo-
tent a une partie de A. Soit Y la collection des bons ordres sur les parties
de A; tout objet r de Y est sous-ensemble de A2 donc Y(r) équivaut a
«r € P(A?) et Y(r)» ce qui montre (schéma de compréhension) que Y est
un ensemble.

Or I'image de Y par la relation fonctionnelle: r — 'ordinal isomorphe a
r, est la collection On tout entiere. Cela contredit le schéma de substitution,
puisque On n’est pas un ensemble.

C.Q.E.D.

Soient a, b deux ensembles disjoints, a’, b’ deux ensembles disjoints, tels
que a soit équipotent a a’, et b a b’ ; alors a U b et a’ Ub' sont équipotents:
car il y a une bijection de a U b sur @’ U b’ dont les restrictions a a et b sont
les bijections données de a sur a’, et b sur b'.

Soient alors «, 8 deux cardinaux; il existe deux ensembles disjoints, a, b
tels que d=a,b= B (on peut choisir, par exemple, deux ensembles distincts
Oetletposera =a x{0}, b =B x{1}). Le cardinal de ¢ Ub, qui ne dépend
pas du choix de a et b, est appelé somme des deux cardinaux o, et noté
o+ B.

Il est clair que si , B, y sont des cardinaux, o+ = B+« eta+(8+y) =
(a+p)+vy.

Soient a, b, a’, b’ des ensembles tels que a soit équipotent aa’, etb ab’;
alors a x b est équipotent a a’ x b': si f est une bijection de a sur @/, et g
une bijection de b sur &/, on a une bijection & de a x b sur @’ x b’ en posant

h(x,y) = (f(x), g(y)) pour x € a, y € b.
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Soient alors «, B deux cardinaux. On appelle produit des cardinaux o et
B, et on désigne par o le cardinal de I'ensemble o x 8. C'est le cardinal de
a x b, quels que soient a de cardinal «, et b de cardinal .

Soient «, B, y des cardinaux. On vérifie aisément les relations: ¢ =
Bo; a(By) = (@B)y; a(B +y) = af + ay. Par exemple, pour vérifier la
troisieme relation, on choisit a, b, ¢ de cardinaux respectifs «, 8, y, b et ¢
étant disjoints. Alors a x (bUc) = (a x b) U (a x ¢) d’'ou le résultat.

Plus généralement, soient (¢;)ies, (b;)ie; deux familles d’ensembles, in-
dexées par le méme ensemble d’indices I, et telles que @; = b; pour tout
i € 1. Alors [[;c; ai et [];c; bi sont équipotents: en effet pour chaque i € 1,
I'ensemble B; des bijections de g; sur b; est non vide. Par suite (axiome du
choix) le produit de la famille (B;);<; est non vide; donc il existe une famille
(¢)ier telle que ¢; soit une bijection de a; sur b;, pour chaque i € 1. On
définit une bijection de [ ];¢; a; sur [ ];¢; bi, en associant a chaque élément
(x;)ier de [ ey ai Télément (¢ (x;))ier de [ ;s bi-

Etant donnée une famille (¢;);c; de cardinaux, on appelle produit de
cette famille le cardinal de I'ensemble [ [;.; «;. Par abus de notation, on
I'écrit aussi [ [;c; o (au lieu de [ [;; o). Cest le cardinal de | [;c; @ pour
n’'importe quelle famille (a;);<; telle que a; = o; pour tout i € 1.

Considérons maintenant deux familles d’ensembles (a; )ics, (b;)icr telles
qued; =b; pourtouti € I, et tellesque i # j = a;Na; = b;Nb; = {. Alors
Uie ;a; et Uie ; bi sont équipotents: en effet il existe (comme ci-dessus)
une famille (¢;);cs telle que ¢; soit une bijection de a; sur b; pour tout
i € 1. On définit une bijection de _J;; @; sur | J;.; b en associant a chaque
X € | J;ey @i son image par la fonction ¢; pour l'indice i tel que x € ;.

Etant donnée une famille (¢; );<; de cardinaux, il existe une famille (a;); s
d’ensembles deux a deux disjoints tels que @ = o; pour touti € I (on peut
poser par exemple a; = o; x {i}). Le cardinal de | J;.; a;, qui ne dépend
pas du choix de cette famille, est appelé somme de la famille de cardinaux
(ai)iel et noté Ziel o;.

Soient a, b, a’, b’ des ensembles tels que a et a’ soient équipotents, ainsi
que b et b'. Alors a” (ensemble des applications de b dans a) et (a’)? sont
équipotents: si f est une bijection de a sur ¢/, g une bijection de b sur »’, on
obtient une bijection de a” sur (a')”’ en associant a chaque ¢ € a” I'élément
¥ de (a')? défini par: = fogog™™

Etant donné deux cardinaux «, 8, le cardinal de 'ensemble af est désigné
par o puissance 3; par abus de notation on I'écrit aussi o (au lieu de

W). Clest donc le cardinal de a?, quels que soient a de cardinal « et b de
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cardinal S.
Si @, B, y sont des cardinaux, on vérifie aisément les relations suivantes:
ot =aPa?; (aB) =a?B; (@f) =ab?.

Ordinaux finis

(L’axiome du choix n’est pas utilisé dans ce paragraphe.)

Etant donné un ordinal «, rappelons que le premier ordinal > o est
aU{e}, noté aussi «+1, qu'on appelle successeur de «; si 8 est le successeur
de o, on dit que « est le prédécesseur de B.

e Unordinal « est dit fini si tout ordinal § < «, B # () a un prédécesseur.
L’énoncé «« est un ordinal fini» peut donc s’écrire:

On(a) et VB[On(B) et B Caet B £ =Ty (B=y U{y}l.
Un ordinal fini est aussi appelé un entier naturel.

11 est clair que si o est un ordinal fini et 8 un ordinal < «, alors 8 est
fini. De méme si « est un ordinal fini, o + 1 1'est aussi.

Le principe de récurrence. Considérons une collection P(x), telle que P(0)
soit vrai, et telle que, pour tout ordinal fini o, P(x) = P(« + 1) soit vrai;
alors P(«) est vraie pour tout ordinal fini o.

En effet, s’il existe un ordinal fini & qui ne soit pas dans la collection P,
soit o le plus petit. Alors oy 7 0 puisque P(0), donc o a un prédécesseur
Bo; on a donc P(fp), et aussi P(By) = P(Bo+ 1), dotut P(xp), ce qui est
une contradiction.

Remarque. 11 faut noter, de nouveau, que cette définition des mots « fini» et
«entier naturel » leur donne un sens tout a fait différent du sens habituel ;
a partir de maintenant, lorsque nous emploierons ces mots dans leur sens
intuitif, nous devrons le préciser. 1l est aisé de voir qu'un ordinal & qui n’a
qu'un nombre fini (au sens intuitif) d’éléments est fini. On dit alors que o
est un entier standard ou encore intuitif. Mais il peut arriver qu'un ordinal
fini B ait une infinité (au sens intuitif) d’éléments; dans ce cas, f > «
(puisque sinon B8 C «, donc 8 n’a quun nombre fini d’éléments); notons
aussi que, dans ce cas, la partie (au sens intuitif) de 'univers, formée des
entiers standards, n’est pas une collection: si elle était définie par un énoncé
P(x), alors on aurait «non P(B)» et donc il existerait un premier entier Sy
tel que «non P(fp)». Alors By = yp + 1, d'olt P(y), ce qui signifie que yp
est standard, donc aussi Sy = Y U {0}

Théoreme 2.16. Tout ordinal fini est un cardinal.
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On le montre par récurrence (c’est-a-dire au moyen du principe de ré-
currence énoncé ci-dessus) : il est clair que O est un cardinal. Supposons que
« soit un ordinal fini qui est un cardinal, et que o + 1 = « U {o} n’en soit
pas un. 1l existe donc un ordinal y < « + 1 et une bijection f de o + 1 sur
y.Alors y #0, car ¢ + 1 # (. Donc y = BU{f}, et comme y <« +1, on
apg<a.

Si f(e) = B, fl« est une bijection de o sur §, ce qui est impossible

puisque « est un cardinal. Donc f(«) = & # B; comme f est bijective, il

existe n € o + 1 tel que f(n) = B; comme 1 # o, n € «. On définit une

fonction g de domaine o, en posant g(x) = f(x) pour tout x € o, x # 1 et

g(m) =&. On a ainsi défini une bijection de « sur S, ce qui est impossible.
C.Q.E.D.

e Un cardinal est dit fini si c'est un ordinal fini.

Théoreme 2.17. Si o, B sont des cardinaux finis, o + B, af, af sont des car-
dinaux finis.

On montre, par récurrence sur 3, que « + S est fini si o et B le sont;
Cest évident si 8 =0; comme o + (8 +1) = (@ + B) + 1, si o« + B est fini
o+ (B +1) l'est aussi. D'ou le résultat.

De méme on montre par récurrence sur 8 que o8 est fini si o et B le
sont; car a(8 + 1) = of + o; par hypothese of et « sont finis, donc aussi
a(B + 1) d’apres le résultat précédent. Méme démonstration pour of en
utilisant 1'égalité o1 = aa.

Nous pouvons maintenant énoncer le dernier axiome de la théorie des
ensembles.

5. Axiome de linfini

11 s’énonce:

1l existe un ordinal non fini.

On désigne alors par @ (ou encore par N) le premier ordinal non fini.
Alors w est l'ensemble des ordinaux finis: car si « est un ordinal fini, on n’a
pas o < « (sinon w serait fini) donc ¢ < w, soit @ € w; d’autre part, si
Yy € w, alors y < w, donc y est fini par définition de w.

Inversement on peut énoncer 1'axiome de I'infini sous la forme:

e La collection des ordinaux finis est un ensemble.

En effet, si la collection des ordinaux finis est un ensemble, alors il existe un
ordinal non fini, puisque On n’est pas un ensemble.
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Un ordinal & # 0 qui n'a pas de prédécesseur est appelé ordinal limite.
C'est donc un ordinal @ # 0, tel que § <o = B+ 1 < «, ou encore:

e Pour que o # 0 soit un ordinal limite il faut et il suffit que o =
Supﬁ<a IB = Uﬁ<a ,3

En effet, si o n’est pas limite, « = y +1 et SUPg B =y;sia est limite,
soit y = Supg_, B; comme o > SUpg_, B,onay <a;siy <o, y+1<a
et donc y n’est pas la borne supérieure cherchée.

C.Q.E.D.

On peut aussi énoncer I'axiome de I'infini sous la forme:

e Il existe un ordinal limite.
En effet, si I'axiome de l'infini est vrai, @ n’a pas de prédécesseur, sinon
ce prédécesseur serait fini, donc aussi w. Inversement un ordinal limite est
nécessairement non fini.

Donnons encore une forme de cet axiome:

W0 exetVy(y ex = yU{y} ex)l.

Si 'axiome de l'infini est vrai, cet énoncé est satisfait en prenant pour
x T'ensemble w. Inversement, supposons cet énoncé satisfait et soit a un
ensemble tel que 0 € a et tel que y € a = y U {y} € a; soit « le premier
ordinal qui n’est pas élément de a ; alors @ # 0, et o n’a pas de prédécesseur :
sia =pBU{B},onap <o, donc B € a, dou B U{B} € a, ce qui est une
contradiction. 1l existe donc un ordinal limite.

Ensembles et cardinaux infinis

(Dans ce paragraphe, sauf avis contraire, 'axiome du choix est admis.)

Un ensemble a est dit fini si son cardinal est fini, et infini dans le cas
contraire; a est dit dénombrable sia < w.

Théoreme 2.18. Pour que a soit infini, il faut et il suffit qu'il existe une partie
b de a, b # a, qui soit équipotente a a.

Sia est fini et si b C a, b # a, soit x € a ~ b. Le cardinal de a est non
nul et fini, donc s’écrit « + 1 = o U {&t}. 1l existe une bijection f de a sur
o U{a} telle que f(x) = . Alors f [ est une injection de b dans «, donc
b <aeth <a; b nest donc pas équipotente 2 a.

Si a est infini, @ > w. Soit f une bijection de a sur 4. On définit une
injection g de a dans lui-méme, en posant g(x) =x si f(x) Zw; glx) =y
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si f(x) =a <wet f(y) =a+ 1. Alors 'image de g est une partie propre
b de a, puisque f~1(0) ¢ b, et g est une bijection de a sur b.
C.Q.E.D.

La collection des cardinaux infinis est désignée par Cr'; c’est une sous-
collection de On, qui n'est pas un ensemble (sinon Cr en serait un, puisque
la collection des cardinaux finis est I'ensemble «). Comme Cr/ est une col-
lection bien ordonnée qui n'est pas un ensemble, on a une relation fonc-
tionnelle y = R(«) qui établit un isomorphisme de On sur Cri. Le cardinal
infini R(«) est aussi noté R, ; 1a relation y = R, s’énonce donc: «y est un
cardinal infini, et I'ensemble des cardinaux infinis < y est isomorphe, en
tant qu'ensemble ordonné, a I'ordinal o ».

On a donc Rp = w; pour tout ordinal ¢, R,41 est le premier cardinal
> Ry.

o Sia est un ordinal limite, Ro = | Jg_o Np-

Désignons par y l'ordinal | J;_, Rg. Comme R, D Rg pour tout S < «,
onaR, Dy, doncy < Na._lnversement, y D Ng1, donc v > Ng, pour
tout 8 < . Il en résulte que y = R, et donc y = R,.

C.Q.E.D.

Pour tout ordinal ¢, on a 2% > R,+1 d’apres le théoreme de Cantor
(théoreme 2.13); en effet, 28« est le cardinal de (R, ). En particulier, 280,
qui est le cardinal de J(w), est appelé la puissance du continu.

L’hypothese du continu (en abrégé HC) est |'énoncé 2% = Ry ; ou encore:

o [l existe sur P (w) un bon ordre dont tous les segments initiaux stricts
sont dénombrables.

En effet, I'ordinal de ce bon ordre ne peut étre dénombrable (puisque 5 (w)
ne l'est pas, d’apres le théoreme de Cantor); comme tout segment initial
propre, c’est-a-dire tout ordinal strictement inférieur, est dénombrable, c’est
donc le premier ordinal non dénombrable, c’est-a-dire ;.

Autre énoncé de 'hypothese du continu:

o Toute partie infinie de 5 (w) est, ou bien dénombrable, ou bien équi-
potente a P (w).
En effet, puisque & (w) = Ry, il existe une partie de J(w) qui est de cardi-
nal 8.

L’hypothese généralisée du continu (en abrégé HGC) s’énonce:

o e =R, pour tout ordinal o.
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Deux collections bien ordonnées

(Sauf pour le théoreme 2.19 et le corollaire 2.20, I'axiome du choix n’est pas
supposé dans ce paragraphe).

i) La collection Or?.

On désignera par Or? la collection des couples (c, 8) o1« et 8 sont des
ordinaux. Sur cette collection, on définit une relation de bon ordre R:

(a, B) < (o, B)) (mod. R) si, et seulement si:
sup(a, B) < sup(e/, B'), ousup(a, B) =sup(e’, B') et < o', ousup(er, B) =
supe, Bl eta=ao'et B < B.

Tout segment S¢ (R) est bien un ensemble: si § = (o, fo) et si (o, B) <
(0, Bo) mod. R), on a: sup(e, B) < sup(wo, Bo). Dong, si yo = sup(co, Ho),
la collection S¢(R) des (o, B) < (a0, fo) (mod. R) est contenue dans I'en-
semble (3 + 1)? donc est un ensemble.

D’autre part, si X est un ensemble non vide dont tous les éléments sont
dans Or?, I'ensemble des sup(a, B) pour (a, 8) € X a un plus petit élément
1 ; I'ensemble des « tels qu'il existe B avec (o, B) € X et sup(e, ) = w
a un plus petit élément op; 'ensemble des B tels que Sup(co, B) = o et
(ap, B) € X aun plus petit élément fp.

Alors il est clair que (o, Bp) est le plus petit élément de X (mod. R) ce
qui montre que R est une relation de bon ordre.

Comme Or? est une collection bien ordonnée, qui n’est pas un ensemble,
on a une relation fonctionnelle y = J(«, ) qui établit un isomorphisme de
Or? sur On.

Théoreme 2.19. Pour tout ordinal o, N(Zy =Ny,

Soit p le premier ordinal tel que Nf) # 8,, sl en existe. 1 suffit de
prouver que X, x 8, <, pour avoir une contradiction, car il est clair que
N% Z R,. Or J, restreinte a %, x ¥, est injective. 1l suffit donc de prouver
que J(a, B) € R, pour o, B € R,. Mais J (o, B) est 'ensemble des ordinaux
< J(a, B), donc est I'image par J de I'ensemble des (¢, 8') < (o, 8) (mod.
R). Or, si y =sup(a, B), l'ensemble de ces couples est contenu dans (y +1)2
(car (o, B) < (0, 8) > <y +1letf <y+1. Son cardinal est donc

< (y +1)2% Comme y <R,, onay+1 <Ry, et donc (par définition de p)
ou bien y + 1 est fini ou bien (y +1)? = y +1 < R,. Dans les deux cas,

onaJ(x, B) <R, etdonc J(a, B) < R,.
C.Q.E.D.

Corollaire 2.20. R, = R, pour tout entier n = 1 et tout ordinal c.
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Evident par récurrence sur 7.

ii) La collection o (On).

Si C est une collection, une suite finie d’objets de C est par définition
une fonction définie sur un entier 7, a valeurs dans C. L'entier n est appelé la
longueur de la suite. La collection des suites finies d’objets de C est désignée
par o (C).

Sur la collection o(On) des suites finies d’ordinaux, on définit une rela-
tion d’'ordre R en posant:

s <t (mod. R) si et seulement si: SUP(s) < SUP(?), ou SUP(s) = sup(z) et
[(s) <I(t), ousup(s) =sup(r) etl(s) =I(¢t) ets £t et s(n) <t(n) pour le
premier entier n tel que s(n) # t(n).

[(s) désigne la longueur de la suite s, SuUp(s) la plus grande valeur prise
par la fonction s (tout ensemble totalement ordonné fini a un plus grand
€lément).

La relation R ainsi définie est une relation de bon ordre: en effet, la col-
lection S; (R) des suites s < ¢ (mod. R) a tous ses €léments dans 1'ensemble
o(y + 1) pour y = sup(¢). Donc c’est un ensemble.

Soit alors X un ensemble non vide dont tous les éléments sont dans
o(On); soit y le plus petit ordinal de la forme sup(s) pour s € X; soit n
le plus petit entier de la forme I(s) pour s € X et SUP(s) = y; on définit
une application f de domaine #n, par induction: si i € n, f(i) = le premier
entier de la forme s(i) pour s € X, sup(s) =y, I(s) = n, et s(j) = f(j)
pour tout j <1i.

On voit immédiatement que la fonction f ainsi définie est le plus petit
élément de X ; cela montre que R est une relation de bon ordre.

o (On) est ainsi une collection bien ordonnée qui n’est pas un ensemble;
d’ot1 une relation fonctionnelle s = J(«) qui établit un isomorphisme de On
sur o (On).)






Chapitre 3

[’axiome de fondation

L’axiome de fondation (en abrégé AF) s’énonce:
Vxlx #@=3Ty(y ex et yNx =0)]

c'est-a-dire: tout ensemble non vide a un élément qui n’a aucun élément
commun avec cet ensemble.

Cet axiome implique qu'il n’existe pas de suite infinie (i4,) e, (Une suite
infinie est, par définition, une fonction de domaine w) telle que u, 1 € u,
pour tout n € w; en effet, 'image d'une telle suite (c’est-a-dire 1'ensemble
des u, pour n € w) contredit AF.

En particulier, il implique Vx(x ¢ x), et plus généralement la non exis-

tence de cycle pour la relation €, c’est-a-dire de suite finie x1, ..., x, telle
que X1 € X2, X2 € X3, ..., X,—1 € X, X, € x1: car 'ensemble {x, ..., x,}
contredirait AF.

Cet axiome permet aussi une caractérisation plus simple des ordinaux
sous la forme du

Théoreme 3.1. Pour que X soit un ordinal, il faut et il suffit que:
VuVvjue Xetve X=ucvouu=vouv cu]etVulueX=uCX].

Ces conditions sont évidemment nécessaires. Si X les satisfait, la relation
€ est un ordre total strict sur X : car, d’apres AF, on ne peut avoir u € u;
d’autre part, si # € v et v € w, u, v, w étant trois éléments de X, alors
onnapasu = w (sinonu € vetv € u), ni we u (sinon on a le cycle
ueveweu);,doncu e w.

Il reste a montrer que cet ordre total est un bon ordre: soit ¥ un sous-
ensemble non vide de X ; d’apres AF, il existe un élément u de Y tel que

41
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uNY = @; alors pour tout v € Y, v ¢ u, ce qui montre que u est le plus
petit élément de Y.
C.Q.E.D.

Dans l'univers U (ou1 I'on ne suppose plus I'axiome de fondation), on
définit, par induction, une relation fonctionnelle y = V,,, de domaine On,
en posant: Vo =(_Jg_o P(Vp).

D’apres la définition de V,,, il est clair que Vp =0 et

a<d =V, CVy.

Par suite, comme V1 = Uﬁ P(Vg), on a

o Vyi1 = P(Vy) pour tout ordinal c.

Drautre part, si « est un ordinal limite, comme V, = Jz_, #(Vp) ona
Vo = Up<q Vp+1. DOt

o Vo =Jp~o V pour tout ordinal limite c.

<a

On désigne par V la collection qui est la réunion (au sens intuitif) des
Vi, C'est-a-dire définie par I'énoncé V(x): Jo(On(x) et x € V).

Pour chaque objet x de V, on définit le rang de x (noté rg(x)) comme
le premier ordinal « tel que x € V,,. Pour tout x de V, rg(x) est de la forme
B+ 1:carsix €V, ou«a est un ordinal limite, on a x € U/3<a Vg et donc
o n'est pas le rang de x.

Lemme 3.2. Pour qu'un ensemble a soit dans V, il faut et il suffit que tous
ses éléments y soient. Si a est de rang o, chaque élément de a est de rang < a.

Soit @ un ensemble de V de rang o = B + 1; alors a € Vg4, donc
a C Vg. Cela montre que chaque élément de a est dans V, et a un rang
< B, et donc < «. Inversement, soit @ un ensemble dont chaque élément est
dans V. L'ensemble des rangs des éléments de a est un ensemble d’ordinaux,
donc est majoré par un ordinal ««. Donc a C V,, et par suite a € V,41; donc
a estdans V.

e Chaque ordinal « est dans V, et le rang de o est o + 1.

Soit o le premier ordinal tel que o ¢ V, 41 s'il en existe. Alors f € @ =
B € Vgi1; donc:

aC | Vo= PVp) = Ve

B<a B<a

Donc a € V41, contrairement a 'hypothese.
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Soit o le premier ordinal tel que @ € V,, s'il en existe; on a alors o €
Up<a P (Vp); 1l existe donc B < o tel que a € P(Vp); doua C Vj et
comme 8 € a, B € Vg ce qui contredit la définition de o.

Théoreme 3.3. Pour que l'axiome de fondation soit satisfait, il faut et il suffit
que V soit l'univers entier. Autrement dit: AF < VYxV (x).

Supposons que Yx V (x) soit satisfait, et soit a un ensemble non vide. Soit
b un élément de a de rang minimum «.

Alors tout élément de b est de rang < «, donc ne peut étre élément de
a. Donc bNa =@, dou AF.

Pour montrer la réciproque, définissons la notion de cloture transitive
d’un ensemble.

Un ensemble X est dit transitif si:

VxVylx e Xetyex=ye X].

Théoreme 3.4. Pour tout ensemble X, il existe un ensemble Y (et un seul) qui
est transitif, qui contient X, et qui est contenu dans tout ensemble transitif
contenant X. On l'appelle cloture transitive de X et on le note CI(X).

On définit une fonction f de domaine w par induction en posant:
JO=X; f(n+1D) =Uepmx- Onpose ¥ =, f(n).
Alors, évidemment, ¥ D X. De plus, Y est transitif: six € Y, onax € f(n)
pour unn € w, donc x C f(n+1),etx CY.
Si Z est transitif et contient X, on montre, par récurrence, que Z O f(n)
pourtoutn € w:cestvraisin =0;si Z D f(n),soitx € f(n);alorsx € Z,
donc x C Z. Donc Z D | Jyep(n) ¥, Cest-a-dire Z D f(n + 1). Comme Z
contient f(n) pour toutn, Z DY = J,, f().

C.Q.E.D.

Supposons alors que AF soit satisfait et qu’il existe un objet @ qui n’est
pas dans V. Soit b un ensemble transitif contenant a, et soit b’ = {x € b; x
n’est pas dans V}.

Alors b’ # (: en effet b D a, et comme a n'est pas dans V, il existe un
élément xg de a qui n'est pas dans V' ; donc xo € b'.

Pour tout x € ', b’ Nx #@: car, si x € ¥/, il y a un élément y de x qui
n’est pas dans V (sinon x serait dans V). Comme b est transitif, y € b: donc
y € b’ par définition de ¥/, et x N’ # (J. L'ensemble ' contredit donc AF.

C.Q.E.D.

Notons la propriété suivante de la cloture transitive:
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Théoreme 3.5. CL(X) = X U|Jjcx CL(»).

En effet CI(X) D X etsi y € X, alors y est contenu dans CI(X) ; comme
Cl(X) est transitif et contient y, il contient Cl(y) (par définition de la cloture
transitive). Donc CI(X) D X U Uye x Cl(y). Inversement, si:

Z=XU U Cl(y)
yeX

alors Z D X et Z est transitif: si v € u € Z, alors ou bien u € Cl(y) avec

y € X, etalors v € Cl(y), oubien u € X, donc u C Cl(u) et v € Cl(«) ; donc

v € Z dans les deux cas. Comme Z est transitif et contient X, Z D CI(X).
C.Q.E.D.

Le théoreme ci-dessous, qui se démontre a I'aide de 'axiome de fonda-
tion, nous servira au chapitre 8.

Un ensemble X est dit extensionnel si, quels que soient les éléments x, y
de X telsque xN X =yNX, onax = y; autrement dit X, muni de la
relation €, satisfait 'axiome d’extensionnalité : deux éléments de X qui ont
les mémes éléments dans X sont égaux.

Tout ensemble transitif Y est extensionnel: carsi x € Y, alors xNY = x.

A l'aide de I'axiome de fondation on montre le:

Théoreme 3.6. Tout ensemble extensionnel est isomorphe a un ensemble tran-
sitif et un seul; cet isomorphisme est unique.

Unicité. Soient X un ensemble extensionnel, et F: X — Y, F/ : X —
Y’ des isomorphismes de X sur des ensembles transitifs. On considere un
élément x de X de rang minimum, tel que F(x) # F’(x) s'il en existe; on
a alors F(y) = F'(y) pour tout y € x N X; or:

F(x)={F(y); yexNX}=F'(x)

d’ou1 contradiction. On a donc F = F’.

Existence. On cherche un isomorphisme F' de domaine X; on définit
F(x) pour x € X par induction sur rg(x) (voir page 26) par la condition:

Fx)={Fu); uexnNX}

(la relation fonctionnelle y = H(x, f) utilisée dans cette définition par in-
duction est donc: «x € X ety ={f(u); u € x N X}»).
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F est injective: sinon, soit « le premier ordinal tel qu'il existe x, x’ € X
avecx # x', F(x) = F(x'), rg(x) <, rg(x’) < . Comme X est extension-
nel et x # x’,onaxNX # x'NX, dou, par exemple, u € xNX, u ¢ x’NX.
Ona F(u) € F(x) (par définition de F),donc F (1) € F(x'),dotiu’ € x’NX
tel que F(u) = F@u'). Or rg(u) < o, 1g(tt’) < o (puisque u € x, u’ € x'),
donc par définition de v, u = u’; maisu ¢ x’ N X et u’ € x’ N X, ce qui est
une contradiction.

Par définition de F/, il est clair que I'image de F' est un ensemble transitif
(si x € X, tout élément de F(x) est de la forme F(u) avec u € X). Enfin,
F est un isomorphisme, c'est-a-dire y € x <& F(y) € F(x) six,y € X:
carsiy € x et y € X, il est clair, par définition de F, que F(y) € F(x).
Inversement, si F(y) € F(x),ona F(y) = F(u) porunu € x N X, et
comme F est injective, ona y = u, donc y € x.

C.Q.E.D.

Ensembles héréditairement finis

Un ensemble a est dit héréditairement fini sia € V,, doncsia € V, pour un
entier 7. On se propose de définir une relation fonctionnelle sans parametre,
qui établisse une bijection de V,, sur w (sans I'axiome du choix).

Lemme 3.7. Si n est entier, {0, 1}" est équipotent a un entier (et un seul).

L'unicité est évidente puisque deux entiers distincts ne sont pas équipo-
tents.

On montre le lemme par récurrence sur #: si {0, 1}" est équipotent a un
entier k, {0, 1} est équipotent a k x {0, 1}, donc a l'entier 2.

C.Q.E.D.

On définit par récurrence sur n € w une bijection ¢, de V,, sur un entier
v,. Pour n =0, ¢, = ¥ et v, = 0; ¢, étant supposée donnée, on a une
bijection v, : P(V,)) — {0, 1}, C'est-a-dire: ¥, : V41 — {0, 1}'» définie
par:

(X =1 < FxeX)i =¢u(x)
pour X C V,, et 0 <i <wv,.

Or {0, 1}*» est un ensemble de suites finies d’ordinaux (ensemble des
suites de longueur v,,, d’'ordinaux O et 1). Il est donc bien ordonné par la
relation de bon ordre R(x, y) définie sur o(On) (voir page 39). D’apres le
lemme 3.7, 'ordinal isomorphe a cet ensemble bien ordonné est un entier
vn+1. Donc on a une bijection ¢,+1 de V41 sur v,41 définie par ¢, 1 =
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H(¢,) ot la relation ¢’ = H(¢) s’énonce:

«Il existe d € w et D tels que ¢ : D — d, et ¢/’ est la fonction de domaine
P (D) obtenue en composant I'application v : (D) — {0, 1}¢ canonique-
ment déduite de ¢, et 'isomorphisme de {0, 1} muni du bon ordre R sur
son ordinal ».

Cette relation est donc donnée par un énoncé sans parametre. Par suite la
relation fonctionnelle n — ¢, de domaine w, définie ainsi par induction, est
aussi sans parametre.

On a donc une relation fonctionnelle n +— r,, sans parametre, qui a
chaque entier n associe un bon ordre r,, sur V;, (image par ¢, * du bon ordre
de l'entier v,). On définit alors un bon ordre r sur V,, en posant x < y
(mod. r) si et seulement si: «rg(x) < rg(y) ou [rg(x) =1g(y) =netx <y
(mod. r,)] ».

Tout segment initial de ce bon ordre est isomorphe a un entier: 'en-
semble des x < xp (mod. r) est contenu dans V;,, si n est le rang de xp ; donc
son ordinal est un entier.

Cela montre que le bon ordre r sur V,, est isomorphe a w. L'isomorphisme
de I'ensemble bien ordonné (V,,, r) sur w est la relation fonctionnelle cher-
chée, puisqu’elle est définie par un énoncé sans parametre.

Enoncés restreints

Considérons une collection X, et un énoncé E(x1, ..., x;,) an variables, dont
tous les parametres sont des objets de X. On désigne par EX (xq, ..., x,)
l'énonceé E restreint a X (on dit aussi relativisé a X); c’est 'énoncé défini de
la fagon suivante par induction, au sens intuitif, sur la longueur de 1'énoncé
E (les énoncés ne sont pas des objets de I'univers; il ne s’agit donc pas d'une
induction sur les entiers de I'univers, mais sur les entiers intuitifs).

e Festdel'une des formesx € y, x =y, x €a,x =a,a € x,a =X,
a € b, a=>b (a, b sont des objets de X). On dit alors que 'énoncé E
est atomique; 'énoncé restreint £ X est E lui-méme.

e E est «non F»; alors EX est «non FX ».
e E est «F ouG»; alors EX est « FX ou GX ».

o E est IxF(x, x1, ..., xp); alors EX est Ix[X(x) et FX(x, x1,...,X:)].

On en déduit que, si E(xg, ..., X,) est VxF(x, x1, ..., X,), Cest-a-dire «non
Jx non F(x,Xx1,...,X,)» alors I'énoncé EX(xy,...,x,) est Vx[X(x) =
FX(x,x1, ..., %))
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Bien entendu, si la collection X est un ensemble, la relation X (x) s’écrit
sous la forme x € X.

Considérons n objets ay, . . ., a, dela collection X ; il est clair que I'énon-
cé restreint EX (ay, . .., a,) est vrai dans I'univers, si et seulement si I'énoncé
E(ai, ..., a,) estvrai dans la collection X (munie de la relation binaire €).
Par exemple, pour qu'un ensemble X soit extensionnel, il faut et il suffit que
I'énoncé EX soit vrai (dans 'univers), oi1 E est I'axiome d’extensionnalité:

VxVylx =y & Vzzex & zey)l

Consistance de I’axiome de fondation

On se propose de montrer que I'introduction de AF n’amene pas de contra-
diction, en donnant un modele de ZF + AF (c’est-a-dire un ensemble - au
sens intuitif - muni d'une relation binaire, qui satisfait tous les axiomes de
ZF et I'axiome de fondation) a partir d'un modele de ZF supposé donné, c’est-
a-dire d'un univers U. On montre donc seulement que, s'il existe un modele
pour ZF, il en existe un pour ZF + AF (c'est en ce sens qu'on parle de la
non-contradiction relative de AF). Plus précisément :

e Si U est un univers, la collection V construite dans U satisfait les
axiomes de ZF et l'axiome de fondation.

Cela revient & montrer, pour chaque axiome A de ZF+ AF, que A" est
satisfait dans I'univers U.

Axiome d'extensionnalité. Si x et y sont dans V, tous leurs éléments y
sont aussi; donc, si x et y ont les mémes éléments dans V/, ils ont les mémes
éléments, donc x = y d’apres I'axiome d’extensionnalité dans U.

Axiome de la somme. Si x est dans V, la réunion des éléments de x a
évidemment tous ses éléments dans V, donc est elle-méme dans V d’apres
le lemme 3.2.

Axiome de l'ensemble des parties. Si x est dans V, $(x) y est aussi: car
tout élément y de P (x) est contenu dans x, donc a tous ses éléments dans
V, donc est lui-méme dans V (lemme 3.2).

Schéma de remplacement. Considérons un ensemble a de V et un énoncé
R(x, y) a parametres dans V, qui, interprété dans V, définit une relation
fonctionnelle; cette relation fonctionnelle est définie dans l'univers U par
'énoncé: « V(x) et V(y) et RV (x, y)». D'apres le schéma de remplacement
appliqué a cette relation, il existe dans U un ensemble b dont les éléments
sont les images des éléments de a par cette relation fonctionnelle. Cet en-
semble a tous ses éléments dans V, donc est lui-méme dans V.
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Axiome de l'infini. Chaque ordinal est dans V et en particulier . Comme
€ wet Vx[x € w = x U{x} € w] 'axiome de I'infini est satisfait.

Axiome de fondation. Soit a un ensemble non vide, qui est dans V, et
b T'un des éléments de a de rang minimum. Alors tout élément de b est de
rang strictement inférieur a celui de b, et ne peut étre élément de a. Donc
bNa=1.

Remarque. On peut donner un autre sens a cette démonstration de non-
contradiction relative (comme a toutes celles qui suivent) en considérant
la théorie de Zermelo-Freenkel comme un systeme formel, sans référence
aux modeles de cette théorie: les axiomes, et en général les énoncés (sans
parametre) sont des suites finies de symboles, et on a des regles de déduc-
tion (qu'il est inutile d’énoncer ici, mais que le lecteur trouvera par exemple
dans [22]) qui, a partir d’énoncés donnés, permettent d’en déduire d’autres.
Une démonstration est une suite finie d’énoncés Aj, ..., Ay, telle que cha-
cun d’eux soit, ou bien un axiome, ou bien obtenu a partir des précédents
par application d'une regle de déduction. Un théoréme de la théorie est un
énoncé qui apparait a la fin d’au moins une démonstration. La théorie est
dite non contradictoire ou consistante ou encore cohérente si 0 # 0 n’est pas
un théoreme.

La non-contradiction relative de ’axiome de fondation s’exprime alors
de la fagon suivante: si 0 7 0 n’est pas conséquence de ZF, alors 0 = 0 n’est
pas non plus conséquence de ZF + AF.

On le montre en construisant explicitement, a partir d'une démonstra-
tion: Ay, ..., A;, 0 %2 0de 0 # 0 dans la théorie ZF + AF, une démonstration
de 0 #£ 0 dans la théorie ZF.

Pour cela on remarque d’abord que, pour chaque énoncé E clos, sans pa-
rametre, dont nous avons montré qu'il est vrai dans U (univers quelconque),
nous avons en fait donné une démonstration de £ au moyen des axiomes
de ZF et des regles de déduction.

On considere alors la suite des énoncés restreints: AY, ..., A,‘{ , (0 £ Y.
Si A; est un axiome de ZF + AF, nous venons de montrer que AZ-V est un
théoreme de ZF. Donc cette suite constitue une démonstration dans ZF de
(0#£0)V Cest-a-dire de 0 #0.

Donnons encore deux exemples simples de démonstrations de consis-
tance relative.
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Indépendance de 'axiome de I'infini

Désignons par IF l'axiome de l'infini, et par Zy la théorie ZF privée de
I'axiome de l'infini. On se propose de montrer que, si Zp n’est pas contra-
dictoire, la théorie Zp+ non IF ne I'est pas non plus.

Par hypothese, il existe donc un univers U satisfaisant Zp. S'il ne satisfait
pas I F, on conclut immédiatement. On peut donc supposer que U satisfait
ZF, et on a le résultat voulu par le

Théoreme 3.8. Si U satisfait ZF, alors l'ensemble V,,, muni de la relation €,
satisfait Zo+ non IF.

L’ensemble V,, étant transitif, satisfait ’axiome d’extensionnalité. Il satis-
fait 'axiome de la somme: sia € V,,, onaa € V,, pour unn € w; la réunion
des éléments de a est contenue dans V,,, donc appartient a V;, 41, donc a V,,,.

De méme toute partie de a appartient a V,,1, donc P(a) C V,41 et
donc P (a) € V,4,. L'axiome de I'ensemble des parties est donc satisfait.

Considérons un ensemble a € V,, et un énoncé R(x, y) a parametres
dans V,, qui, interprété dans V,,, définit une relation fonctionnelle. Cette
relation fonctionnelle est définie dans U par 'énoncé «x € V, ety € V,
et RV (x, ¥) »; son domaine étant un ensemble, c’est d’ailleurs une fonction
f avaleurs dans V,,. Soit @’ = aNDom( f). La fonction ¢ : ' — w qui, a
chaque élément x de @', associe le rang de f(x) est majorée par un entier k :
cara’ Ca C 'V, donc a’ est équipotent a un ordinal fini.

L'ensemble » = Im(f [*a’), dont les éléments sont les images des €lé-
ments de a par f, est donc contenu dans Vj et donc b € Vjy1.

L’axiome de l'infini n’est pas satisfait dans V,,: en effet, si a est un en-
semble tel que O € a, et tel que Vx(x € a = x U {x} € a), alors n € a pour
tout n € w, donc w C a. Or aucun élément de V,, ne contient w, puisque
chaque élément de V,, est équipotent a un ordinal fini.

Remarque. Pour montrer réellement I'indépendance de I'axiome de l'infini
vis-a-vis des autres axiomes de ZF, il resterait a prouver que, si Zp est non-
contradictoire, alors Zg + IF, c’est-a-dire ZF, I'est aussi. Mais, comme on le
verra plus loin (chapitre 9, page 109), ceci n'est pas démontrable.

Consistance de I’axiome d’accessibilité

Nous supposons ici que I'univers U satisfait I'axiome du choix.
Un cardinal A est dit inaccessible s'il a les trois propriétés:
DA>ow.
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2) Si B est un cardinal < A, alors 28 < A.
3) Pour toute famille (5;);c; de cardinaux < A, indexée par un cardinal
I <A, onasup;c;(Bi) <A

Un cardinal qui n’est pas inaccessible est dit accessible.
Remarquer qu'un cardinal inférieur a un cardinal accessible peut étre
inaccessible (par exemple, si A est inaccessible, 2* est accessible et > A).

Lemme 3.9. Soit A un cardinal inacgessible. Alors 7\ = A, pour quea € V,,
il faut et il suffit que a C 'V, et queda < .

Comme A C V), on aﬁ = ). On montre que pour tout @ < A, 70, <A;
soit en effet o le premier ordinal < A tel que i = ), sl en existe. On a
Vo = Upq P (V) donc Vg = SUp@. sups_ 2'7).

Comme 8 < «, ?ﬁ < A par définition de «; donc 2% < puisque A
est inacc§sible. La famille de cardinaux 2% étant indexée par @ < A, ona
SUPg 2% < A, puisque A est inaccessible. Cela contredit 70, Z A

Comme 7), < A pour tout ¢ < A, on aﬁ = Supad(?a) < A et donc
ﬁ:)\. SiaeV,,onaa €V, pourun o < A, donc @ Sﬁetdoncﬁ<)\.

Inversement soit @ C V;, tel que @ < A. La fonction x + rg(x) définie
sur a, est une famille de cardinaux, tous < A, indexée par un ensemble a de
cardinal < A. Elle est donc majorée par un cardinal 8, < A.

On a donc rg(x) <R, pour tout x € a, et donc rg(x) < R,41 = y; par
suite a C V), soita € V),;1. Ory =8,13 < 2% < ) doncy +1<Ax On
adonca e V,.

e Si A est un cardinal inaccessible, alors V). satisfait les axiomes de ZF +
AF+4AC

On vérifie aisément que les axiomes d’extensionnalité, de la somme, de
I'ensemble des parties, de fondation, et de 'infini sont satisfaits.

L’axiome du choix est satisfait, car si a € V) est tel que les éléments de a
soient non vides et disjoints deux a deu, il existe (d’apres I'axiome du choix
dans U) un ensemble b contenu dans Ua dont I'intersection avec chaque
élément de a possede un élément et un seul. Comme a C V,, avec o < A,
onab C V,doncbh € V1, doub € V.

Considérons a € V, et R(x, y) un énoncé a parametres dans Vj défi-
nissant dans V; une relation fonctionnelle. Cette relation fonctionnelle est
définie dans U par I'énoncé «x € V), et y € V), et RV:(x, y)»; son domaine
étant un ensemble, c’est une fonction f. L'ensemble b, dont les éléments
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sont les images des éléments de a par f, est contenu dans V; eth <@ <
ce qui montre que b € V.
C.Q.E.D.

Théoreme 3.10. Si ZF + AC est non contradictoire, alors ZF + AC+ «tout car-
dinal est accessible» l'est aussi.

Soit U un univers qui satisfait 'axiome du choix. Alors, ou bien dans U
tout cardinal est accessible, et on a le résultat cherché; ou bien il y a dans
U un cardinal inaccessible, et soit 7 le plus petit. L'ensemble V, satisfait
les axiomes de ZF + AF + AC; on va montrer qu'il satisfait I'énoncé: «tout
cardinal est accessible ».

e Les ordinaux de V; sont les ordinaux < .

Car un ordinal de V;; est un élément o de V7, totalement ordonné par la
relation € et tel que x € o, y € x = y € «; c’est donc un ordinal qui est
élément de V,, c’est-a-dire un ordinal < .

o Les cardinaux de V, sont les cardinaux < .

Sia estun cardinal < 7, ona«a € Vg, et dans V; il n’existe aucune bijection
de o sur un ordinal < « (puisque dans U il n’existe aucune bijection ayant
cette propriété). Donc « est un cardinal de V.

Inversement, si « < 7 n'est pas un cardinal, il existe une bijection f :
oa—>youy <a;mais f Caxy,donc f Ca x«aetf e V,3; donc
f € V, et il existe dans V;; une bijection de « sur y, ce qui montre que o
n’est pas un cardinal de V.

Soit alors @ un cardinal < 7 ; par définition de 77, o est accessible dans
U ; I'un des trois cas suivants est donc réalisé:

1. @ < w; dans ce cas « est accessible dans V ;

2. 1l existe un cardinal 8 < o tel que 2 > «; dans ce cas B e Vi,
28 €V, et donc « est accessible dans Vj ;

3. a = J;¢; Bi avec i < «, I étant un cardinal < «. La fonction i +— f;
est un sous-ensemble de / x o, donc de o X «, donc appartient a V.
Cela montre que o est accessible dans V.

L’axiome «tout cardinal est accessible» est donc satisfait dans V.

Remarque. Comme on le verra plus loin (chapitre 9, page 108), il est par
contre impossible de montrer I'assertion suivante: Si ZF+AC est une théorie
consistante, alors ZF + AC+ «il existe un cardinal inaccessible » 1’est aussi.
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Le schéma de réflexion

Considérons une collection X et un énoncé E(xi, ..., xx) dont tous les pa-
rametres sont dans X. On dira que la collection X convient a I'énoncé E, si,
quels que soient les objets ay, . .., a; de X, ils satisfont E(ay, ..., a;) si et
seulement si ils satisfont EX (ay, . . ., ai).

Donc, «la collection X convient a I'énoncé E » n'est autre que I'énoncé:
Vxg... Va[X(xp) et... et X(xx) = (E(xq, ..., xx) € EX(x1, ..., %))

Remarquons que si E est sans quantificateurs, EX est E lui-méme. Donc
n’'importe quelle collection convient a un énoncé sans quantificateur.

Un énoncé E est dit prénexe s'il est de la forme NiN> ... N, E’, ou E’
est un énoncé sans quantificateurs et chaque V; (1 <i < r) est soit «non»
soit «3x ».

On dira alors que I'énoncé F précede E s’il est obtenu en supprimant
un certain nombre de signes «non» et «3x » en téte de E, c'est-a-dire si F
est de la forme N,Npy1... N E'.

On sait que, pour tout énoncé A, on peut trouver un énoncé E prénexe,
équivalent a A et qui a les mémes parametres et les mémes variables libres
que A (voir (3], [15] ou [22]).

Lemme 4.1. Considérons un énoncé E prénexe, sans parametre, et une suite
croissante d'ensembles (X,,),eq; s0it X = | J,¢,, Xn. Si chaque X,, convient
a l'énoncé E et a tous les précédents, alors X convient aussi a E et a tous les
énoncés précédents.

On montre le lemme par induction (au sens intuitif) sur le nombre de
signes «non» et « 3x » qui sont en téte de E. Le lemme est évident si E est
sans quantificateur, puisqu’alors tout ensemble convient a E, et quil n'y a
pas d’énoncés précédant E.

53
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Si E est «<non F», X, convient a E et a tous les précédents, donc a F'
et a tous les précédents. Donc (hypothese de récurrence), X convient a F et
a tous les précédents. On a donc:

Var...Vxfxre Xet...etxp € X = (F(xy, ..., x0) < FX(x1, ..., x0))].

Comme E est non F, et EX est non F¥, il est clair que X convient a E.

Si E est IxF(x,x1,...,xx), X, convient a E et a tous les précédents,
donc a F et a tous les précédents. Par suite (hypothése de récurrence), X
convient a F et a tous les précédents. Il reste a montrer que X convient a E.

Soientay, ..., a; € X.Sil'énoncé EX(ay, ..., a;) estvrai,onadx(x € X
et FX(x,ay,...,a));doiunobjeta € X tel quel'onait FX(a,ay, ..., a).
Comme X convient a F,ona F(a,ai,...,a;) etdonc IxF(x,ay,...,ar);
il en résulte que E(ay, ..., ai) est vrai.

Inversement, si E(ay, ..., ax) estvrai, onaay, ..., ar € X, pour n assez
grand; comme X,, convient a £, on a EXn(ayq, ..., a), Cest-a-dire:

dx[x € X, et FX”(x, ai,...,ax)l.

D'ot1 un élément a de X, tel que FX*(a,ay, ..., a;). Comme X, convient

aF,onaF(a,ay,...,a);comme X convienta F,ona FX(a,ay, ..., a)
etdonc Ix(x € X et FX(x, a1, ..., a)). Donc EX(ay, ..., ax) est vrai.
C.Q.E.D.

Remarque. Ce lemme est en fait un schéma de théoremes: pour chaque
énoncé E, il donne un énoncé vrai (et sa démonstration).

Le schéma de réflexion est un schéma de théorémes que 'on démontre
dans la théorie de Zermelo-Fraenkel avec axiome de fondation. 11 s’énonce:

Théoreme 4.2. Soit E(x1, ..., xx) un énoncé sans parametre; alors, pour tout
ordinal o, il existe un ordinal limite 8 > o tel que Vg convienne a E.

Le schéma consiste donc en I'énoncé du théoreme:

Vo (38 ordinal limite > a)Vxy...Vxi[xy € Vg et... etxy € Vg =
(E(x1,...,x) < EY(x1, ..., x00))]
pour chaque énoncé E(x, ..., X;) sans parametre.

Démonstration. On montre, par récurrence (au sens intuitif) sur la lon-
gueur de E, supposé prénexe, que pour tout ordinal «, il existe un ordinal
limite 8 > «, tel que Vg convienne a E et a tous les énoncés précédant E.

C'est évident si E est sans quantificateurs, car V., convient a E.
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Si E est «non F », il existe un ordinal limite 8 > «, tel que Vg convienne a
F etatous les énoncés précédents; alors Vi convienta E': car, siag, ..., a; €
Vg, on a:

Fai,...,a0) < F%(ay, ..., a)

donc E(ay, ..., ar) < Evﬂ(al, e, ay).

Supposons que E soit de la forme 3x F(x, x1, ..., xx); d’apres 'hypo-
thése de récurrence, pour tout ordinal ¢, il existe un ordinal limite 8 > «
tel que Vg convienne a F et a tous les énoncés précédents.

On définit une relation fonctionnelle y = ®(xy, ..., x;) a k arguments
par I'énoncé:

«y est I'ensemble des x de rang minimum tels que F'(x, x1, ..., Xx) ».
Par définition de @, on a évidemment, en utilisant I’"axiome de fondation:

AxF(x,x1,...,x) < x[(x € D(x1,...,x1)) et F(x,x1,...,x)].

On définit par induction sur w une suite (8,),e, d'ordinaux de la facon
suivante :

Bo est le premier ordinal > «, tel que Vg, convienne a F et a tous les
énoncés précédents.

Ayant défini B; pour tout i < 2n, on pose: 2,41 = le premier ordi-
nal > B, tel que Vg, ., contienne ®(ay, ..., ar) quel que soit le k-uplet
(a1, ...,a) d’éléments de Vg, (un tel ordinal existe puisque I'ensemble
UlPGar,....a); (aq, ..., a4) € Vé‘zn} appartient a - et donc est contenu
dans - un V,).

Bont2 = le premier ordinal > f,41 tel que Vg, , convienne a F et a
tous les énoncés précédents.

La suite B, est strictement croissante; donc si 8 = sup, B,, B est un
ordinal limite, et Vg = J,c, V8, = Unecw Vaou-

Comme Vpg,, convient a I’ et a tous les énoncés précédents, Vg aussi
d’apres le lemme 4.1.

1l reste a montrer que Vg convient a E; soient ay, ..., ax € Vg et n un
entier assez grand pour que ay, ..., a; € Vp,,.
SiE(ay,...,a)estvrai,onadxF(x,a,...,a),doudx[x € ®(ay,...,a)
et F(x,a1,...,a)]. Soit a € ®(ay, ..., ar) tel que F(a,a1,...,ar). On a
ai,...,ar € Vg, etdonca € Vg, ,, doua € Vg. Comme Vg convient a
F,ona F%(a,a,...,aq), donc Ix(x € Vg et FY#(x,ay, ..., a)). Donc
EVé(ay, ..., a) est vrai.

Inversement, si EV#(ay, ..., ax) est vrai, on a un objet a € Vg tel que
FY(a,ay, ...,a;). Comme Vg convient a F, on a F'(a, ay, ..., ax) et donc
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onaE(ay,...,a).

C.Q.E.D.

Cas particulier. Si 'énoncé E est clos, dire que Vg convient a E signifie
que £ est vrai dans l'univers si, et seulement si, il est vrai dans Vg. Il en
résulte que:

e Si E est un énoncé clos qui est vrai dans l'univers, pour tout ordinal c,
il existe B > «, tel que E soit vrai dans Vg.

Dans la suite nous aurons a utiliser une forme plus générale du schéma
de réflexion, que voici:

e On considere une relation fonctionnelle y = W,, de domaine On,
croissante (@ < B = W, C Wp) et continue (si a est un ordinal limite,
W, = U/3<a Wg). Soit W la collection qui est la réunion des ensembles W,
c'est-a-dire la collection définie par l'énoncé W(x) : Ja[On(x) et x € Wy].

Si E(x1,...,Xxx) est un énoncé sans parametre, pour tout ordinal o, il
existe un ordinal limite B > « tel que:

Vx1...Yx[x1 € Wﬁ er... et x; € Wﬁ
= (EW()C]_, LX) & EWe (x1, ..., )]

La démonstration est exactement la méme que la précédente, car les
seules propriétés des V, qu'on utilise sont les deux propriétés citées. L'ex-
pression «'ensemble X convient a 'énoncé E » a alors le sens suivant :
«tout élément de X est dans la collection W et Vx;...Vxy(x1 € X et ... et
X eX=> (EW(xl, LX) & EX(xl, cey XE)) O

Notons que cette forme du schéma de réflexion se démontre sans l'axiome
de fondation ('axiome de fondation ne servait qu'a montrer que tout objet
est dans un V,,).

Comparaison des théories Z et ZF

Soit @ un ordinal limite > @ (donc @ = w + w). On vérifie aisément que
I'ensemble V,,, muni de la relation € satisfait les axiomes suivants:

a) Axiome d extensionnalité ;

b) Axiome de la paire: VxVy3zVt[t € z &t =x out =y];

¢) Axiome de la somme;

d) Axiome de I'ensemble des parties;

e) Axiome de l'infini: Ix[J € x et Vy(y € x = yU{y} € x)];

) Schéma d’axiomes de compréhension: pour chaque énoncé sans para-
metre A(x, x1, ..., Xg), on écrit I’axiome :
Vx1...VxVx3yvzlz e y & [z € x et A(Z, x1, ..., x0)]].
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a) est satisfait car V, est transitif; b), ¢), d) sont satisfaits parce que
a est un ordinal limite: si x,y € V,, onax,y € Vg pour un 8 < «,
donc {x, y} € Vgi1, U,ex 2 € Vpr1, P(x) € Vet B+1 < ;e est
satisfait car w € V,, puisque o > w; d’autre part, si a,as,...,ar € Vy, on
aa,a...,ar € Vg pour un f < . L'ensemble b des éléments z de a
tels que AV (z, a1, ...,a;) est un sous-ensemble de a, donc b € Vgy1; le
schéma de compréhension est donc satisfait.

Les axiomes a), b), ¢), d), e) et le schéma f) constituent la théorie des
ensembles de Zermelo; on la désigne par Z.

11 est facile de voir que la théorie Z est moins forte que la théorie ZF (en
supposant cette derniere non contradictoire), c’est-a-dire de trouver un théo-
reme de ZF qu'on ne peut montrer a I'aide des axiomes de Z: par exemple,
I'énoncé « tout ensemble bien ordonné est isomorphe a un ordinal ».

Supposons en effet donné un univers U; I'ensemble V., de cet univers
satisfait les axiomes de Z comme on vient de le voir; les ordinaux de V4,
(C’est-a-dire les ensembles qui satisfont ’énoncé On(x) restreint a V),
sont les ordinaux < w 4+ w. Or P(w X w) € V44, €t donc toute relation
de bon ordre sur @ (sous-ensemble de w x w) appartient a V,,4.,. Il y a, en
particulier, dans V,,., une relation de bon ordre de type w + w, qui n’est
donc pas isomorphe a un ordinal de V,,;,. L'ensemble V,,,,, ne satisfait
donc pas I'énoncé considéré, qui ne peut donc étre conséquence de Z.

Remarquons que V,, (o ordinal limite > ) satisfait aussi I'axiome de fon-
dation. Nous nous proposons de montrer qu’aucune extension consistante
de ZF + AF n’est finiment axiomatisable sur Z+ AF; autrement dit:

Théoreme 4.3. Pour chaque énoncé clos A consistant avec Z + AF, on peut
trouver un énoncé B qui est conséquence de ZF+AF+A mais non de Z4+-AF+-A.

L’énoncé B est «il existe un ordinal limite 8 > w tel que A" ». Il est bien
conséquence de ZF + AF 4 A: supposons en effet que I'univers U satisfasse
AF et A; d’apres le schéma de réflexion, il existe un ordinal limite 8 > w tel
que Vg convienne a A. Comme A est vrai dans U, AVE Iest aussi.

Soit o un ordinal limite; il est aisé de vérifier successivement que V,
convient aux énoncés suivants (dont les variables libres sont &, x, y):

e On(§) sous la forme:
Vx[x e§ =>x CéletVaVylx eéetyeé =>xeyoux =you
y € x].

e «& est un ordinal limite», c’est-a-dire:

On(E) et & # 0 et Yx[& # x U {x}].
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e y=P(x), Cest-a-dire Vz[z € y & 7 C x].
® y=|J,ex 2 Cest-a-dire Vu[u € y & Jz(z € x et u € 7)].

e x € Vg, Cest-a-dire « On(§) et 3 f[ f est une fonction de domaine & 4-1
telle que (Vn € £ +1)(f (1) = e, P(f(©))) et x € f(E)]»

On en déduit le

Lemme 4.4. Considérons un énoncé E(x1, ..., X;) sans parametres et un or-
dinal limite o Alors V,, convient a l'énoncé EV (xu, . .., xi) (dont les variables
libres sont &, x1, . . ., X).

On le montre par induction (au sens intuitif) sur la longueur de I'énoncé
E, supposé prénexe. Le lemme est évident si E est sans quantificateur; si
E est «non F», comme V, convient a F% (hypothese de récurrence), il
convient a sa négation qui est £,

Supposons que E(x1, ..., xx) soit Ax F(x, x1, ..., xx), I'énoncé F étant
supposé satisfaire le lemme. Alors E Ve est Ax[x € Ve et F Ve (e, x1, ..., X))
Donc [EY% (x4, ..., xx)]V est I'énoncé:

Ax[x e Vyet(x € VE)VC‘ et (FVs(x,x1,...,x0))%].

On avu que V, convenait al'énoncé a deux variables libres x € V:. Donc,
six,§€Vy, (xeVe)» & xeV..Deplus, x € Vyetx € V; & x e Ve
puisque & est un ordinal € V,, donc < «. Par ailleurs, comme V,, convient
aFY% ona,six,xi,..., xx € Vy:

(FY(x,x1, o xi0))Y & FY (X, .0 Xp0).

Dong, si &, x1,...,x € Vy, on a:

[EY(x1, ..., x)]" < Ax[x € Ve et FY%(x,x1,...,%)] © EY(x1, ..., k).
C.Q.E.D.

Soit alors « le premier ordinal limite > w, tel que V,, convienne a I'énoncé
clos A; comme A est vrai dans U, « est le premier ordinal limite >  tel
que AVe,

D’apres le lemme, V,, convient a 1'énoncé A": (2 une variable libre &).
L'énoncé B étant J£[£ est un ordinal limite > w et A'%], I'énoncé B«
est IE[E € V, et (¢ est un ordinal limite > w)" et (A%)"]; comme V,
convient a4 A% et a 'énoncé «& est un ordinal limite > w», I'énoncé entre
[ ] est équivalent a: £ € V, et £ est un ordinal limite > w et A". Donc B"
équivaut 2 IE[£ € V, et £ est un ordinal limite > w et AY:] et BY* est faux
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d’apres le choix de « (car & € V, = & < «). Cela montre que 1'ensemble
V,, satisfait les axiomes de Z, 'énoncé A (car A" est vrai d’apres le choix
de a), I'axiome de fondation, mais ne satisfait pas B. L'énoncé B n’est donc
pas une conséquence de Z + AF + A.

En particulier, on a montré:

e Si la théorie ZF est non contradictoire, elle n'est pas finiment axioma-
tisable.

En effet, ZF+ AF n’est pas contradictoire non plus; si ZF était équiva-

lente a un seul axiome A, alors ZF + AF serait équivalente a Z+ AF + A, ce
qui est impossible comme on vient de le voir.
Remarque. L'énoncé B associé a A n’est pas un énoncé arithmétique, méme
si A en est un (par «énoncé arithmétique », on entend un énoncé restreint a
V). Le deuxieme théoréme d’'incomplétude de Godel permet de donner une
autre démonstration qui, a chaque énoncé clos A consistant avec ZF + AF,
associe un énoncé darithmeétique B’, conséquence de ZF + AF + A, mais non
de Z+ AF + A (voir chapitre 9).

Le probléme suivant est non résolu jusqu’ici : en supposant ZF non contra-
dictoire, existe-t-il un énoncé clos A, consistant avec Z, tel que Z + A soit
équivalente a ZF + A? D’'apres ce qu'on vient de montrer, un tel énoncé A,
s'il existe, doit contredire 'axiome de fondation (sinon Z + AF + A serait non
contradictoire et équivalente a ZF 4+ AF + A).






Chapitre 5

L’ensemble des formules

Dans les chapitres 1 et 2 nous avons construit, dans chaque univers U,
une sorte de réplique pour plusieurs notions fondamentales des mathéma-
tiques: par exemple, la notion de fonction, ou celle d’entier naturel ; d’ailleurs
nous employons maintenant ces mots presque toujours dans le sens qu'ils
prennent dans U, et non plus dans leur sens intuitif.

Nous nous proposons maintenant de faire la méme «opération» avec
la notion d’énoncé de théorie des ensembles. Toutefois nous continuerons
a utiliser le mot énoncé dans son sens intuitif, comme nous 'avons fait
jusqu'ici, et nous appellerons formules les objets de 'univers que nous allons
définir.

On choisit dans I'univers U, cinq ensembles distincts notés Vv, —, \/, g R
par exemple 0, 1, 2, 3, 4; et un ensemble dénombrable 'V dont les éléments,
appelés variables, sont distincts des précédents: par exemple I'ensemble des
entiers > 5. Si x est une variable, le couple ordonné (\/, x) est noté \/x.

On définit par induction une fonction n +— %; de domaine w: g est
I'ensemble des triplets ordonnés (¢, x, y) et (=, x, y) pour x, y € V; autre-
ment dit:

Fo = [{e} x VU™ x V1.

Un élément de Fq est appelé formule atomique.
Ensuite, pour tout entier 7,

Far1 = Fa U=} x FJULHVE x FAUIAV) x V) x Fol.

Fn+1 est donc 'ensemble constitué par les éléments de £, et les couples et
triplets ordonnés de la forme (—, @), (v, &, V), (\/x, ®) pour , ¥ € F,
etxeV.

61
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On pose F = J,c, Fn; F est appelé ensemble des formules.

D’apres le choix qui a été fait de v, —, \/, &, ~, 'V, on voit aisément par
induction sur n que ¥, C V, et donc ¥ C V,. Toute formule est un
ensemble héréditairement fini.

Etant donnée une formule @, appelons longueur de ® le premier entier
n tel que ¢ € F,.

Lemme 5.1. Pour chaque formule ®, un et un seul des cas suivants se pré-
sente:

o O est atomique;

o & est de la forme (—, V);

o O est de la forme (v, ¥, V');

o O est de la forme (\/x, V).
De plus \V et V' sont des formules déterminées par ® et de longueur stricte-
ment inférieure a celle de .

Il est clair que chaque formule @ est un couple ordonné (se rappeler
que le triplet ordonné (a, b, c) est le couple ordonné (a, (b, ¢))). Le premier
élément de ce couple peut étre &, ~, =, Vv, \/x (ou x € V). Or ces objets
sont deux a deux distincts, comme on le voit aisément d’apres le choix de
&,~, =, V,\/ et V. Si ce premier élément est ¢ ou =, on a ® € Fo. Si C'est
—, le deuxieme élément de ce couple est une formule W. Si n est la longueur
de d,onan >0, (— V) € F et (—, V) ¢ F,_1. D'apres la définition de
Fn, onadonc ¥ € F;,_1 et donc la longueur de W est < n. D'autre part, il
est clair que W est déterminée par ®. Méme résultat si le premier élément
du couple est \/x. Si le premier €lément du couple est V, le deuxieme est de
la forme (W, W) ; W et W’ sont évidemment déterminées par ®. D’autre part
VvV, W, W) € F et (V, I, V) ¢ F,_1, ce qui montre que ¥, V' € F,_;.
Donc W et V' sont de longueur < n.

C.Q.E.D.

Dans la suite, les formules (¢, x, y), (=, x, y), (=, @), (V, @, ¥), (\/x, D)
seront notées respectivement x £ y, x~y, =®, dVW, \/x(®); &, ~, =, V, \/
sont appelés respectivement symboles d’appartenance, d’égalité, de négation,
de disjonction, et quantificateur existentiel.

Les formules (—®) Vv ¥, =((=®) Vv (=W¥)), —\/x(—P) seront notées
respectivement ® — W, ® A W, Ax(P); la formule (& — W) A (W — D)
sera notée & <« V; —, A, <, /\ sont appelés respectivement symboles
d’implication, de conjonction, d’équivalence et quantificateur universel.

On définit par induction sur la longueur une application vl de ¥ dans
I'ensemble des parties finies de V; vI(®) est appelé ensemble des variables
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libres de la formule .
Sid=xeyoud=x~y,aors vi(d) = {x, y};
VI(=®) = vI(D);

vi(® v W) =vI(P) UVI(P);

vI(\/x @) = vI(®) ~ {x}.

Une formule @ est dite close si vi(®) = (.

Remarque. 1l est clair qu'a chaque énoncé A sans parametre correspond
une formule, que nous désignerons par "A'. Mais la réciproque peut étre
fausse: s'il existe dans U un entier » qui a un nombre infini (au sens intuitif)
d’éléments, il existe une formule de longueur 7, et elle ne peut correspondre
a un énoncé. En fait, on voit facilement qu'une formule correspond a un
énonce si, et seulement si, sa longueur est un entier qui n'a qu'un nombre
fini (au sens intuitif) d’éléments.

On définit par induction sur la longueur de la formule ® une relation
fonctionnelle a deux arguments: ¥ = Val(®, X) dont le domaine est la
relation « ® est une formule et X un ensemble non vide». Y est appelé valeur
de la formule ® dans 'ensemble X ; c’est un sous-ensemble de XVI(P),

1) Si ® est x ¢ y (resp. x *y), alors Val(®, X) = {6 € X} ; §(x) € 8(y)
(resp. 6(x) =86(y))}.

2) Si ® = -, Val(d, X) = XV(® < Val(¥, X).

3)Si ® =W v V¥ alors Val(®, X) = {§ € X¥(?); la restriction de § a
vI(W) appartient a Val(W, X) ou bien la restriction de § a vi(W’) appartient
aval(V, X)}.

4) Si @ = \/x W alors Val(P, X) = {§ € X" ; il existe une extension &'
de § avi(W), telle que &’ € Val(\W, X)} (se rappeler que vi(®) = vi(¥) ~{x}).

Si @ est la formule qui correspond a 1'énoncé A(xy, ..., xx), il est bien
clair que Val(®, X) est I'ensemble des fonctions 6 : {x1,...,x} — X
telles que le k-uplet (x1, ..., 8xx) satisfasse I'énoncé AX(x1,...,x); on

le démontre aisément par induction (au sens intuitif) sur la longueur de
I'énoncé A.

Autrement dit, Val("A(x1, ..., xx)", X) est essentiellement 1'ensemble
des k-uplets d’éléments de X qui satisfont AX(x1, ..., xp).

Une formule @ dont les variables libres se trouvent dans 1'ensemble fini
{x1, ..., xx} (indexé par 'entier k) est notée aussi (x1, ..., xx).

Une formule ®g avec parametres est, par définition, un couple ordonné
(®, 1), ou @ est une formule, et 1 une application dont le domaine est
une partie de vi(®). Si n est a valeurs dans un ensemble X, on dit que
®p est une formule a parametres dans X. Si les variables libres de & sont
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X1, -+, Xk, V1, -+, Y1, le domaine de n le sous-ensemble {xi,...,x;} de
vi(®) et si n(x;) =a; 1 <i < k), la formule &y avec parametres est no-
tée ®(ai,...,ar, y1,...,y1). Lensemble {y1, ..., y;} (Cest-a-dire vI(D) ~
Dom(n)), est, par définition, 'ensemble des variables libres de la formule ®g
avec parametres, et est noté vl(Pp).

Considérons un ensemble X et une formule ®y = (P, 1) avec parametres
pris dans X. On définit alors Val($g, X) comme I'ensemble des applications
8 € X¥(®) telles que § Un € Val(®, X) (8§ Un est la fonction de domaine
vI(P) égale a § sur vI(Pg) et a n sur vI(P) ~ vI(Dy).

Si A(xy, ..., xx) est un énoncé quelconque, avec parametres, il lui cor-
respond une formule avec parametres, notée "A". Alors Val("A", X) est dé-
finie si tous les parametres de 1'énoncé A sont éléments de X; c’est alors
I'ensemble des § € X™1-4! tels que l'on ait AX(8x1, ..., 8x;), comme
on le montre facilement par induction (au sens intuitif) sur la longueur de
I'énoncé A.

Une formule @ avec parametres est dite close si vi(®) = (. Si X est un
ensemble qui a comme éléments tous les parametres de ®, alors Val(®, X)
est un sous-ensemble de X/ = {#}. Donc Val(®, X) = 1 ou 0; lorsque
Val(®, X) =1, on dit que la formule ® est satisfaite dans 'ensemble X, ce
qu'on note X = &.

Le théoreme suivant se démontre a 'aide de I'axiome du choix; nous
l'utiliserons au chapitre 8.

Théoreme 5.2 (Lowenheim-Skolem). Soient X un ensemble, P une partie de
X et A l'ensemble des formules closes a parametres dans P qui sont satisfaites
dans X. Alors il existe un sous-ensemble Y de X tel queY < P+, Y D P,
et tel que toute formule de A soit satisfaite dans Y.

On considere une application 0 : P (X) ~ {}} — X telle que 6(U) € U
pour toute partie U non vide de X (axiome du choix).

On définit par induction une suite croissante P,(n € w) de parties de X :
Py = P; P, étant donné, on définit P, 1 de la facon suivante: on considere
I'ensemble §, des formules ®(x,a,...,a,) a une variable libre a para-
metres dans P, telles que \/x ®(x, a1, ..., a,) soit satisfaite dans X ; alors
P,+1 est 'ensemble des 6(Ug) lorsque @ décrit G, avec Up = {§ € X;
dE, aq, ..., a) est satisfaite dans X}.

P,+1 D P, en effet la formule x ~a appartient a §,, si a € P, et pour
cette formule Ugp = {a} donc 6(Uy) = a.

Comme le cardinal de I'ensemble des formules a parametres dans P, est
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P, +Rp,0na§g, <P, +R.Donc P,;; < P, + Ry, puisque ® — 0(Ugp)
est une surjection de §, sur P,11. On a donc, par induction, P, <P+

Onpose Y = J,e,, Pr- DoncY < P+Rg, et Y D P.

Soit ®(ay, ..., ar) une formule close a parametres dans Y. On montre,
par induction sur la longueur de ®, qu’elle est satisfaite ou non satisfaite a
la fois par X et Y.

C'est évident si @ est atomique. Si @ est =\ (resp. VW), ® est satisfaite
dans Y si, et seulement si, ¥ ne 'est pas (resp. W ou W’ est satisfaite dans
Y) donc si et seulement si W est non satisfaite dans X, d’apres 'hypothese
d’induction (resp. ¥ ou W’ est satisfaite dans X), donc si et seulement si ®
est satisfaite dans X.

Si ®(ay, ...,a) =\/x¥(x,a1,...,a), supposons d’'abord P satisfaite
dans X. Alors, pour n assez grand, a, ..., ax € P,, donc W(x, a1, ...,ar) €
%n. Donc:

OUy) =a € Pn1

etW(a,ay,...,a) est satisfaite dans X (par définition de 6 et Uy). Comme
WY(a, a1, ..., ar) est de longueur strictement inférieure a celle de ®, on voit
(hypothese d’induction) que W(a, a1, . .., ax) est satisfaite dans Y, et donc
aussi ®(ay, ..., ar), quiest \/x V(x,ay, ..., a).

Inversement, si \/x W(x, ay, ..., a) est satisfaite dans Y, il existe a € ¥
tel que W(a, ay, ..., ai) soit satisfaite dans Y. D’apres I'hypothese d’'induc-
tion W(a, a1, ..., a) est satisfaite dans X, donc aussi \/x W(x, a1, ..., a).

En particulier on a bien montré que toute formule de 4 est satisfaite
dans Y.

C.Q.E.D.

Restriction d’'une formule a un ensemble

Etant donnée une formule ®(x, ..., x, a1, . .., @) avec parametres dans
un ensemble a (¢; € a pour tout i, 1 < i < [), on définit, par induction
sur la longueur de ®, une formule notée ®“(xy, ..., xx,a1,...,aq) quon
appelle la restriction de ® a I'ensemble a:

e Si ® est atomique, alors ¢ = P;

e Si & =Y, alors ¢ = —-¥4;

e Si &=V, v, alors ¢ =\llf\/\lf§‘;

o Si®=\/xW,alors ®* = \/x(xea A¥9).
11 est clair que ® et ®“ ont les mémes variables libres. Les parametres de
®sonta,ay,...,q.
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Le théoréme suivant sera également utilisé au chapitre 8:

Théoreme 5.3. Sia € b et a C b, et si ® est une formule avec paramétres
dans a, alors Val(®, a) = a"'® NVal(d*, b).

On le montre par induction sur la longueur de ®.

Le résultat est évident si @ est atomique. Si & = -V, on a:

Val(®, a) = a"® ~Val(¥, a) = a''(® < Val(¥¢, b) = a"'® NVal(d?, b)
puisque, par hypothese, W satisfait le théoreme.

La démonstration est analogue si ® = W Vv W,.

Sid= \/x\ll, ona:

Val(®, a) = {6 € a"®; 3§ D 8§)(8 e Val(¥, a))).

Comme Val(¥, a) = a"'¥) NVal(¥¢, b) (hypothése d’induction), on a:
Val(®, a) = {5 € a®; 38 D) (8 € a'™ et § € Val(¥?, b))}
={6ea'®; §e Val(\/x(xea AWV?),b)} = a''® NVal(d4, b).

C.Q.E.D.



Chapitre 6

Ensembles définissables en termes
d’ordinaux

Notation. Soit ®(x) une formule a une variable libre, a parametres dans
un ensemble X. La valeur de cette formule dans X est une partie de X},
Par la bijection canonique de X*! sur X (celle qui envoie {(x,u)} sur u
pour chaque u € X), il lui correspond une partie de X que nous noterons
val(®, X), et que nous appellerons encore, par abus de langage, valeur de la
formule ® dans X

On considere un univers U qui satisfait l'axiome de fondation. On définit
une collection, notée DO, par I'énoncé:

DO(a): «1l existe un ordinal « et une formule ®(x, o, . .., o) qui a une
seule variable libre, dont les parametres sont des ordinaux < ¢, et dont la
valeur dans I'ensemble V,, est {a} ».

La collection DO est appelée collection des ensembles définissables en
termes d’ordinaux.

Lemme 6.1. Considérons un ensemble a et un énoncé A(x, aq, ..., qy) d une
variable libre, dont les parametres sont les ordinaux oy, . . ., o, et tel que a
soit le seul ensemble qui satisfait cet énoncé. Alors a est définissable en termes
dordinaux.

On peut appliquer le schéma de réflexion, puisque I'axiome de fondation
est supposé vrai dans U. 1l existe donc un ordinal @ > a1, ..., ok et assez
grand pour que a € V,, tel que V,, convienne a I'énoncé A(x, a1, ..., o).
Alors a est le seul élément de V,, qui satisfait I'énoncé A= (x, g, ..., ax), et
donc la valeur de la formule "A(x, o, ..., )" dans I'ensemble V, est {a}.
Cela montre que a est définissable en terme d’ ordinaux.

67



68 Premiere partie: Modéles intérieurs

Lemme 6.2 (Réciproque). Si a est un ensemble définissable en termes d'ordi-
naux, il y a un énoncé A(x, yo) a une variable libre, dont le seul parametre
est l'ordinal yo, qui est satisfait par le seul objet a.

Un tel énoncé est appelé une définition de a en termes d’ordinaux.

Considérons les énoncés sans parametre s = J(x) et x = K(n) qui
établissent respectivement une bijection de On sur o(On) (collection des
suites finies d’ordinaux) et de w sur V,,. Ces énoncés ont été écrits précé-
demment (pages 39 et 45).

Puisque a est définissable en termes d’ordinaux, il existe un ordinal og
et une formule ®o(x, o1, ..., ) a parametres dans op, qui est telle que
val(®o, Vi) = {a}.

On considere alors 'énoncé suivant E(x, n, o, ) a quatre variables et
sans parametre : «n est un entier, « et 8 sont des ordinaux, le couple ordonné
(K(n), J(B)) est une formule ® dont les parametres sont des ordinaux < o
et val(®, V) = {x}».

Désignons par ng 'entier tel que K (ng) soit la formule &g(x, x1, ..., x)
sans parametre, et par Sy 'ordinal tel que J(fp) soit la suite (a1, ..., o).
11 est clair que I'énoncé E(x, ng, ag, o) est satisfait par le seul objet a; les
seuls parametres de cet énoncé sont les ordinaux ng, ag, Bo.

Si on veut un énoncé qui n’ait qu'un seul parametre, on désigne par
w l'ordinal tel que J(y) = (no, oo, Bo) et on peut prendre pour I'énoncé
A(x, w): «II existe un entier n et deux ordinaux o, 8 tels que J(y) =
(n, o, B) et E(x, n, o, B)».

La collection DO peut ne pas étre transitive, autrement dit il se peut qu'un
ensemble soit définissable en termes d’ordinaux sans que chacun de ses
€léments le soit (cf. exercice 17). On définit une sous-collection de DO, notée
HDO, qui est transitive, par 1'énoncé HDO(x) : « Tout élément de Cl({x}) est
définissable en termes d’ordinaux» (on rappelle que Cl(a) désigne la cloture
transitive de a, c’est-a-dire le plus petit ensemble transitif contenant a; on
a Cl({x}) = {x} U Cl(x) : voir théoreme 3.5).

La collection HDO est appelée collection des ensembles héréditairement
définissables en termes d’ordinaux. Notons qu’elle est définie par un énoncé
sans parametre.

Lemme 6.3. Pour que a soit héréditairement définissable en termes d'ordi-
naux, il faut et il suffit qu'il soit définissable en termes dordinaux et que
chaque élément de a soit héréditairement définissable en termes dordinaux.

La condition est évidemment nécessaire. Supposons alors que chaque
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élément de a soit dans HDO, et que a soit dans DO. On a (théoreme 3.5):

Cl({a}) ={a} UCl(a) ={a}Ua U U Cl(y)

ye€a

donc:
C({a}) ={a} U U(Cl(y) U{yh ={aju U A{yp.
yea yea
Par hypothese, chaque élément de CI({y}) est dans DO, pour tout y € a.
Cela montre que chaque élément de Cl({a}) est dans DO, et donc HDO(a).

On montre la consistance relative de 1’axiome du choix en construisant,
a partir d'un modele Uy supposé donné de ZF, un modele de ZF 4 AF + AC.

Pour cela on construit d’abord, a partir de Uy, un modele U de ZF + AF,
ainsi qu'on I'a déja vu. On montre alors

Théoreme 6.4. Soit U un modele de ZF + AF. Alors la collection HDO cons-
truite dans U satisfait ZF, l'axiome de fondation, et l'axiome du choix.

Axiome dextensionnalité. Si a, b sont dans HDO, tous leurs éléments y
sont aussi.

Axiome de la somme. Si a est dans HDO, soit b la réunion des éléments de
a. 1l est clair que chaque élément de b est dans HDO. 11 suffit donc, d’apres
le lemme précédent, de montrer que b est définissable en termes d’ordinaux.

Or a est définissable en termes d’ordinaux, donc est le seul objet qui
satisfait un certain énoncé A(x, ). Il est clair que b est le seul objet qui
satisfait I'énoncé B(y,a): Vz(z € y < Ju(u € a et 7 € u)).

Donc b est le seul objet qui satisfait 'énoncé Ix[A(x, @) et B(y, x)].
Comme cet énoncé n’a pour parametre que 'ordinal «, b est définissable en
termes d’ordinaux d’apres le lemme 6.1.

Axiome de l'ensemble des parties. Soient a un ensemble héréditairement
définissable en termes d’ordinaux, et b I'ensemble des parties de a qui
sont dans HDO. Comme chaque élément de b est dans HDO, pour mon-
trer HDO(b), il suffit de montrer DO(b). Considérons une définition A (x, «)
de a en termes d’ordinaux. Alors b est le seul objet qui satisfait 1'énoncé

B(y,a):Vz[z € y <& HDO(z) et z C a
donc aussi 'énoncé Ix[A(x, @) et B(y, x)], ce qui montre que b est définis-
sable en termes d’ordinaux.

Schéma de substitution. Considérons un énoncé R(x, y,a1,...,ar) a
deux variables libres, dont les parametres ay, . . . , ax sont dans HDO, et qui,
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interprété dans HDO, définit une relation fonctionnelle. Cette relation fonc-
tionnelle est définie dans 'univers U par I'énoncé suivant, que nous noterons
S(x, v, a1, ...,a;): «HDO(x) et HDO(y) et RPO(x, v, ay, ..., a;)». Soient
a un objet de HDO, et b I'ensemble des images des éléments de a par cette
relation fonctionnelle. Chaque élément de b est dans HDO, et il suffit donc de
montrer DO(b). Considérons des énoncés A(x, a), A1(x1, @1), ..., Ar (X, o)
qui sont des définitions en termes d’ordinaux de a, as, ..., a; respective-
ment. Alors b est le seul ensemble qui satisfait 'énoncé B(y, a, a1, ..., ax):

ViZizeysdteaetSt,z,a,...,a))]

donc aussi I'énoncé:
AxAxy ... I [Alx, o) et Ap(xg, 01) et ...
et Ap(xp, o) et B(y, x, x1, ..., xp)]
dont les seuls parametres sont les ordinaux «, o, . . . , 0%.
On a donc bien DO(b).

Axiome de Uinfini . 1l est clair que chaque ordinal « est dans DO (il est
défini par I'énoncé x = «), donc dans HDO. En particulier, on a HDO(w) et
w satisfait 'axiome de l'infini dans HDO.

Axiome de fondation. Si a # (J est dans HDO, et si b est un des éléments
de a de rang minimum, onabNa = .

Axiome du choix. On a une relation fonctionnelle « = ®(¢), définie par
un énoncé sans parametre, injective, dont le domaine est la collection des
formules a une variable libre a parametres dans O, et a valeurs dans On:
a la formule ¢ = ®(x, o, . .., &) on associe d’abord le couple d’ordinaux
(n, B) ou n est I'entier associé a la formule sans parametre (élément de V)
®(x, x1, ..., x,) aumoyen de la bijection K de w sur V,, définie page 45, et 8
I'ordinal associé ala suite d’ordinaux ¢y, . . . , o, au moyen de I'isomorphisme
de o (On) sur On (voir page 39) ; et ensuite 'ordinal « associé au couple (7, B)
au moyen de I'isomorphisme de Or? sur On (voir page 38).

On définit alors une relation fonctionnelle 8 = D(x), de domaine DO a
valeurs dans On, par 'énoncé:

« B est le plus petit ordinal représentant un couple (¢, y) tel que y soit
I'ordinal associé par ® a une formule ® a une variable libre dont les para-
metres sont des ordinaux < « et dont la valeur dans V,, soit {x} ».

L'énoncé § = D(x) est sans parametre; il est clair que x # x' = D(x) #
D).

11 en résulte que la relation R(x, y) définie par 'énoncé sans parametre
«DO(x) et DO(y) et D(x) < D(y)» est une relation de bon ordre sur la
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collection DO.
Soit alors a un ensemble de HDO. La restriction de ce bon ordre a a est
I'ensemble
b={(x,y) €d?; D(x) < D)}

Les éléments de 'ensemble b étant dans HDO, pour montrer HDO(b) il suffit
de montrer DO(b). Or b est le seul ensemble qui satisfait 'énoncé:

B(y,a):Vzlzey< udv(u caetveaet z=(u,v) et Du) < D(v))].

Dong, si A(x, @) est une définition de a en termes d'ordinaux, b est défini
en termes d’ordinaux par I'énoncé Ax[A(x, o) et B(y, x)].

On a donc HDO(b) ; or b est un bon ordre sur a dans U, donc aussi dans
HDO: car toutes les parties non vides de a, et en particulier celles qui sont
dans HDO, ont un plus petit élément (mod. b).

HDO satisfait donc le théoreme de Zermelo, donc AC.

C.Q.E.D.

On a aisi démontré:
e Si ZF est consistante, alors ZF + AF 4 AC l'est également.

Les ordinaux de HDO sont les ordinaux de U (comme on a AF, on peut,
d’apres le théoreme 3.1, écrire On(x) sous la forme Vy(y e x = y C x) et
VywWzlyexetzex=z€youy=zouy € z]). Les entiers de HDO sont
les mémes que les entiers de U.

D’autre part, V,, est dans HDO: en effet la bijection x = K (n) de w sur
V. (voir page 45) donne, pour chaque ensemble héréditairement fini, une
définition de cet ensemble qui a comme parametre un entier. Donc, tout
élément de V,, est dans DO, donc dans HDO puisque V,, est transitif. Comme
V,, lui-méme est dans DO (il est défini par I'énoncé sans parametre: «x est
I'ensemble des ensembles héréditairement finis») on a bien HDO(V,,). Soit
f l'application n — V,, de domaine w. Alors on a HDO( f): car tout élément
de f est un couple (n, V;;) donc un ensemble héréditairement fini, donc est
dans HDO. D’autre part, f est définie par un énoncé sans parametre: « f est
la fonction de domaine w telle que f(0) =0 et f(k +1) = P(f(k)) pour
tout k € w».

11 en résulte que la collection HDO convient a I'énoncé «x € V,, », c’est-
a-dire: (x € V)P0 & x € V,,. Car I'énoncé x € V,, s'écrit: 3 fIn[ f est une
fonction de domaine w telle que f(k+1) = P(f(k)) pour k € w, f(0) =0,
etx € f(n)l.

On peut alors remarquer que la démonstration de consistance relative de
AC qui vient d’étre faite donne aussi le résultat suivant:



72 Premiere partie: Modéles intérieurs

e Si un énoncé arithmeétique E (énoncé dont tous les quantificateurs sont
restreints a V,,) est démontrable dans la théorie ZF + AF + AC, il est
aussi démontrable dans ZF.

En effet, en utilisant le fait que (x € V,,)P° & x € V,, on voit aisément

que EfPO & E, si E est un énoncé restreint a V,,.
Comme E est conséquence de ZF+ AC, on a une démonstration Ay, ...,
A, E de E dans cette théorie. On a montré que pour chaque axiome A de
ZF+ AG, APPO est conséquence de ZF. 1l en résulte que AP0, ..., AHPO,
EHPO est une démonstration de EFP9, et donc de E, a partir des axiomes
de ZF seulement.

Le principe du choix. On dit que l'univers U satisfait le principe du
choix, si on a un énoncé A(x, y) a deux variables libres et sans parametre,
qui définit une relation de bon ordre dont le domaine est U tout entier.

1 est clair que I'axiome du choix est alors vrai dans U. Remarquons que
le principe du choix n’'est pas un axiome, ni méme un schéma d’axiomes,
mais une «disjonction infinie» d’énoncés: ceux qui expriment pour chaque
énoncé A(x, y) a deux variables sans parametre, que la relation définie par
cet énoncé est un bon ordre sur U. On a néanmoins le résultat suivant :

o Si U satisfait ZF + AF, alors U satisfait le principe du choix si, et
seulement si, laxiome YxDO(x) est vrai dans U.

En effet, si U satisfait le principe du choix, on a un bon ordre sur U
défini par un énoncé A(x, y) sans parametre. On en déduit un isomorphisme
x = J(«) de On sur 'univers U muni de ce bon ordre, et cet isomorphisme
est défini par un énoncé sans parametre. Alors chaque objet a de U est
définissable en termes d’ordinaux (par 'énoncé x = J(«) ol le parametre
est I'ordinal « associé a a).

Inversement, si Vx DO(x) est vrai, I'énoncé sans parametres D(x) <
D(y) qui définit un bon ordre sur la collection DO, définit alors un bon
ordre sur U tout entier.

C.Q.E.D.

11 en résulte en particulier (moyennant AF) que I'énoncé sans parametre
D(x) < D(y) a la propriété suivante: s'il y a un énoncé A(x, y) sans pa-
rametre qui définit un bon ordre sur l'univers, alors 'énoncé D(x) < D(y)
définit un bon ordre sur I'univers.

Au chapitre 8, nous montrerons la non-contradiction relative de I'axiome
VxDO(x), et donc du principe du choix.



Chapitre 7

Modeles de Fraenkel-Mostowski

Considérons, sur 'univers U, une relation R(x, y) a deux arguments qui éta-
blit une bijection de U sur lui-méme, c’est-a-dire qui satisfait les conditions:

VaVyVy'[R(x, y) et R(x,y") =y =]

VaVx' Vy[R(x, y) et R(x', y) = x = x']
Vx3yR(x, y) et VyIx R(x, y).
Cette relation fonctionnelle sera notée y = F(x). La relation binaire x €
F(y) est notée x €' y.

Pour chaque énoncé E(x1, ..., xg), soit E'(x1, ..., xx) 'énoncé obtenu
en remplacant partout € par € dans E.

Nous allons vérifier que la collection de tous les ensembles, munie de la
relation €/, satisfait les axiomes de ZF; nous désignerons par U’ l'univers
ainsi obtenu. On a donc a montrer que si A est un axiome de ZF, A’ est
satisfait dans U.

Axiome d'extensionnalité. On a a vérifier que:
VaVylx =y & Vz(z € x &z € y)l.
Soient a, b deux objets de U, tels que Vz(z € a < z € b), C'est-a-dire:
Vz(z € F(a) & z € F(D)).

On a donc F(a) = F(b), doua = b puisque F est bijective.
Axiome de la somme. Ftant donné un ensemble a, la collection 3y[y € a
et x € y] est un ensemble c; car cet énoncé est Ay[y € F(a) et x € F(y)]
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etil équivautax € ( J{F(y);: y € F(a)}. Doncsic = J{F(y); y € F(a)},
on a:
Vx[x €c < 3y(y € aetx € y)l.

En posant b = F~1(c), on a:
Vx[x € b<3Jy(y € aetx € y)],

ce qui montre que I'axiome de la somme est satisfait.

Axiome de U'ensemble des parties. Ftant donné un ensemble quelconque
a, I'énoncé Vy(y € x = y € a) s'écrit:

Vyly € F(x) =y € F(a)],

soit F'(x) C F(a), ou encore F(x) € ¢, avec ¢ = P(F(a)); si on définit b
par F(b) = {x; F(x) € c}, cet énoncé équivaut a x € F(b) puisque F est
bijective. On a donc:

x€bsVylye x=yé€dal,

ce qui montre que I'axiome de I'ensemble des parties est satisfait.
Schéma de substitution. Considérons un ensemble a et un énoncé R(x, y)

tel que R'(x, y) définisse une relation fonctionnelle. Soit ¢ 'ensemble des
images des éléments de F'(a) par cette relation. On a donc:

Vyly € ¢ & Ax(x € F(a) et R'(x, y))].
Doncsi b = F~1(c),ona
Vyly € b < 3x(x € a et R'(x, y))],

ce qui montre que le schéma de substitution est satisfait.

Axiome de l'infini. On définit par induction une fonction f de domaine
w: f(0) = F~1(0); f(n+1) est défini par F(f(n+1)) = F(f(m))U{f(m)};
soit  I'image de f, et & = F~1(n).

On a Vx(x ¢ F~1(0)); donc F~1(0) est I'ensemble vide ¥/ de U’. On a
@ e€n, donc @ € 6.

De plus, si x € 6, onax € n, donc x = f(n) pour un n € w. Alors
Vzlz € f(n+1) <z € f(n) ouz = f(n)] d'apres la définition de f(n+1).
Cela montre que:

fn+1) =xVU {x}.
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Donc Vx[x € 0 = x U {x} € 0] et 0 satisfait 'axiome de I'infini dans U'.

Si U satisfait l'axiome du choix, U le satisfait aussi.

Considérons un ensemble a qui, dans U/, satisfait 'énoncé «les éléments
de a sont non vides et deux a deux disjoints». On a donc:

Vx[x € a = Ay(y € x)],
VxVylx € aety€e aetx #y=Vz(z¢ xouz ¢ y)l.
Posons a1 = {F(x); x € F(a)}.

Les deux énoncés ci-dessus expriment que les éléments de a1 sont non
vides et deux a deux disjoints. D’apres I'axiome du choix dans U, il existe
donc un ensemble b; dont I'intersection avec chaque élément de a; a un
€élément et un seul; c’est-a-dire:

Vx[x cag = WVz((z €ex etz eh) & z=1y)]
ou encore:
Vx[F(x) €a1 = 3yVz((z € F(x) etz € b)) & z=y)].

Par définition de a1, F(x) € a1 équivaut a x € F(a), C'est-a-dire a x € a;
donc:
Vx[x € a=3IWz((z € xetz € b)) & z=y)].

Si on pose b = F~1(b1), on a:
Vx[x € a=IWz((z € x etz € b) & z=1)]

ce qui montre que |'axiome du choix est satisfait dans U'.

Un ensemble a est appelé arome si a = {a}, c’'est-a-dire si Vx(x € a &
x =a) est vrai dans U. Il est clair que I'existence d’atomes est incompatible
avec I'axiome de fondation.

e Si ZF est consistante, alors ZF+ «il existe un atome» l'est aussi.

On définit la bijection F de U sur lui-méme par I'énoncé suivant:
«x=0ety=1Dou(x=lety=0)ou(x#0,1letx=y)»

Dans l'univers U’ obtenu a partir de cette bijection, @ ('ensemble vide
de U) est un atome: car Vx(x € @ < x = () puisque F () = {0}.

En choisissant convenablement la bijection F, on montre que divers
autres énoncés plus forts que non AF sont compatibles avec ZF (par exemple
'existence de cycles a1 € ap € ... € a, € a1 pour la relation €).

L’exemple suivant nous servira pour la suite de ce chapitre:
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e Si ZF est non contradictoire, alors ZF + «il existe un ensemble d’'atomes
équipotent a w» est non contradictoire également.

On définit F en posant F(n) = {n} et F({n}) = n pour tout entier n > 1
(C’est possible car les ensembles n, {p} sont tous distincts lorsque n et p
décrivent I'ensemble des entiers > 1) et F'(x) = x pour tout ensemble x qui
n’est pas de la forme n ou {n} avec n € w ~ {0}.

Pour chaque entier n > 1, on a Vx(x € n < x = n), ce qui montre que
n est un atome de U'.

Etant donné deux objets a, b on note {a, b} leur paire dans U’; on a
{a,bY = F~1({a, b}); on note (a, b)’ leur couple ordonné dans U/, et on a:

(@ b) = FY*{F{a}), F({a, bHD).

On définit une fonction f de domaine w, par induction, en posant:
Vx[x € f(n+1) & (3 <n)(x = f(Q))]

cest-a-dire f(n+1) = FY({f(0), fQ),..., f(m)}) et £(0) = . D'apres
sa définition il est clair que lorsque n décrit w, f(n) décrit I'ensemble des
entiers de U'. On définit alors une fonction g de I'univers U’ en posant :

x,y)e€gexyef

soit (x, y) € F(g) < (x,y) € f (donc si & est I'image de 'ensemble f par
lapplication (x, y) — (x, y)’, ona g = F~1(h)).

Alors il est clair que dans U/, g est une bijection de I'ensemble des entiers
de U sur 'ensemble des entiers de U'. Comme tous les entiers = 1 de U
sont des atomes de U/, on a bien, dans U, une bijection d'un ensemble
d’atomes sur I’'ensemble des entiers.

C.Q.E.D.

Consistance de la négation de I’axiome du choix

On se propose de construire un modele de ZF dans lequel I'axiome du choix
ne soit pas satisfait. D’apres le résultat précédent on peut supposer donné
un univers Uy dans lequel il existe un ensemble d’atomes A équipotent a w.

On définit une relation fonctionnelle y = W,, de domaine On par induc-
tion en posant:

Wo=A; Wy = JPWp) poura #0.

B<a
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Remarquons que, A étant un ensemble d’atomes, Wy est transitif. Donc
Wy = PWp) D Wo. Pour 1 < B < o on a évidemment Wg C W,. Il
en résulte que, quels que soient les ordinaux «, 8 tels que 8 < «, on a
Wﬁ C W,.

De la méme facon qu’au chapitre 3, on en déduit que Wy.+1 = P(Wy) et
Wo =g Wp sia est un ordinal limite. On désigne par W la collection qui
est la réunion des W,, c’est-a-dire la collection définie par I'énoncé W(x):
do[On(a) et x € W ].

Si a est un objet de W, on appelle rang de a (noté encore rg(a)), le
premier ordinal « tel que a € W,. Exactement comme le lemme 3.2, on
montre le

Lemme 7.1. Pour que a soit dans W, il faut et il suffit que tous ses éléments
y soient. Le rang d'un élément de a est strictement inférieur a celui de a si
celui-ci est # 0.

Et de la méme facon, on voit que la collection W satisfait les axiomes
de ZF.

L'ensemble A est dans W puisque A € Wj. Tout objet de W qui est
un atome, est élément de A: en effet, soit a un atome de W, de rang non
nul, donc de la forme « + 1 (le rang n’est jamais un ordinal limite). Alors
a € Wy41, donca C W, et comme a € g, il en résulte que a € Wy, ce qui
contredit la définition du rang. Il en résulte que a est de rang 0, donc a € A.
La bijection f de A sur w est dans W': car tout élément de f est de la forme
(a,n) avec a € A et n € w, donc est élément de W, 3.

W ne satisfait pas |'axiome de fondation, mais satisfait I'axiome:

Vxlx #@=3Tyl[yexet yNx =0 ouy={yPll.

En effet si a 7~ ( est dans W, soit b un des éléments de rang minimum
de a; si ce rang est > 0O, tout élément de b est de rang strictement inférieur,
donc b Na = ; si ce rang est nul, b est un atome.

La collection W montre donc la non-contradiction du systeme d’axiomes
T suivant: ZF+ «la collection des atomes (définie par I'énoncé x = {x}) est
un ensemble équipotent a w» + Vx[x # 0 = yly e x et Y Nx =@ ou
y={ybll

On considére maintenant un univers U; quelconque qui satisfait ces
axiomes. On désigne par A 'ensemble des atomes et on fait la construction
précédente dans Uz : on définit W, par induction en posant Wo = A et
Wo =Up<e P(Wp) sia = 1. W désigne la collection Jor[On(c) et x € W,
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qui est la réunion des Wj,.
Alors tout objet de U; est dans W ; autrement dit:

o Uy satisfait l'axiome VxJa[On(a) et x € Wy].

Supposons en effet qu'un objet a ne soit pas dans W; soit b la cloture
transitive de a, et ¢ I'ensemble des éléments de b qui ne sont pas dans W.
Alors ¢ # : car il existe un élément x de a qui n'est pas dans W (sinon on
a W(a)) et donc x € c. Soit y un élément quelconque de c; alors y n'est pas
un atome, puisque tous les atomes sont dans W.

De plus, comme y n’est pas dans W, il y a un z € y qui n'est pas dans
W. Comme y € b, on a z € b puisque b est transitif et par suite z € ¢. Donc
yNc # 0, et ¢ contredit I'axiome :

Vx[x #@=3Ty(yexet (yNx =@ ouy={y})l.
C.Q.E.D.

Soit o une bijection de A sur lui-méme (on dit encore une permutation de
A); on définit par induction sur rg(x) une relation fonctionnelle y = S, (x)
de domaine U; tout entier en posant:

So (x) = o (x) si rg(x) =0 (x est alors un atome) ;
Se () ={Ss(¥); y € x} sirg(x) > 0 (en effet, on a alors y € x = 1g(y) <
rg(x)).

La relation fonctionnelle S, est un automorphisme de I'univers U, ce
qui veut dire que les énoncés suivants sont vrais dans Uy :

VaxVx'[ Sy (x) = Sy (X') = x = x]

Vyax[y = Sy (x)]; VaVx'[x € X' & S, (x) € Sy (x)].

On montre le premier énoncé par induction sur SUp(rg(x), rg(x’)). Si Sy (x) =
So(x") et x # x’, on a, par exemple, yp € x, yo ¢ x'; dou Sy (o) € Sy (x),
soit Sy (yo) € Sy (x'). D'our y; € x’ tel que S, (yo) = So()p); on a yo # yp,
car yp ¢ x'. Or rg(yo) < rg(x), rg(yy) < rg(x’), donc sup(rg(yo), rg(yy)) <
sup(rg(x), rg(x")). Cela contredit I'hypothese d’induction.

Soit x un ensemble de rang minimum non atteint par S, s'il en existe;
évidemment, rg(x) # 0. On a donc pour tout y € x un élément y* (et un
seul, puisque S, est injective) tel que S, (y*) = y. Soit x* = {y*; y € x};
ona S,(x*) ={S-(y*); ¥ € x} = x, ce qui est une contradiction.

Six € x/, alors S, (x) € Sy (x') par définition de S,. Si S, (x) € S, (x),
ona S;(x) = Sy(y) pour un y € x’; donc x = y puisque S, est injective,
d'olix € x'.
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Pour chaque permutation o de I'ensemble des atomes A, on a donc défini
une relation fonctionnelle y = S, (x) qui est un automorphisme de 1'univers
Uy ; pour alléger 1'écriture, on la notera aussi y = o(x) ouy = ox (ce qui
est bien cohérent puisque pour tout atome x, o (x) = S5 (x)).

Lemme 7.2. Soient o une permutation de A, et E(as, . . . , a,) un énoncé clos
dont les parametres sont ay, . . ., a,. Alors Uy satisfait l'énoncé:
Ela,...,a,) © E(oay, ...,oa,).

On le montre par induction (au sens intuitif) sur la longueur de I'énoncé
E(ay,...,a,). Silénoncé est a; € ap ou a; = ap, la conclusion est vraie
puisque o est un automorphisme de 'univers Uj.

Si E(a1,...,an) est «F(ay,...a,) ou G(ay, ..., a,)» dapres I'hypo-
thése de récurrence, on a F(as, ...,a,) < F(oay,...,o0a,), et également
G(a,...,ay) & G(oay,...,oa).

Onadonc E(ay,...,a,) < E(oay, ...,oa,).

Méme démonstration si E(ay, ..., a,) est «non F(ay, ..., a,)».

Si E(ay,...,a,) est IxF(x,ay,...,a,), supposons E(ai, ..., a,) vrai
dans Uj; alors on a F(a,a,...,a,), pour un certain objet a; d’apres
I'hypothese de récurrence, on a donc F(oa,oay,...,o0a,), et donc aussi
xF(x,oa,...,0a,). Méme démonstration pour la réciproque.

C.Q.E.D.

Remarquer que ce lemme est en fait un schéma de théoremes pour la
théorie T (page 77): on a montré I'énoncé:

«Pour toute permutation o de l'ensemble des atomes, et quels que soient
X1, .o, Xpyona E(xy, ..., x,) < E(0x1,...,0x,)»
pour chaque énoncé E(xi, ..., X,) sans parametre.

Lemme 7.3. Considérons un ensemble a, et un énoncé E(x, ay, ..., ay) a une
variable libre, tel que a soit le seul ensemble qui satisfait cet énoncé; soit o
une permutation de E. Alors oa est le seul ensemble qui satisfait I'énoncé
E(x,0a1,...,0a).

Eneffet, onaVx[x =a < E(x,as, ..., a)] et, dapres le lemme 7.2, on
adonc Vx[x =0a < E(x,0a1,...,0a)].
C.Q.E.D.

Lemme 7.4. Pour chaque ordinal o et chaque permutation o de A on a
oo =a.
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En effet, soit o le premier ordinal tel que oo # « s'il en existe; alors
of = B pour tout B € «, donc oo = {of; B € o} = o, ce qui est une
contradiction.

C.Q.E.D.

On peut appliquer dans I'univers U; le schéma de réflexion généralisé
(page 56) a la relation fonctionnelle y = W,,. Ici, la réunion des W, est
l'univers entier, et on a donc I'énonceé:

Ya(3B > a)Vx1... Vxu[x1 € Wget...etx, € Wg = (E(x1...,%:) &

EWs(x1,...,x2))] pour chaque énoncé E sans parametre.
On définit alors la collection DOA par 1'énoncé DOA(x): «il existe un
ordinal « et une formule ®(z, g, ..., &, a1, . . ., a5) qui a une seule variable

libre z, dont les parametres sont des ordinaux < o et des atomes, dont la
valeur dans W, est {x}».

On l'appelle la collection des ensembles définissables en termes d’ordi-
naux et d’atomes.

De la méme facon que le lemme 6.1, on montre le

Lemme 7.5. Considérons un ensemble a et un énoncé E(x, a1, ...,0, U) d
une variable libre, dont les parameétres sont des ordinaux oy, . . . , 0, et une
suite finie d'atomes u (fonction définie sur un entier s a valeurs dans A) et
supposons que a soit le seul ensemble qui satisfait cet énoncé. Alors a est
définissable en termes d'ordinaux et d'atomes.

En effet, d’apres le schéma de réflexion généralisé, il existe un ordinal
limite ¢ > oy, ..., 4, et assez grand pour que u et a soient éléments de
Wy, tel que W, convienne a I'énoncé E.

Alors la valeur de la formule "E(x, a1, . .., o, u)' dans W, est {a}; soit
W(x,o1,...,a,u) cette formule. Comme u est une suite finie ay, . .., as
d’atomes, on a:

u={1a1),...,(s, a5}

Alors la formule:

\/z(w(x,al, ...,ak,z)/\/\t[tez o t=Qa)Vv...Vi=(s,a)"])

a pour valeur {a} dans W,, et a bien pour parametres des ordinaux et des
atomes.

On a également la réciproque:

Lemme 7.6. Soit a un ensemble définissable en termes d'ordinaux et d' atomes.
1l'y a un énoncé E(x, w, u) a une variable libre, dont les parameétres sont un
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ordinal vy et une suite finie u d'atomes, tel que a soit le seul ensemble qui
satisfait cet énoncé.

Un tel énoncé sera appelé définition de l'ensemble a en termes d'ordinaux
et d'atomes.

Par hypothese, il existe un ordinal o et une formule ®g(z, o, . . ., o,
ai, ..., as), aune variable libre z, dont les parametres sont les ordinaux o1,
..., 0y < op et les atomes ay, ..., ay, et dont la valeur dans W, est {a}.

Or la donnée d’'une telle formule revient a la donnée d’'un entier (I'entier
associé a la formule sans parametre ®y(z, x1, ..., Xy, ¥1, ..., ¥s)), dun or-
dinal ('ordinal associé a la suite finie d’ordinaux o, .. ., «,), et de la suite
finie u = (ay, ..., ay) d’atomes, donc finalement a la donnée d’'un ordinal
Bo et d’'une suite finie u d’atomes. L'énoncé cherché F(x, g, Bo, u) s'écrit
alors «la valeur de la formule a parametres ordinaux et atomes, associée a
l'ordinal By et a la suite finie d’atomes #, dans I'ensemble W,,, est {x}». On
obtient, si on veut, un énoncé E(x, yp, u) en utilisant la bijection de On? sur
On définie page 38.

On définit alors la collection HDOA des ensembles héréditairement défi-
nissables en termes d’ordinaux et d’atomes par 1'énoncé HDOA(x) : « Tout
élément de CI({x}) est dans DOA». On remarque que les collections DOA et
HDOA sont définies par des énoncés sans parametre.

Lemme 7.7. Pour que a soit dans HDOA, il faut et il suffit que a soit dans
DOA et que chaque élément de a soit dans HDOA.

Méme démonstration que le lemme 6.3.
On montre alors, de la méme facon qu’au chapitre 6:

e La collection HDOA satisfait les axiomes de ZF.

L'ensemble A est dans HDOA: en effet, chaque élément a de A est dans
DOA puisque c’est un atome (il est donc défini par I'énoncé x = a). Comme
Cl({a}) = a, chaque atome est dans HDOA. 1l suffit donc de montrer que
A est dans DOA: or A est défini par I'énoncé Vz(z € x < z = {z}) puisque
c’est 'ensemble des atomes.

e Laxiome du choix n'est pas satisfait dans HDOA; plus précisément,
l'ensemble des atomes ne peut étre totalement ordonné.

En effet, supposons qu'il existe dans HDOA un ensemble v qui soit un
ordre total strict sur A. Considérons un énoncé E(x, y,u) qui soit une
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définition de v en termes d’ordinaux et d’atomes; u est une suite finie
(ai,...,a;) datomes. Comme A est équipotent a @ (dans Uy), il existe
deux atomes distincts b, ¢, différents de ay, ..., a;. Comme v est un ordre
total strict sur A, on a, par exemple, (b, c) € v. Soit o la permutation de
A qui échange b et c et laisse fixes les autres atomes. Alors o laisse fixes
ai, ...,as, et donc ou = u. Comme o)y = ) puisque )y est un ordinal,
on aocv = v (en effet ov est défini par 'énoncé E(x, oy, ou) d’apres le
lemme 7.3). Comme (b, ¢) € v, on a (ob, oc) € ov donc (¢, b) € v et cela
contredit le fait que v est une relation d’ordre strict.
C.Q.E.D.

Notons d’autres propriétés de A qui contredisent 1’axiome du choix et
qui sont vraies dans HDOA:

e Toute partie de A est soit finie, soit de complémentaire fini.

Soit X un objet de HDOA qui est une partie non finie de A (C’est-a-
dire non équipotente a un entier) ; soit £(x, y, #) une définition de X en
termes d’ordinaux et d’atomes. Comme X n’est pas finie, on peut trouver
b € X qui n’apparait pas dans la suite finie d’atomes u. Soit alors ¢ un atome
quelconque n’apparaissant pas dans la suite u, et soit o la permutation de
A qui échange b et ¢, et laisse fixes les autres atomes. On a donc ou = u et
0 = Yo () est un ordinal). Comme X est définie par I'énoncé E(x, y, 1),
onadoncoX = X.Comme b € X,onaoch € cX, soit c € X. Cela montre
que tout atome qui n’apparait pas dans u est élément de X. Donc A ~ X est
fini.

e An'est pas fini, mais n'a aucune partie infinie dénombrable (c'est-a-dire
équipotente a ).

Comme A est équipotent a @ dans Uy, il ne peut étre équipotent a un
entier dans HDOA. Si X est une partie de A équipotente a w, X n’est pas finie,
donc A ~ X est fini d’'apres ce qu'on vient de voir. Mais alors A lui-méme
est équipotent a w, donc peut étre bien ordonné, ce qui est faux.

On peut résumer ces résultats dans le
Théoreme 7.8. Si ZF est non contradictoire, il en est de méme de ZF+ «il

existe un ensemble infini qui ne peut étre totalement ordonné, et dont toute
partie infinie a un complémentaire fini».

Remarque. Le modele de ZF+4 non AC que 'on vient de construire ne sa-
tisfait pas AF; il ne résout donc pas le probleme de la consistance relative
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de ZF 4 AF+ non AC. En fait, 'ensemble sur lequel il n’existe pas de bon
ordre est un ensemble pathologique (ensemble d’atomes). Comme on le verra
dans la deuxieme partie de ce livre, les modeles définis par P Cohen dans [2]
permettent d’obtenir des résultats de consistance relative beaucoup plus in-
téressants, par exemple celle de ZF 4 AF+- «il n’existe pas de bon ordre sur
P(w) ».






Chapitre 8

Ensembles constructibles

Etant donnés un ensemble X et un sous-ensemble Y de X, on dira que
Y est une partie de X définissable avec parametres, s'il existe une formule
®(x, a1, ...,ar) a une variable libre, a parametres ay, ..., ar € X, dont la
valeur dans I’ensemble X est Y.

On définit une relation fonctionnelle y = I1(x) dont le domaine est la
collection de tous les ensembles par I'énoncé: «y est 'ensemble des parties
de x définissables avec parametres ».

Si l'axiome du choix est satisfait, et si a est un ensemble infini, alors

[1(a) = a: en effet, pour chaque élément b de a, {b} est une partie de a
définissable avec parametres (la formule étant x ~b), donc [1(a) > a: d’autre
part, 'ensemble des formules avec parametres dans a est de cardinal <

Ry xo (a) (rappelons que o (a) désigne I'ensemble des suites finies d’éléments
de a): une formule est donnée, en effet, par une formule sans parametre et

une suite finie d’éléments de a. Donc T1(a) < a.
Cela montre que si a est infini, [1(a) est un sous-ensemble strict de 5 (a).
Notons que la relation fonctionnelle y = I1(x) n’est pas croissante, c’est-
a-dire qu’on peut avoir a C b et [1(a) ¢ I1(b): en effet, si a est une partie
de b, qui n’est pas définissable avec parametres, on a a € I1(a) (a est défini
dans a par la formule x~x) et a ¢ I1(b).
On a cependant le

Théoreme 8.1. Si a C b et a € b, alors I1(a) C I1(b).

En effet, si ¢ € T1(a), on a ¢ = val(®, a) o (x) est une formule a une
variable libre, a parametres a;, ...,ax € a. D'apres le théoreme 5.3, on a

85
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¢ =val(®*, b) Na (puisque vi(P), ensemble des variables libres de &, a un
seul élément).

Donc ¢ = val[®“(x) Ax €a, b]. Les parametres de la formule “(x) sont
a,ap, ..., a quisont tous éléments de b; donc ¢ € T1(b).

On définit par induction une relation fonctionnelle y = L, de domaine
On, en posant:

Ly = U TI(Lg).
B<a

En particulier, on a Ly = .

La collection L qui est la réunion des L, (c’est-a-dire la collection dé-
finie par I'énoncé L(x): dx[On(x) et x € L,] ) est appelée collection des
ensembles constructibles. On dit qu'un ensemble a est constructible s'il est
dans L, c’est-a-dire s'il appartient a L, pour un ordinal .

On a évidemment I1(x) C & (x), pour tout ensemble x. On en déduit
immédiatement, par induction sur «, que L, C V, pour tout ordinal ¢, et
donc Vx[L(x) = V(x)].

L'axiome de constructibilité est 'énoncé: « Tout ensemble est construc-
tible», autrement dit: Vx3Jo[On(x) et x € Ly]. On se propose de montrer
que si ZF est non contradictoire, alors ZF+ I'axiome de constructibilité ne
I'est pas non plus; et cela, en montrant que la collection L (munie de la
relation €) satisfait les axiomes de ZF et l'axiome de constructibilité.

Sie’ <a,onaly, CL,:car

Ly = U TI(Lg) C U TI(Lg) = Ly.
B<a’ B<a

Deplus, si B <o, Lg € Ly: car Lg € I1(Lg) et I1(Lg) C L, .

Le théoreme 8.1 montre donc que si 8 < o, on a I1(Lg) C I(Ly): car
Lg CLyetLge Ly Comme Loy = U/Ka I1(Ly), on a donc

Lyy1 =TI(L,) pour tout ordinal «.
Si v est un ordinal limite, on a: Ly = Jg, [T1(Lp) = Jgo Lp+1 sOit

Ly, = U Lg pour tout ordinal limite o.

B<a

Pour chaque ensemble constructible x, on appelle ordre de x et on dé-
signe par od(x) le premier ordinal « tel que x € L,. Il est clair que od(x)
n’est jamais un ordinal limite: car si o est un ordinal limite, et si x € L, on
ax € Lg pour un B < o, donc o n’est pas I'ordre de x.
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Lemme 8.2. Si a est constructible, tout élément de a est constructible. L'ordre
des éléments de a est strictement inférieur a celui de a.

Soit @ = B+ 1 l'ordre de a; on a donc a € Lgy; soit a € I1(Lg); en
particulier a C Lg et donc chaque élément de a appartient a Lg.
C.Q.E.D.

Pour chaque ordinal «, I'ensemble L, est donc transitif (si a € L, et
b € a, Vordre de a est < «, donc aussi 'ordre de b).

Théoreme 8.3. Tout ordinal o est constructible, et l'ordre de o est o + 1.

On a o ¢ L, pour tout ordinal «; en effet, soit ¢y le premier ordinal,
s'il en existe, tel que ap € Ly,; on a donc oy € Uﬁeao [1(Lg), et donc
ap € II(Lg) pour un B € ap; dou g C Lg, et donc B € Lg, ce qui
contredit la définition de «.

Il reste a montrer que o € Ly pour tout ordinal «: on raisonne par
induction, et on suppose donc que, pour tout 8 € o, ona 8 € Lgy, Cest-
a-dire B € I1(Lg). Donc a C | Jg, T1(Lp) C'est-a-dire o C L.

Or, on a vu que @ ¢ Ly, et donc aucun ordinal = o n’est élément
de L,, puisque L, est transitif. Donc o« est 'ensemble des ordinaux qui
appartiennent a L.

On considere alors la formule ®(x) suivante, a une variable libre, sans
parametre:

N N\vluex Avex —uev vV urv VoveulA

Nu \vluex Aveu — vex].

La valeur de cette formule dans 1'ensemble L, est I'ensemble des élé-
ments x de L, qui satisfont 1'énoncé suivant, restreint a Ly, :

YuVvlue Lyetve Ly, =>[uexetvex =@ eEvouu =vouv € u)l|
etVuvvlue Lyetve Ly, => W exetveu = v € x)].

Comme L, est un ensemble transitif, pour que x € L, satisfasse cet

énoncé, il faut et il suffit que:

YuVvlu e x etveu =v € x] et

YuVvu exetvex=ucvouu=vouv € ul.
Or x est constructible, donc est dans la collection V. D’apres la caractérisa-
tion des ordinaux dans V' (théoreme 3.1), ces deux conditions sont satisfaites
si, et seulement si, x est un ordinal.

La valeur de la formule ®(x) dans L, est donc I'ensemble des ordinaux
qui appartiennent a L,, c’est-a-dire ¢, ainsi qu'on I'a vu plus haut. On a
donc « € T1(L), soit @ € Ly+1, ce qui est le résultat cherché.

C.Q.E.D.
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Vérifions que la collection L satisfait les axiomes de ZF + AF:

Axiome dextensionnalité. 1l est satisfait, puisque, si a est constructible,
tous ses éléments le sont.

Axiome de la somme. Soient a un ensemble constructible, et o un ordinal
tel que a € L,, . Comme L, est transitif I'ensemble b = | J,., x est contenu
dans L. Or il est clair que la valeur de la formule \/y(yesa Ax¢ey) (a une
variable libre x, et dont le seul parametre est a € L,) dans 'ensemble L,
est b. Donc b € Ly, et b est constructible.

Axiome de l'ensemble des parties. Soient a un ensemble constructible, et
b I'ensemble des parties constructibles de a. L'application x +— od(x), de
domaine b, a pour image un ensemble d’ordinaux. 1l existe donc un ordinal
« qui est supérieur a od(x) pour tout x € b; d'ou b C L,. On peut prendre
o assez grand pour que a € L.

La valeur de la formule: Au[uex — uea] (a une variable libre x et
dont le seul parametre est a € L,) dans I'ensemble L, est I'ensemble des
éléments x de L, qui sont des parties de a. D’apres la définition de «, c’est
donc b. Cela montre que b € Ly, et donc b est constructible.

Schéma de substitution. Considérons un énoncé R(x, y,a;,...,ar) a
deux variables libres x, y et a parametres a, . . ., a; qui sont dans L, et sup-
posons que, lorsqu’on l'interprete dans L, il définisse une relation fonction-
nelle. Cette relation fonctionnelle est définie dans I'univers U par 1'énoncé
«L(x) et L(y) et RE(x, y, ai, ..., a)» Son domaine et son image sont des
sous-collections de L.

Considérons un ensemble constructible a, et soit b ’ensemble des ima-
ges des éléments de a par cette relation fonctionnelle. On a a montrer que
b est constructible; chaque élément de b étant constructible, on choisit un
ordinal o qui majore les ordres des éléments de b, et assez grand pour
quea,ai,...,ar € Ly, ; onadonc b C L. On applique alors a I'énoncé
R(x,y,x1,...,xx) @k 4 2 variables libres, sans parametre) le schéma de
réflexion généralisé (page 56) relativement a la relation fonctionnelle y = L, .
11 existe donc un ordinal 8 > o tel que:

VxVyVx; ... Vx[x e Lgetye Lgetx; € Lget...etx; € Lg

= (RE(x, y,x1, ..., x0) < RS (x, y, x1, ..., xi)].
Comme qy, ...,ar € Lg,on a:
(%) VaVylx € Lgety € Lg

= (RL(x, y,a1...,a4) & RY (x, y, a1, ..., a0)].
Désignons par ®(x, y) la formule "R(x, y, ai, ..., a) " : c’est une formule
a deux variables libres, dont les parametres sont a;, .. ., ax. Sa valeur dans
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I'ensemble Lg est 'ensemble des couples (x, y) d’éléments de Lg tels que
RLe(x,y,ai,...,a;); dapres (x) cest donc I'ensemble des couples (x, y)
d’éléments de Lg tels que RE(x,y,ai,...,a). 11 en résulte que la valeur
dans I'ensemble Lg de la formule: \/x[xea A ®(x,y)] (@ une variable
libre y, et dont les parametres sont a, ay, ..., a;) est 'ensemble des élé-
ments de Lg qui sont images d'un élément de a par la relation fonctionnelle
RL(x,y,ai,...,a4). D’apres le choix de 8, c’est donc I'ensemble b. Par suite
b € Lg41, et b est constructible.

Axiome de l'infini. On a vu que tout ordinal est constructible, et en par-
ticulier w.

Axiome de fondation. Soit a un ensemble constructible non vide, et soit b
un élément de a d’ordre minimum. Tout élément de b est d’ordre strictement
inférieur a celui de b, donc ne peut étre élément de a. Donc b Na = (.

Remarquons que les ordinaux de L sont les ordinaux de l'univers U : on a
vu en effet que si o est un ordinal, « est constructible, et satisfait évidemment
ont () ; inversement, si « est constructible, et satisfait ont (), il est transitif,
et totalement ordonné par la relation €, donc est un ordinal.

Il nous faut maintenant montrer que l'axiome de constructibilité est sa-
tisfait dans L.

Enoncés a quantificateurs universels bornés

Un énoncé sans parametre E(xi, ..., x;) est dit a quantificateurs universels
bornés (en abrégé q.u.b.) s'il est obtenu en appliquant un certain nombre de
fois les regles suivantes:

1. Un énoncé sans quantificateur est g.u.b.

2. Si A et B sont des énoncés q.ub., «A ou B» «A et B» sont des
énoncés g.u.b.

3. Si A(x,xp,...,x,) est un énoncé q.ub., Ix A(x, x1, ..., x,) est un
énoncé g.u.b.

4. Si A(x, y,x1,...,x,) est qub. Vx[x € y = A(x,y,x1,...,Xx,)] est
un énoncé q.u.b. (dont les variables libres sont y, x1, ..., x,).

On dit qu'une relation est q.u.b. si elle peut étre définie (dans I'univers U),
par un énoncé g.u.b.
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Théoreme 8.4. Considérons un énoncé q.u.b. E(xi, ..., x) et deux collec-
tions W, W' ; on suppose que W est transitive VxVy[W(x) ety € x = W(y)])
et que tout objet de W est dans W'. Si ay, ..., ax sont des objets de W tels
que EY(a,...,a) soit satisfait, alors EV (a1, ...,ax) est satisfait. Autre-
ment dit, on a:

V.. VW) et ...et W) = (EV (e, .. x) = EV' (L ..., i)

On le montre par récurrence (au sens intuitif) sur la longueur de I'énoncé
E. Le résultat est évident si E est sans quantificateur, puisqu'alors £V et
E"' ne sont autres que E.
SiEest«FouGn»etsia,...,a sontdans W, on a d’apres I'’hypothese
de récurrence:
F¥a,...,a) = FV(a,...,a)

GVa,...,a0) =GV (@, ..., a)

et donc:

FV(a,...,aqx) ouGY(ay,...,a1) = FV'(ay,...,a) ou GV (ay, ..., ).
Méme démonstration si E est « F' et G ».
Si E(xp,...,x%) est IXF(x,x1,...,xx) etsia,...,ar sont des objets

de W tels que EV(a,...,a4), ona w[Wkx) et F¥(x,ai,...,a)]. Dout
un objet a de W, tel que F%(a,a, ..., ar). D'apres I'hypothése de récur-
rence, on a FV'(a,ay, ..., a), donc I [W'(x) et FV' (x,ay, ..., a)], soit
EW/(al, col, ag).

Si E(y, x1,...,xx) estVx[x € y= F(x, y, x1, ..., Xx)], considérons des
objets b, aj, ...,ar de W tels que EW (b, ay, ..., a;); onadonc:

VX[Wx) = xeb=FY(x,b,a,...,a))]

ou encore:
Vx[xebet Wkx) = FW(x, b,ai,...,a)].

Mais comme b est dans W, collection transitive, on a x € b = W(x). De
plus, par hypothese de récurrence:

W(x) et FW(x,b, ai,...,ax) = FW/(x,b, a, ..., a).

Donc:
Vx[x eb=FV'(x,b,ay,...,a)]

et par suite, ona EV' (b, ay, ..., a).
C.Q.E.D.
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e Si la relation G(y, z1, . . ., z1) est q.u.b., ainsi que la relation fonction-
nelle y = F(xi, ..., xx), alors la relation G(F (x1, ..., X), 21, --->21)
est gq.u.b.

En effet, elle est définie par 'énoncé:

Wyly = F(xg, ..., xx) et GOy, 21, ..., 2)]

et est donc g.u.b. par application des regles 2 et 3 aux énoncés g.u.b. défi-
nissant les relations données.
En particulier:

e Si a est un ensemble tel qu'on ait un énoncé q.u.b. R(y) équivalent a
y=a,etsi GO, z,...,2) estqub., alors G(a, z1, ..., 21) est q.u.b.

Dans ce qui suit, on suppose que |'axiome de fondation est vrai dans U.
On se propose de montrer que la relation fonctionnelle y = L, est q.u.b.
o Les relations (a un argument) On(x) et x = w sont q.u.b.".
C'est immédiat pour la premiere puisqu’elle s’énonce :
YuVvlu e xetvex =>ucvouu=vouv € u et
Yulu € x = VYo(v €eu = v € x)].
Pour la deuxieme, on vérifie que les relations suivantes sont g.u.b. :
X = () qui peut s’énoncer Vy(y € x = y ¢ x).
y=xU{x}:Vzzey=z=xo0uzex)etVzgex =>z€y)et
=
X = w peut alors s’énoncer :
On(x) et exetVyly ex = yU{y} ex]
etVyly e x = (y =0 ou3z(y =zU{z})].
C.Q.E.D.

Lemme 8.5. Considérons une relation fonctionnelle y = H(x), qui est q.u.b.,
dont le domaine est la collection des fonctions définies sur les ordinaux. Alors
la relation fonctionnelle F de domaine On, définie par induction par la condi-
tion: F(a) = H(F [ @), est gq.u.b.

On vérifie successivement que les relations suivantes sont g.u.b.:

z={x,y}:x€ezetyezetVi(tez=>t=xo0ut =y).

z=(x,y):z={{x}, {x, y}}
(composition de relations fonctionnelles g.u.b.).

11’énoncé On(x) écrit page 20 n’est évidemment pas q.u.b. En fait, on peut montrer qu’il
n’équivaut, dans ZF, a aucun énoncé q.u.b. (voir I'exercice 24).
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yCx:Vz[zey=z€x]

z=xUy:xCzetyCzetVi(tcz=>tecxoutecy).

z=xNy:zCxetzCyetVtftex=>(tey=tez).
z=x~y:zCxetVit ex=> (@ ¢yt ez

ZCxxy: Vit ez=Fuv[u exetveyett=(u,v)]].

z2Dxxy:Vuluex =>Wwlvey =3t ezett =u,v)ll.

Z=Xx X y: conjonction des deux précédents.

z est une application de x dans y: z Cx x yetVulu e x = vt (w ey
etrezett =u,v))] et VIV VuVovv' [(t ez et ezetuex etv €y et
vVeyett=wv)ett =u,v)) =>v="101]

f est une fonction de domaine x : 3y(f est une application définie sur x
a valeurs dans y).

f est une fonction: Ax(f est une fonction de domaine x).

g = f['x (relation a trois arguments f, g, x): Ix'[x’ D x et (f est une
fonction de domaine x) et (g est une fonction de domaine x) et g C f1.

y = f(x) (relation fonctionnelle a deux arguments f et x): (f est une
fonction) et (x, y) € f.

On peut alors écrire 'énoncé y = F'(«) sous la forme:
On(o) et Af[(f est une fonction définie sur o)
etV(Bea= f(B) =H(fIP) ety =H(f)]
et donc cette relation est g.u.b., si la relation y = H(f) l'est.
C.Q.E.D.

Notons, pour la suite, les relations q.u.b. suivantes:

[ est une injection de x dans y: (f est une application de x dans y) et
VIV YuVu' Vo[t € fett' € fetuexetu exetveyett = (u,v) et
t'=@w,v)=u=u].

f est une surjection de x sur y: (f est une application de x dans y) et
Yo[v € y = Ju(u € x et (u,v) € f)].

h = f o g (relation fonctionnelle a deux arguments f, g): Ix3yJz(g est
une application de x dans y et f est une application de y dans z et s est une
application de x dans z) et Vt[t € h = JuIvIw[(u, v) € g et (v, w) € f et
t = (u, wll

La relation y = L, est définie par induction, et dans ce cas la relation
y=H(f)esty= UxeDom( ) [T(f(x)) (Dom(f) désigne le domaine de la
fonction f). D’apres le lemme 8.5 ci-dessus, il nous reste donc a montrer
que cette relation y = H(f) est q.u.b. Or elle s’écrit :

Vx[x € Dom(f) = I1(f(x)) C y] et
Vz[z € y = Ix[x € Dom(f) et z € TI(f(x))]].
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Le résultat cherché est donc conséquence du
Lemme 8.6. La relation fonctionnelle y = I1(x) est q.u.b.

Lesrelations x = 0 et y = xU{x} étant q.u.b., on en déduit (par composi-
tion) que lesrelations x =1, x =2, ..., sont q.u.b. Comme —, v, \/, &, &, V
sont respectivement 0, 1,2, 3, 4 et I'ensemble des entiers = 5, les relations
x=—,x=V, x=\/, x=¢ x ==, x =V sont qub. (la derniere
s’énonce x = w ~ {0, 1, 2, 3, 4}). On a alors les relations q.u.b. suivantes:

7 = Fy (ensemble des formules atomiques) :

7 = ({e} xVxV)U({~} xVxV) (composition de relations fonctionnelles
q-ub.).

7 = Fi (relation fonctionnelle a un argument k) :

Af[(f est une fonction de domaine w) et (f(0) = %) et Vn[n € w =
(fn+1D)=M(f(m)] etz= f(k)]
ou la relation fonctionnelle y = M (x) est donnée par I'énoncé
y=xU[{—} xx]JU[{V} xx x x]U[({\/} x V) x x], donc est q.u.b.

z est une formule: Jk(k € w et 7 € F).

7 = F (ensemble des formules sans parametre):

Vklk € w =z D Fi] et Vy[y € z = (y est une formule)].

z est une formule et y =vi(z) (vl(z) est I'ensemble des variables libres
de la formule 7):

z € F et Af[(f est une fonction définie sur F) et VxVy[x € V et
yeV=(fxey = fary) ={x,yD]etVaVy[x e Fety e F =
(f(x) = fx) et fx vy =fO)UfF)]etVaVylx e Vetye F =
[(f(Vxy)=Ff() ~{x}ll ety = f(2)]

On veut montrer maintenant que la relation y = X"'F) (4 trois arguments
v, X, F) est q.ub. Notons que I'énoncé y = XY (A trois variables libres
y, X, Y) n’est pas q.ub. (en effet, si Z est un ensemble transitif, (y = X¥)?
signifie: y est 'ensemble des applications de ¥ dans X, qui sont éléments
de Z; il est clair que cela n'implique pas que y soit 'ensemble de toutes les
applications de Y dans X ; d’apres le théoreme 8.4, I'énoncé y = XY n’est
donc pas g.ub.). Pour la démonstration, nous allons utiliser le fait que vI(F)
est un ensemble fini. On écrit les relations q.u.b. suivantes:

k estun entier et y = X k (relation fonctionnelle 4 deux arguments X et
k):

k € w et Af[(f est une fonction définie sur w) et (f(0) = {?})

etValnew= f(n+1) =N@m, X, f(m)] ety = f(k)],
la relation fonctionnelle a trois arguments Z = N(n, X, Y) étant donnée par
I'énoncé q.ub.:
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n € wetVglg € Z= g est une application de n + 1 dans X]
etVhvx[(heY etx € X) = hU{(n,x)} € Z].
F est une formule et y D X" (relation a trois arguments y, X, F):
F € F et Apan[n € w et (¢ est une bijection de VI(F) sur n)
etVf(feX"= fop eyl
F est une formule et y = X¥F) (relation fonctionnelle & deux arguments
XetF):
FeFetyDdX) et
Vf[f € y= (f est une application de vi(F) dans X)].
y est une formule close a parametres dans X :
AF3¢[F € F et (¢ est une application de vI(F') dans X) et y = (F, ¢)].
y = Fy (cette notation désigne I'ensemble des formules closes a para-
metres dans X):
Vx[x € y = x est une formule close a parametres dans X]
et VF[F € F = Vo[¢p € X'F) = (F, ¢) € y]].
y est une formule a parametres dans X,
qui a x pour seule variable libre:

AFIp[F € F et x € VI(F) et
(¢ est une application de vI(F) ~ {x} dans X) et y = (F, ¢)].

y = F3 (cette notation désigne I'ensemble des formules a parametres
dans X, dont la seule variable libre est x) :

Vz[z € y = z est une formule a parametres dans X, dont la seule variable
libre est x] et VFVQ[F € F et x € VI(F) et ¢ € XU = (F, ¢) € y].

y € ¥y et z est la formule close obtenue

en substituant a x dans y I'élément a de X
(relation a cinq arguments x, y, z, X, a) :

AF3pAY[F € F et x € VI(F) et (¢ est une application de VI(F) ~ {x}
dans X) et (1 est une application de vI(F) dans X) et (¢ C ) et (¥ (x) =a)
ety=(F,¢)etz=(F, )l

® est une formule close a parametres dans X et 6 = Val(®, X)
(relation fonctionnelle a deux arguments @, X ; 6 prend les valeurs 0, 1) :

(ONS ?)? et Af{f est une application de ?)? dans {0, 1} et VaVbla € X et
beX=(aecbet flacb)=1)ou(a ¢ bet flachb) =0))] et VaVbla €
Xetbe X=(a=bet farb)=1)ou(a #bet f(arb) =0)] et
YUV e ?}? = f(=¥) =1— f(P)] et VOVIV'[W € ?}? et V e ?}? =
VYY) =fOU fP)]etVaV¥[x € VetV € Ff = ([Jala € X
et f(W(@) =1et f(\/xW¥) =1]ou[Mala € X = f(¥(a) = 0) et
FO/x W) =0D] et 6 = f(P)}.




Chapitre 8. Ensembles constructibles 95

® € Fi et y =val(P, X) (autrement dit: y est le sous-ensemble repré-
senté par la formule ® a une variable libre, dans 'ensemble X):

e FyetValacy= (a € XetVa(P(a), X) =1)]

etVala € X = (Val(®(a), X) =0oua € y)].
y € I1(X) (relation a deux arguments y, X):
Ix3IP[x € Vet ® € F et y =val(P, X)].
y=TX):
Vi[z e y =z e I(X)] et VaVP[x € Vet & € F

= Jz(z € y et z =val(P, X))].

C.Q.E.D.
Ayant montré que la relation y = I1(X) est q.ub., on ale

Théoreme 8.7. La relation y = Ly est q.u.b.

On en déduit immédiatement que l'axiome de constructibilité est satisfait
dans L. En effet, comme la collection L satisfait les axiomes de ZF + AF, la
relation [y = L,]* est une relation fonctionnelle. D'autre part, d’apres le
théoreme 8.4, on a VyVa[L(y) et L(x) et [y = Ly]* = y = L], puisque
la collection L est transitive, et que 'énoncé y = L, est g.u.b. Soit alors a
un objetde L; on aa € L,, pour un certain ordinal otp. Comme o est un
ordinal de L, il existe un ensemble y, et un seul, qui est constructible, et
satisfait (yp, = LaO)L; comme (y, = LaO)L = W = Ly, ona yy = Ly,
donc a € yy.

Par suite (a € Ly,)" est vrai et donc [3a(a € Ly)]* est vrai également.

C.Q.E.D.

Si on a l'axiome de fondation, I'axiome de constructibilité exprime que
les collections V et L sont identiques. C'est pourquoi on I'écrit en abrégé
V= L. On a donc montré que si ZF est non-contradictoire, ZF+ AF+ V=1L
est non-contradictoire également.

L’axiome de constructibilité a beaucoup de conséquences intéressantes;
nous allons démontrer qu’il entraine, en particulier, I'axiome du choix (et
méme le principe du choix, voir page 72) et I'hypothese généralisée du
continu. Ces deux axiomes sont donc satisfaits dans L, et on démontre ainsi
le résultat classique de K. Godel [8] :

Théoreme 8.8. Si ZF est non contradictoire, il en est de méme de ZF + AF +
ACH HGC.
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V=L implique AC

Considérons un univers U qui satisfait I'axiome de constructibilité.

On définit, au moyen d'un énoncé sans parametre, une relation fonction-
nelle v = F(u), dont le domaine est la collection des bons ordres, et qui
a la propriété suivante: si # est un bon ordre de domaine X, F(u) est un
bon ordre dont le domaine est 1’ensemble des formules a une variable libre
a parametres dans X.

Soit # I'ensemble des formules sans parametre ; c’est une partie de V,, et
on a donc déja défini (page 45) une relation fonctionnelle K, sans parametre,
qui est une injection de ¥ dans w; soit j I'isomorphisme de u sur son ordinal
a.

L'ensemble des formules a une variable libre a parametres dans X est
une partie de ¥ x o(X) (0(X) est I'ensemble des suites finies d'éléments
de X); les deux applications K, j définissent une injection de ¥ xo (X) dans
w X o (o), qui est bien ordonné par la relation de bon ordre déja définie sur
0(On); d'ou un bon ordre sur ¥ x o(X) et, par restriction, le bon ordre v
cherché.

On définit, par induction, une relation fonctionnelle y = B(«) sans para-
metre, de domaine Orn, ayant les propriétés suivantes: pour chaque ordinal
o, B(a) est un bon ordre sur Ly ; si B < «, Lg est un segment initial de L,
pour le bon ordre B(w), et, sur Lg, les bons ordres B(«) et B(B) coincident.

Supposons défini B(f) pour tout 8 < «, avec ces propriétés; si « est un
ordinal limite, L, = Uﬁ ~« Lp, et on peut définir B(«), comme le prolonge-
ment commun des B(8) pour 8 < «.

Sia = B+ 1, B(B) est un bon ordre sur Lg, donc vg = F(B(B)) est
un bon ordre sur 'ensemble des formules a une variable libre & parametres
dans Lg. On définit le bon ordre B(c) sur L, = I1(Lg) en posant: x <y
(mod. B(a)) < [x € Lg ety € Lg et x < y(mod. B(8))] ou [x € Lg et
ye€Ly~Lglou[x € Ly ~Lgetye Ly~ Lg et la premiere formule qui
définit x dans Lg précede la premiere formule qui définit y dans Lg, pour
l'ordre vg sur les formules & une variable libre a parametres dans Lg].

11 est clair que 'ordre B(w) ainsi défini sur L, a les propriétés voulues.

La relation fonctionnelle y = B(«) est donc définie par induction. On
obtient alors une relation binaire R(x, y) sans parametre, qui établit un bon
ordre sur U tout entier, par I'énoncé do[On(x) et x < y(mod. B(x))].

Cela montre que le principe du choix est satisfait dans U, et donc égale-
ment I'axiome: « Tout ensemble est définissable en termes d’ordinaux» (voir
page 72).
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V= L implique I'hypothese du continu

La démonstration repose sur une propriété des relations fonctionnelles g.u.b.,
exprimée par le

Théoreme 8.9. On consideére un univers U satisfaisant ZF + AF + AC, et un
énoncé q.u.b. E(x,y) qui définit dans U une relation fonctionnelle a un
argument y = O(x). Alors ®(x) < Cl(x) + Xy pour tout objet x du domaine
de ®.

Rappelons que Cl(x) désigne la cloture transitive de x.
Considérons un objet a du domaine de &, et soit & un ordinal tel que
acVy, ®(a) € V, et tel que:

VaVylx € Vy ety € Vy = (EV*(x, y) < E(x, ).

On obtient un tel ordinal en appliquant le schéma de réflexion a 1'énoncé
E(x,y).

Désignons par P la cloture transitive de {a}. Comme {a} C V,, et que V,
est transitif, ona P C V. .

De plus P = Cl(a) U {a} donc P =Cl(a) + 1.

Soit § 'ensemble des formules closes a parametres dans P qui sont
satisfaites par I'ensemble V,,. D’apres le théoreme de Lowenheim-Skolem
(_théor_éme 5.2), il existe un sous-ensemble X de V,, qui contient P, tel que

X < P+ et qui satisfait toutes les formules de §.

Parmi les formules de § se trouve I'axiome d’extensionnalité, c’est-a-dire
Ax N\vlx~y < Az(zex < zey)]: en effet V,, est transitif, donc satisfait
I'axiome d’extensionnalité. Cette formule est donc satisfaite par X, ce qui
montre que X est un ensemble extensionnel.

D’apres le théoreme 3.6, il existe un isomorphisme j de X sur un en-
semble transitif Y; Y satisfait donc toutes les formules de I'ensemble §’
obtenu a partir de § en remplacant chaque parametre u (u € P) par j(u).

Or j(u) = u pour tout u € P: soit en effet 4y un élément de P de rang
minimum tel que j(uo) # up S'il en existe. On a donc j(v) = v pour tout
élément v de u, (v est élément de P puisque P = Cl({a}) est un ensemble
transitif).

Mais j(uo) ={j(v); v € up} = uo, ce qui contredit la définition de up.

Par suite Y D P, et Y satisfait toutes les formules de §. De plus Y =
X<P + Ro.
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Comme a, ®(a) € V,, et que E(a, ®(a)) est vrai, on a EY(a, ®(a))
(puisque 'on a choisi V,, de facon quil convienne a 'énoncé E(x, y)).
Donc I'énoncé E(a, ®(a)) est vrai dans V,, et aussi 'énoncé Iy E(a, y).
L'ensemble V,, satisfait donc la formule "JyE(a, y)', qui a pour seul para-
metre 'élément a de P. Cette formule est donc élément de §, et par suite
est satisfaite par Y. Donc 'énoncé Jy E(a, y) est satisfait dans Y, et il existe
b €Y tel que E¥ (a, b).

Puisque I'énoncé E(x, y) est q.u.b., et que Y est transitif, on a EY (a, b)
= E(a, b). Par suite E(a, b) est vrai, et donc b = ®(a). Donc ®(a) € Y
et, Y étant transitif, d(a) C ¥; d'on ®(a) <Y < P +R,y, et finalement
W < m + Ry.

C.Q.E.D.

Notons un cas particulier de ce théoréeme: si a est un objet de U qui est
défini par un énoncé q.u.b. E(y) (c'est-a-dire si Vy[y = a < E(y)] est vrai
dans U), alors @ < N.

11 suffit en effet d’appliquer le théoreme précédent a I'énoncé E(y) (qui
ne contient pas x) avec x = {. On en déduit, par exemple, que si U satisfait
ZF+ AF 4 AC I'énoncé y = & (w) n’équivaut a aucun énoncé g.u.b.

Théoréme 8.10. Soit U un univers qui satisfait ZF + AF 4 AC. Alors:
i) Ly, =@ pour tout ordinal a > w.
ii) Pour tout ensemble constructible a, on a od(a) < Cl(a) + Ry.

(Rappelons que od(a) désigne le premier ordinal « tel que a € L,.)

i) On a vu que @ C Ly, et donc @ < L=a On montre par induction que
L:a <@ pour tout o > w. 1l est immédiat, par induction sur n, que L, =V,
pour tout entier naturel #. Donc L, =V, et L=w =w.

Or L, = U/3<a IT(Lg); d’apres I'hypothese d’induction, on a L:ﬁ < ?
si B est infini et < «. Comme [1(a) = @ si a est infini, on a donc L:a <
sup(@, Up<a B) <@a.

On pourrait aussi remarquer que la relation y = L, est g.u.b. et appliquer
le théoréme 8.9 ci-dessus.

ii) Cest de cette facon que 'on démontre la deuxieme partie du théo-
reme; la relation y = od(x) est q.u.b. puisqu’elle s’énonce:

On(y)etx e LyetVz[zey=x ¢ L]



Chapitre 8. Ensembles constructibles 99

et que larelation y = L, est g.ub. Le théoréme 8.9 montre donc que od(a) <
Cl(a) + Ro.

C.Q.E.D.

Considérons alors un univers U qui satisfait I'axiome de constructibilité.
On a vu que U satisfait I'axiome du choix, donc les théorémes précédents
sont applicables. Si a C ¥, comme a est constructible, on a:

od(@) < Cl(@) + R <R,

puisque Cl(a) C R,. Cela montre que od(a) < RX,4; et donc que a € Ly
Comme a est une partie quelconque de X,, on a P(X,) C Ly

PRy) < Ly
théoreme de Cantor, on a P(RX,) = ¥,41, ce qui est 'hypothese généralisée
du continu.

On a un résultat analogue a celui obtenu au chapitre 6, concernant les
énoncés d’arithmétique:

1"

41 donc

.10 SOit P(Ry) <V, 1. L'inégalité inverse étant donnée par le

Soit E un énoncé darithmétique (énoncé dont les quantificateurs sont
restreints a V,,) démontrable a l'aide de l'axiome du choix et de I'hypothese
du continu (ou, plus généralement, a laide de I'axiome de constructibilité).
Alors E est démontrable sans l'aide de ces axiomes.

En effet, on a vu que V,, = L,,; I'énoncé E dont tous les quantificateurs
sont restreints a L,, est q.u.b., et donc EX = E est conséquence de ZF.

Soit alors Ay, ..., A,, E une démonstration de E a l'aide des axiomes
de ZF + V= L. Si A; est]'un de ces axiomes, on a montré que AZ.L est conseé-
quence de ZF. La suite AL A,%, EL est donc une démonstration de E-
a I'aide des axiomes de ZF. Comme EL = E est conséquence de ZF, on voit
que E lui-méme est conséquence de ZF.






Chapitre 9

Le théoreme d’incomplétude de
Godel

Dans un univers U, on appellera modeéle un couple (X, R) avec X # ) et
R C X?. Etant donné un modele M = (X, R), X est appelé l'ensemble de
base de M et noté | M|; R est appelée la relation dappartenance de M et
notée € y,.

On définit la relation fonctionnelle a deux arguments: Y = Val(F, M)
dont le domaine est la relation « F' est une formule sans parametre et M est
un modele»; Y est appelée la valeur de la formule F' dans le modele M ;
Cest un sous-ensemble de |M|"(F), La définition se fait par induction sur la
longueur de F':

1. Si F estx ey (resp. x~y), alors Val(F, M) =
(8 € M52 (8x, 8y) € ey (resp. Sx = 8y)).

2. Si F =—G, alors Val(F, M) = |M|"F) < Val(G, M).

3. Si F =G Vv G, alors Val(F, M) =
{8 € IMME): §IVI(G) € Val(G, M) ou 8 ['VI(G') € Val(G', M)).

4. Si F =\/x G, alors Val(F, M) =
{8 € IMME); il existe & € Val(G, M), §' D 8).

On voit que la définition est tout a fait analogue a celle de la page 63;
cette derniere correspond en fait au cas particulier ou1 €4 est la restriction a
|-M| de la relation d’appartenance. Un modele de ce type est appelé modele
standard.

101
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Si F = (Fp, ) est une formule avec parametres dans |-.M|, on pose:
Val(F, M) = {8 € |IM["'D): § Un e Val(Fy, M)).

Si F est une formule close a parametres dans | M|, on a Val(F, M) =1
ou 0. Dans le premier cas on dit que M est un modele de F, ou encore que
M satisfait F, ce que I'on note M [= F. Si 4 est un ensemble de formules
closes, et si M satisfait chaque formule de +, on dit que M est un modele
de +A, ce que I'on note M = A.

Etant donné deux modeles M, N on dit que M est un sous-modele de
N si M| C |N| et €4 = €x N|M|? (autrement dit, quels que soient
a,b € M, MEaeb << N Eaeb). On dit que M est un sous-modele
transitif de N, si on a de plus la propriété suivante: si a € M|, b € |N] et
N Ebea, aors b € |M|.

Théoreme 9.1. Soient M un sous-modele transitif de N, et E un énoncé
q.u.b.,, clos, a parametres dans M. Si E est vrai dans M, il l'est aussi dans N.

La démonstration se fait aisément, par induction (au sens intuitif) sur la
longueur de I'énoncé E, exactement comme celle du théoreme 8.4.

Dans l'univers U, considérons un modele M qui est aussi un univers
(C’est-a-dire qui satisfait les axiomes de ZF).

Siag,ai, ..., a, est, dans U, une suite finie d’éléments de | M|, il existe
dans |M| un objet et un seul qui a comme éléments dans M, ag, ai, . . . , a, et
eux seulement (démonstration immeédiate, par induction sur #» dans U). On
définit alors, dans U, une application ¢ : V,, — |-M| qui est un isomorphisme
de V,, (muni de la relation d’appartenance) sur une partie ¢ -transitive de
|M|. Sia €V, ¢a est défini par induction sur rg(a), en posant: ¢a =
'objet de |-M| dont les éléments dans M sont les ¢pb pour b € a ('existence
et 'unicité d'un tel objet viennent d’étre démontrées). Il est évident que tout
élément de Im(¢) est, dans M, un ensemble héréditairement fini.

Il en résulte qu’on peut, au remplacement pres de M par un modele qui
lui est isomorphe dans U, supposer que (V,,, €) est un sous-modele transitif
de M et mémede (A, &), A étant'ensemble des x € | M| qui, dans M, sont
héréditairement finis. Tout ensemble héréditairement fini dans U est donc
aussi héréditairement fini dans M, avec les mémes éléments. En particulier,
toute formule de U sans parametre est une formule de M.

Considérons maintenant un modele quelconque N, pris dans l'univers
M. On définit un objet N’ de U qui est un modele en posant:

|N'|=1{a€|M; MEac|N}
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ex={(a,b) € |N'|*; M satisfait 'énoncé: (a, b) € € v}

On a alors:

e Quelle que soit la formule close F (ay, . . ., ar) de l'univers U, a parame-
tres dans N, l'énoncé « N’ satisfait F(ai, . . ., ai) » est vrai dans 'univers U si
et seulement si I'énoncé « N satisfait F(ai, . . ., a) » est vrai dans l'univers M.

La démonstration se fait par induction dans U sur la longueur de la
formule F. Si F est atomique, on a le résultat par définition du modele N".
Les autres cas de l'induction sont immédiatement vérifiés.

Soit T'(x) un énoncé g.u.b. sans parametre a une variable libre, et soit
a €V, Alors:

o SiT(a)" est vrai dans U, il l'est aussi dans M.

En effet, (V,, €) est un sous-modele transitif de (A, €4). Donc T'(a) est
vrai dans le modele (A, €4), d’apres le théoreme 9.1. Or, si N est, dans
M, le modele standard des ensembles héréditairement finis, le modele N’
construit ci-dessus n’est autre que (A, €,¢). D’'apres le résultat précédent,
I'énoncé «V,, satisfait T'(a) » est donc vrai dans M.

Dans toute la suite de ce chapitre, contrairement a la convention adop-
tée jusqu'ici, toutes les notions de théorie des ensembles seront, sauf avis
contraire, considérées dans leur sens intuitif. Une notion de théorie des en-
sembles considérée dans un univers U sera notée avec l'indice U (par
exemple, 'ensemble vide de U sera noté @y, la relation d’appartenance
de U sera notée cqy, etc.).

Soit HF!'ensemble des ensembles héréditairement finis (au sens intuitif).

Etant donné un univers U, on définit un isomorphisme ¢ de HF (muni
de larelation d’appartenance) dans U; sia € HF, ¢a est défini par induction
surlerangdea: onaa = {ay, ..., a} et on pose ¢pa = {¢pay, ..., par}u
(I'objet de U dont les éléments dans U sont ¢a, ..., ¢pai). L'image de ¢
est une partie A de U (qui n’est pas, en général, un ensemble dans U) dont
tous les éléments sont des ensembles héréditairement finis de U, et qui est
€y -transitive (sia € A, b € U et b €9 a, alors b € A). Ceci est immédiat
d’apres la définition de ¢.

Par suite, au remplacement prés de U par un univers isomorphe, on
pourra toujours supposer que HF C U, et que HF, muni de la relation
d’appartenance, est un sous-modele transitif de U. Dans la suite, on ne
considérera plus que des univers U de ce type. Alors tout entier intuitif est
un entier de U, tout énoncé sans parametre est une formule de U, etc.
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Lemme 9.2. Soient ay, ...,ax € HE et E(x1, ..., xx) un énoncé g.u.b. sans
parametre. Si E(ay, . . ., ai) est vrai dans HF, alors l'univers U satisfait I'énoncé
EVo(ay, ..., a).

La démonstration se fait par induction (au sens intuitif) sur la longueur de
E. Si E est sans quantificateur, EV(ay, ..., a;) est E(ay, . .., a;) lui-méme.
Comme HF C U, il est clair que E(ay, . . ., ax) est alors simultanément vrai
ou faux dans HF et dans U.

Les cas ou E s’écrit « £ ou E, », « £y et E,» sont immédiats.

Si E(ay,...,a) sécrit IxEy(x, ai, ..., ar), soit a € HF tel que I'énoncé
Ei(a,ay,...,a;) soit vrai dans HF. Donc El‘/‘“(a, a,...,ax) estvrai dans U
(hypothese d’induction), et comme a est un ensemble héréditairement fini
de U, I'énoncé Ix[x € V, et EIV‘“(x, ai,...,ay)] est vrai dans U.

Si E s'écrit Vx[x € ay = E1(x,ay,...,a)], 'énoncé E;(a,ay,...,a)
est vrai dans HF pour tout a € a;. Donc, d’apres I'hypothese d’induction,
I'énoncé EIV‘“ (a,a,...,ax) est vrai dans U pour tout a € a;, et donc éga-
lement I'énoncé Vx[x € a; = El‘/‘“(a, ay, ..., ap)l.

C.Q.E.D.

Une théorie TH est, par définition, un ensemble d’énoncés clos sans pa-
rametre (TH est donc un sous-ensemble de HF).

Une théorie axiomatisée est la donnée d'une théorie TH et d’'un énoncé
qg.u.b. T(x) a une variable libre sans parametre, TH étant I'ensemble des
éléments a de HF tels que T (a) soit vrai dans HF.

Une théorie TH est dite axiomatisable (ou encore récursivement énumeé-
rable), si 'on peut trouver un énoncé g.u.b. 7'(x) ayant la propriété indiquée.

Considérons une théorie axiomatisée TH, définie dans HF par I'énoncé
g.ub. T'(x). Etant donné un univers U, on désignera par THy, I'ensemble des
formules closes sans parametre ® de U telles que T (P)"* soit vrai dans U.
On a donc dans U:

Vx[x € THy < x est une formule close sans parametre et 7 (x)"].

D’apres le lemme 9.2, et le fait que 'énoncé T'(x) est g.ub., il est clair
que chaque élément de TH est élément (dans U) de THy,.

Soit M un univers qui est un objet de U (M est un modele dans U).
On a vu page 103 que, pour tout ensemble a héréditairement fini de U, si
'énoncé T(a)"« est vrai dans U, il I'est aussi dans M. 1l en résulte que, pour
toute formule F close de U, si I'énoncé F € THq est vrai dans U, alors
I'énoncé F € TH) est vrai dans M.

On désigne par Cons(TH) (lire: «consistance de TH») 'énoncé:

IM(M est un modele et M = TH).
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L’énoncé M |= TH est écrit:
VF(F est une formule close et T(F)"» = M = F).

L’énoncé Cons(TH) est satisfait dans un univers U si et seulement s’il
existe dans cet univers un objet qui est un modele de THy,.

Nous nous proposons de montrer maintenant le «deuxiéme théoreme
d’'incomplétude de Godel» [7] (pour une théorie contenant la théorie des
ensembles). Il s’énonce:

Théoreme 9.3. Soit TH une théorie axiomatisée, contenant ZF. Si TH est non
contradictoire, TH + non Cons(TH) est aussi non contradictoire (autrement
dit, Cons(TH) n'est pas conséquence de TH).

On désigne par E(x) I'énoncé suivant, a une variable libre sans para-
metre: «x est une formule close a parametres dans V,, et non IM(M est
un modele et M = x et M |= TH)» On l'écrira aussi, en abrégé, non
Cons(TH + x).

Lemme 9.4. Soit a un ensemble héréditairement fini (a € HF) qui est une
formule close a parametres dans HF. Si l'univers U satisfait Z(a), alors il
satisfait aussi NMIM | = TH = M = E(a)].

On raisonne par I'absurde, en supposant qu'il existe, dans l'univers U, un
modele M de THy, qui ne satisfait pas E(a). Par suite, M = Cons(TH+ a),
c'est-a-dire qu'il existe un objet N de M, qui est, dans M, un modele de
TH, et de a. On a vu (page 103) qu'il existe dans U un modele N/, tel que,
pour toute formule close F de U a parametres dans N, 'énoncé « N’ = F »
est vrai dans U, si et seulement si 'énoncé « N = F » est vrai dans M. Or,
si F' € THy; est vrai dans U, on a vu (page 104) que F € TH), est vrai dans
M, et donc « N = F» est vrai dans M. Par suite, N |= F est vrai dans U,
et N est donc un modele de THy,. De plus, N’ = a puisque N = a. Mais
alors N’ est, dans U, un modele de THy; + a, ce qui contredit 'hypothese
que U satisfait E(a), c’est-a-dire non Cons(TH + a).

C.Q.E.D.

On désigne par z = S(x, y) 'énoncé suivant a trois variables libres sans
parametre: «x est une formule a une variable libre sans parametre, y € V,, et
7z est la formule close avec le parametre y, obtenue en substituant y a la va-
riable libre de la formule x ». En fait, si on se réfere ala définition des formules
avec parametres donnée au chapitre 5, cet énoncé s’écrit: « Jv[x est une for-
mule sans parametre a une variable libre v, y € V,, et z = (x, {(v, y)D]».
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On désigne par W (x) I'énoncé E(s(x, x)) a une variable libre sans para-
metre, qui s’écrit aussi non Cons(TH+ S(x, x)). W(x) est donc I’énoncé sui-
vant: «x est une formule a une variable libre sans parametre et non IM[M
est un modele et M = TH et M = S(x, x)]». Cet énoncé est lui-méme
un ensemble héréditairement fini (comme tout énoncé sans parametre, ou
méme a parametres dans HF) que nous désignerons par . Nous désignerons
par ® I'énoncé V() a un parametre dans HF, et par ¢ 1'objet héréditai-
rement fini correspondant (formule a un parametre v dans HF). Dans tout
univers U, on a donc ¢ = s(i, V).

Lemme 9.5. Soit U un univers qui satisfait TH et ®. Alors U satisfait non
Cons(TH).

On raisonne par 'absurde, en supposant qu'il existe un objet M de U qui
satisfait THy;. Par hypothese, U satisfait ®, c’est-a-dire E(S(i/, ¥)). D’apres
le lemme 9.4, M satisfait aussi E(S({, ¥)), c’est-a-dire . Donc M est, dans
U, un modele de THy, + ¢. Par suite, U satisfait Cons(TH + ¢), c’est-a-dire
non E(¢), ou encore non Z(s(y, ¥)), puisque ¢ = s(¥, ¥). Autrement dit,
U satisfait non ®, ce qui est une contradiction.

C.Q.E.D.

On peut alors terminer la démonstration du théoreme 9.3: soit U un
univers, qui est un modele de TH. Si U satisfait @, d’apres le lemme 9.5, il
satisfait non Cons(TH), et c’est le modele cherché. Si U satisfait non @, c’est-
a-dire non E(S(y, ¥)), alors U satisfait non E(¢) (puisque ¢ = s(y, ¥)),
c’est-a-dire Cons(TH+¢). Autrement dit, il existe dans U un objet U qui est
un modele de THy, et qui satisfait ®. Or, ainsi qu'on I'a vu page 104, chaque
formule de TH est élément (dans U) de THy. 1l en résulte que U’ est un
univers qui satisfait TH et ®. En appliquant encore une fois le lemme 9.5,
avec U ala place de U, on voit que U’ satisfait non Cons(7H), et est donc
le modele cherché.

C.Q.E.D.

Remarque 1. Notons que la théorie ZF est axiomatisable, en prenant pour
T (x) I'énoncé suivant: «x = Agoux = A oux = A, oux = A; oull
existe une formule sans parametre A(u, v, us, ..., U4,) telle que x =
A1 - Nunf A\ A\v AVIA@, v) A A(u, V') — vR0] —
Nt \Vw Avlvew < \/u(uet A A(u, v))]}».
Dans cet énoncé, Ay, A, Az, A3 sont respectivement les axiomes d’exten-
sionnalité, de la somme, des parties, et de I'infini. Etant donné un univers
U, 'ensemble ZFy; est constitué par les formules Ay, A1, Az, Az et:
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Nt - Nun{ N\ A\v \V[A@, v) A A, V') — vRV] —

Nt Vw Avlvew < \Ju(wet A A(u, v))]}
ou A(u, v, uy, ..., u,) décrit I'ensemble des formules de U ayant au moins
deux variables libres.

De la méme facon, on voit que la théorie Z de Zermelo (page 57) est
axiomatisable.

Remarque 2. D’apres le théoreme de complétude du calcul des prédicats
(cf. [3], [22] ou [28]), I'énoncé Cons(TH) équivaut a un énoncé d’arithmétique
(énoncé dont tous les quantificateurs sont restreints a V,,). En effet, il existe
dans I'univers U un modele de THy,; si et seulement s’il n’existe pas, dans
U, de «démonstration» d'une formule identiquement fausse (par exemple
\/u—(u ~ u)) au moyen des regles de déduction du calcul des prédicats et
des formules de THy,.

L’énoncé Cons(TH) équivaut donc a I'énoncé: Vs[s € V,, = non(s est
une suite finie de formules de longueur n + 1 et s(n) = \/u—(u ~ u) et
Vi(i <n = T(s@)" ou3jAj’'(j <ietj <iets(i) est obtenu a partir
de s(j), s(j’) en appliquant I'une des regles de déduction du calcul des
prédicats)))]. Cet énoncé a visiblement ses quantificateurs restreints a V,,,.

Applications

En utilisant le théoreme 9.3, on voit qu'il est impossible de démontrer, en
théorie intuitive des ensembles, qu'il existe un modele de ZF. Car une telle
démonstration serait aussi valable dans un univers quelconque U, et mon-
trerait que, dans cet univers il y a un ensemble qui est un modele de ZF;. Au-
trement dit, tout univers satisferait Cons(ZF) ; ce qui, d’apres le théoreme 9.3,
montre que ZF est contradictoire.

Soit CI I'axiome: «il existe un cardinal inaccessible ».
Lemme 9.6. Tout univers satisfaisant ZF + AC+ CI satisfait Cons(ZF).

En effet, soit & un cardinal inaccessible de U; on montre que V;; = ZFy;;
on a déja vu, page 50, que V, satisfait Ag, A;, A2, A3. On considere une
formule de ZFy; qui s'écrit:

Au \v AV[A®@u, v) A Au, V') — vV —

At \Vw A\vlvew < \Ju(wet A A(u, v))]
ou A(u, v) est une formule de U a parametres dans V,;. Si V,; satisfait la
formule Au A\v A\V[A(u, v) A A(u,v") — v~'], la valeur dans V; de la
formule A(u, v) est une fonction 4 de domaine C V,; a valeurs dans V.
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Donc,_si a € Vg, limage de h[a est un ensemble b C V;. Or, a < m,

donc b < m, et par suite (lemme 3.9) b € V. La formule Av[veb <
\/u(uea N Au, v))] est donc vraie dans V;;.
C.Q.E.D.

On a ainsi montré le

Théoreme 9.7. Si ZF est non contradictoire, I'énoncé Cons(ZF) est un énoncé
arithmeétique, conséquence de ZF + AC+ CI, mais non conséquence de ZF.

De la méme facon, 'énoncé Cons(ZF 4 AC + CI) est un énoncé arithmé-
tique, conséquence de ZF + ACH «il existe deux cardinaux inaccessibles »,
mais non conséquence de ZF + AC+ (I, etc.

Remarque. Ces résultats sont un peu inattendus; ils montrent, en effet, que
I'existence de grands cardinaux (ici des cardinaux inaccessibles) a des consé-
quences en arithmétique.

Soit TH une théorie axiomatisée contenant ZF, et non contradictoire. En
théorie des ensembles intuitive, on a montré que TH+ non Cons(TH) est
alors non contradictoire. Par contre, il est impossible de démontrer que, dans
les mémes conditions, TH+ Cons(TH) est non contradictoire. Car étant donné
un univers quelconque U, cette démonstration, interprétée dans U, montre-
rait alors que U satisfait 'énoncé: Cons(TH) = Cons(TH + Cons(TH)). Par
suite, tout univers satisfaisant TH + Cons(TH) satisferait aussi Cons(TH +
Cons(TH)). Le théoreme de Godel appliqué a la théorie TH + Cons(TH)
montre alors que cette théorie est contradictoire.

Par exemple, en supposant ZF non-contradictoire, on a montré, page 51,
que ZF 4 AC+ non (I est aussi non-contradictoire; mais on ne pourra pas
démontrer que ZF + AC + (I est non-contradictoire : car Cons(ZF) est consé-
quence de ZF+ AC+ (I, et on aurait ainsi démontré que, si ZF est non-
contradictoire, ZF + Cons(ZF) I'est aussi.

Dans I'énoncé du théoreme de Godel, on peut affaiblir considérable-
ment 'hypothese « TH contient ZF». Sans changer la démonstration, on peut
prendre, par exemple, comme hypothese: TH contient Z (théorie de Zer-
melo). On en déduit le

Théoreme 9.8. Soit A un énoncé clos, sans parameétre, tel que Z+ AF+ A
ne soit pas contradictoire. Alors, I'énoncé Cons(Z+ AF+ A) est un énoncé
d'arithmétique, conséquence de ZF + AF + A, mais non de Z+ AF + A.

Le fait que Cons(Z+ AF+ A) n’est pas conséquence de Z+ AF 4 A est
donné par le théoreme de Godel. Considérons un univers U qui satisfait
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ZF + AF + A; dans U, soit o un ordinal limite >  tel que V,, convienne
al'énoncé A (schéma de réflexion). On montre que V,, = (Z+AF+A)q:
comme A est vrai dans U, il I'est aussi dans V,,; d’autre part, les axiomes
a), b), ¢), d), e), page 56, sont vrais dans V. Il reste donc a vérifier que, si
F(u) est une formule a une variable libre a parametres dans V,, V,, satisfait

la formule:
/\x \/y/\u[uey < uex AFu))l.

Soient a € V,, et b la valeur dans V,, de la formule usa A F(u). Onab C aq,
et donc b € V,; dans V; la formule Aulueb <> uesa A F(u)] est donc
satisfaite.

Comme V, & (Z+ AF+ A)q, I'énoncé Cons(Z+ AF+ A) est donc sa-
tisfait dans 'univers U.

C.Q.E.D.

On en déduit qu'il est impossible de montrer 1'assertion suivante: «si
Z est non-contradictoire, alors ZF I'est aussi». En effet, cela signifierait que
Cons(Z) = Cons(ZF) est conséquence de ZF. Or Cons(Z) est conséquence
de ZF, d’apres ce que I'on vient de montrer. Il en résulterait que Cons(ZF)
est conséquence de ZF, ce qui contredit le théoreme de Godel.

A fortiori, on ne peut montrer que «si % (théorie de Zermelo-Fraenkel
sans axiome de I'infini) est non-contradictoire, alors ZF I'est aussi». En effet,
comme on le voit facilement, si Z est non-contradictoire, alors 7, 1'est aussi
(il suffit, pour le montrer, de répéter la preuve du théoreme 3.8).

Le théoreme de Godel est en fait valable pour toute théorie axiomatisée
TH contenant /. Dans I'énoncé du théoreme, il faut alors considérer que
Cons(TH) est écrit sous forme d’énoncé arithmétique (remarque 2, page 107) ;
voir [3] ou [28].

Dans la démonstration du théoreme de Godel, on a utilisé un argument
dérivé du paradoxe classique du « menteur »; il concerne la phrase suivante:
«I'énoncé que vous étes en train de lire est faux», dont on tire une contra-
diction si on admet qu’elle a une valeur de vérité. Un argument analogue
est utilisé, dans une preuve extrémement simple, pour obtenir le théoreme
suivant de Tarski :

Théoreme 9.9. Etant donné un univers U, il n'existe aucun énoncé R(x) a
une variable libre, sans parametre, ayant la propriété suivante: pour chaque
énoncé clos E sans parametre, E < R("E") est vrai dans U.

On raisonne par I'absurde, en supposant donné un tel énoncé R(x). On
désigne par G(x) I'énoncé non R(S(x, x)), a une variable libre sans para-
metre, qui est un objet héréditairement fini g. On désigne par F'1'énoncé clos
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G(g), 2 un parametre dans HF. Si on désigne par f I'objet héréditairement
fini associé a F, on a donc f = s(g, g) dans 'univers U.

L'univers U satisfait F si et seulement s'il satisfait non R(S(g, g)), c’est-
a-dire non R( f). D’apres I'hypothese faite sur 'énoncé R(x), cela équivaut
a dire que U satisfait non F, ce qui est une contradiction.

C.Q.E.D.

Remarque. Le théoreme de Tarski montre qu’il n’existe aucun ensemble X
de U, définissable dans U, tel que 'on ait E < "E' € X pour chaque
énoncé clos E sans parametre. On énonce souvent ce théoreme (de facon
approximative) en disant que «!’ensemble des formules vraies dans U n’est
pas définissable dans U ».

Par contre, il est facile de construire un univers U, et un ensemble M
de U, tels que, pour chaque énoncé clos E sans parametre, on ait E < EM
(Cest-a-dire U = E <& M = E). On peut méme supposer, en plus, que M
est dénombrable et transitif dans U. 1l suffit, pour cela, d’appliquer le théo-
reme 10.1. Le théoreme de Tarski indique simplement qu'un tel ensemble
M ne peut étre définissable dans U par un énoncé sans parametre.
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Chapitre 10

Un cas simple de forcing

Modeles transitifs dénombrables

Dans cette deuxieme partie, nous allons considérer des théories axiomatiques
écrites a I'aide des deux symboles de relation binaire =, €, et éventuelle-
ment d’autres symboles de relation a plusieurs arguments, et de symboles
de constante. Si, par exemple, R, S sont des symboles de relation a deux
arguments, et m un symbole de constante, on désigne par ZF(R, S) la théo-
rie dont les axiomes sont ceux de Zermelo-Fraenkel, mais ou le schéma de
remplacement
V...V {VxVyWVWy [E(x, y) et E(x,y) = y=1]

= YuBwVyly e v < Ix(x € u et E(x, y))]}
est écrit pour tous les énoncés E(x, y, x1, ..., X,), Y COMPris CEUX compor-
tant les symboles de relation R, S (il est, bien entenduy, inutile d’écrire des
énoncés comportant le symbole de constante m).

Un univers est alors constitué par une collection d’objets U, sur laquelle
sont données trois relations binaires, qui sont les interprétations des sym-
boles €, R, S, et un objet distingué, qui est I'interprétation du symbole de
constante .

Le théoreme suivant est un outil fort utilisé dans toute la suite:
Théoreme 10.1. Soit T une théorie écrite avec les symboles €, =, et qui com-
porte tous les axiomes de ZF+AF+AC. Si T est non contradictoire, la théorie
T* suivante écrite avec €, =, et le symbole de constante m est également non
contradictoire: T + T + «m est un ensemble transitif dénombrable ».

(Bien entendu, 7" est la théorie obtenue en relativisant chaque axiome
de T am).

113
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Démonstration par 'absurde: si 7* était contradictoire, la contradiction se-
rait obtenue en n'utilisant qu'un nombre fini (au sens intuitif) d’axiomes de
T soient ET, ..., E}", les énoncés E1, . .., E; étant des axiomes de 7. La
théorie 7 + E™ + «m est un ensemble transitif dénombrable» serait donc
contradictoire, £ étant 'énoncé « E; et ... et Ej».

Comme 7 est non contradictoire, on a un univers U qui satisfait 7.
L'énoncé E est donc satisfait dans U, d’ot1 un ordinal « tel que V,, satis-
fasse E (schéma de réflexion). D’apres le théoreme de Lowenheim-Skolem
(théoreme 5.2) qui est applicable puisque U satisfait AC, il existe un sous-
ensemble dénombrable a de V;, qui satisfait les mémes formules closes que
V. ; a satisfait donc E et aussi 'axiome d’extensionnalité (en effet, V,,, étant
transitif, satisfait I'axiome d’extensionnalité).

D’apres le théoreme 3.6, il existe un ensemble b transitif isomorphe a a;
I'énoncé E est donc satisfait dans b. L'univers U, dans lequel on interprete
le symbole de constante m par I'ensemble b, satisfait donc les axiomes 7~ +
E™ + «m est un ensemble transitif dénombrable ». Cette théorie n’est donc
pas contradictoire, ce qui est une contradiction.

C.Q.E.D.

Un principe de choix

On se propose, dans ce chapitre, de démontrer le:

Théoreme 10.2. Soit § la théorie écrite a l'aide des symboles €, =, R (symbole
de relation binaire): ZF(R) + AF+ «R est une relation fonctionnelle qui est
une bijection de On sur l'univers ». Soit E un énoncé clos ne comportant pas le
symbole R; alors, E est conséquence de G si et seulement s'il est conséquence
de ZF + AF 4 AC.

Remarque. Le théoreme 10.2 exprime que la théorie § est une extension
conservative de la théorie ZF 4 AF + AC.

Précisons une écriture explicite du dernier axiome de §; c’est la conjonc-
tion des énoncés suivants:

VxVyVy'[Rxy et Rxy' = y =y']; VxVx'Vy[Rxy et RxX'y = x = X'];
Vx[AyRxy < On(x)]; Vyax Rxy.
11 est évident que la théorie § a pour conséquence : « tout ensemble peut

étre bien ordonné », donc I'axiome du choix. Dong, si E est un énoncé clos
conséquence de ZF + AF + AC, il est conséquence de §.
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Soit alors E un énoncé clos, ne comportant pas le symbole R, qui n’est
pas conséquence de ZF + AF + AC. 1 s’agit de montrer qu’il n’est pas non
plus conséquence de §, c’est-a-dire de trouver un modele de ¢+ non E.

Par hypothese, la théorie 7 suivante: ZF + AF + AC+ non E, est non
contradictoire. Donc la théorie 7* (théoreme 10.1) est aussi non contradic-
toire. D’ol1 un univers U, satisfaisant ZF + AF + AC+ non E, et, dans cet
univers, un ensemble M dénombrable transitif, qui satisfait également les
axiomes ZF + AF+ AC+ non E.

Soit P I'ensemble des éléments de M qui sont des fonctions bijectives
dont le domaine est un ordinal. P est, dans U, un ensemble dénombrable, et
ses éléments constituent la collection définie dans 'univers M par 1'énoncé
C(x): «x est une fonction bijective dont le domaine est un ordinal» (ou
encore, P est la valeur de la formule "C(x)' dans I'ensemble M).

Une partie X de P sera dite dense si (Vp € P)(3g € X)(g D p), C'est-a-
dire si toute fonction p de P possede un prolongement qui est dans X.

Comme M est un ensemble dénombrable, I'ensemble des formules a une
variable libre, a parametres dans M, est dénombrable. Donc I'ensemble D
des parties denses de P, qui sont définies dans M par une formule a une
variable libre a parametres dans M, est dénombrable. Soit (A,), ., Une énu-
mération de . On définit une suite (p,,), <, d’éléments de P par récurrence
sur n: py est un élément quelconque de Ay ; p,+1 est un élément quelconque
de A, 41 tel que p,11 D py, (il en existe puisque A,; est dense).

Onadonc pp Cp1 C... C py C Pyy1 C ..., €t p, € A, pour tout
n € w. Soit G 'ensemble des p, (n € w).

Lemme 10.3. La théorie 8 écrite avec les symboles €, =, I" (symbole de rela-
tion a un argument), dont les axiomes sont les suivants, est non contradictoire:
ZF + AF+ AC+ non E; Vp[I'(p) = C(p)1;
VpV¥q[I'(p) et T'(q) = p Dq oug D pl;
Vx1 ... Vx{lVplD(p, x1, ..., x) = C(p)]
et VplC(p) = 3q(q D p et D(q, x1, ..., x)]]
= dpll'(p) et D(p, x1, ..., xp)]}
pour chaque énoncé D(p, x1, ..., xr) écrit avec les seuls symboles €, =, et
ayant les variables libres p, x1, . .., Xk.

Remarques. Ce dernier schéma d’axiomes exprime que la collection I
rencontre chaque sous-collection de C qui est dense et définie par un énoncé
ne comportant pas le symbole T'.

Noter également qu’avec I'interprétation donnée ci-dessous pour le symbole
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I', M satisfait ZF, mais non pas ZF(I") ; autrement dit, M satisfait le schéma
de remplacement écrit avec des formules ne comportant que les symboles €
et =, mais pas le symbole T".

Pour montrer le lemme 10.3, il suffit de remarquer que, si on prend
comme univers 'ensemble M, et que I'on interprete I" comme la partie G de
M, les axiomes de § sont satisfaits: si D(x, ay, ..., a;) est un énoncé a une
variable libre a parametres dans M qui définit dans M une sous-collection
dense de la collection C, cette sous-collection est un des A, (puisque c’est
la valeur dans M de la formule "D(x, aj, ...,a;)") etonabien A, NG # ¢
puisque p, € A, NG.

C.Q.E.D.

Pour la suite de la démonstration, on se place dans un modele M quel-
conque de la théorie 4.

Dans ce modele, on définit une relation binaire R(x, y) par I'énoncé
suivant: Ap[I"(p) et x € Dom(p) et p(x) = y]. On montre que 'on obtient
le modele cherché de la théorie 44 non E, en prenant 'univers M et en
interprétant le symbole R par la relation R(x, y).

Siona R(x, a) et R(a, @), il existe p, p’ dans T, tels que & € Dom(p),
a € Dom(p'), p(o) =aet p'(@) =a’.Or p D p oup D p. Donca=d
et 'axiome VxVyVy'[Rxy et Rxy = y = y'] est satisfait.

Siona R(a, a) et ﬁ(ﬂ, a), il existe p, g dans I, tels que o € Dom(p),
B € Dom(g) et p(o) = g(B) = a. On a, par exemple, ¢ O p, donc o €
Dom(g) et g(a) = q(B) = a. Comme g est une fonction bijective, on a
a = B. Cela montre que l'axiome VxVx'Vy[Rxy et Rx'y = x = x’] est
satisfait.

Soit o un ordinal quelconque de M. La collection des p de C tels que
o € Dom(p) est évidemment dense dans C. Elle rencontre donc I'. Soit p
tel que 'on ait I'(p) et « € Dom(p). On a alors R(, p(a)). Cela montre
que l'axiome Vx[On(x) < JyRxy] est satisfait.

Soit @ un objet quelconque de M. La collection des p de C tels que
a € Im(p) est évidemment dense dans C. Elle rencontre donc I'. Soit p tel
que I'(p) et a € Im(p) et soit « € Dom(p) tel que p(e) = a. On a alors
R(, a). Cela montre que I'axiome Vy3x Rxy est satisfait.

Il reste donc maintenant a démontrer que M satisfait tous les cas du
schéma de remplacement écrits avec les symboles €, = et R.
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Définition et propriétés du forcing

A chaque énoncé A(R, x1, ..., x;) écrit avec les symboles €, =, R, et ayant
les variables libres xi, ..., Xk, on associe un énoncé A'(p, x1, ..., x), écrit
avec les seuls symboles €, =, et ayant les variables libres p, x1, ..., xx. Onle

note p I+ A(R, x1, ..., xx) (le symbole I se lit «force») ; noter que, malgré
la notation, cet énoncé ne comporte pas le symbole R. La définition se fait
par induction (au sens intuitif) sur la longueur de 'énoncé A(R, xi, ..., Xx):

e plx=yestl'énoncé: x =y et C(p);

e plxeyestl'énoncé: x € y et C(p);

p - Rxy est 'énoncé: C(p) et x € Dom(p) et p(x) =y;

p - (A ou B) est'énoncé: p - Aoup I+ B;
e pl-3dxA estlénoncé: Ix(p I- A);
e pI-non A est I'énoncé: C(p) et Vg[C(q) etq D p = g I+ A].

La notation g I+ A désigne I'énoncé: non (g I+ A). L'énoncé p I+ non
A signifie donc: aucun prolongement de p (qui est une fonction bijective
définie sur un ordinal) ne force A.

Si A(R,a, ...,ar) est un énoncé clos, a parametres dans M, I'énoncé
pFA(R,ay,...,ar) est, bien entendu, celui que 'on obtient a partir de
I'énoncé p - A(R, x1, ..., xx) en y remplacant xi, ..., x; respectivement
para, ..., dg.

On vérifie immédiatement, par induction (au sens intuitif) sur la longueur
de I'énoncé A(R, x1, ..., X,;), quon a dans M :

e pl-AetC(q) etq D p = q - A; autrement dit: si p force A, tout
prolongement de p force aussi A.

On vérifie aisément aussi que, si A ne comporte pas le symbole R, on a
dans M:

e plFA & AetC(p).
Si A(R,ay,...,a) est un énoncé clos a parametres dans M, alors:

e La collection D4 des p tels que p I~ (A ou non A) est dense dans C.
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En effet soit p un objet quelconque de la collection C; ou bien p I+
non A, et alors p est lui-méme dans Dy, ou bien p I non A, et alors, par
définition, p a un prolongement g qui force A, donc qui est dans Dj.

e Pour chaque énoncé clos A(R, ay, ...,ar) a parametres dans M, il
existe p tel que I'(p) et p I A ou p I+ non A.

En effet la collection des p tels que p I- A ou p I+ non A est une sous-
collection dense de C définie par un énoncé ne comportant que les symboles

€, =. Elle rencontre donc I' d’apres les axiomes de 4 (page 115).
Théoreme 10.4 (Lemme de vérité). Pour que l'énoncé A(R, ai, .. ., ax), clos

a parametres dans M, soit vrai dans M (le symbole R étant interprété par
la relation R), il faut et il suffit qu'il existe p tel que l'on ait I'(p) et p I+
AR, ai,...,a).

On le montre par induction (au sens intuitif) sur la longueur de I'énoncé
A. Cest évident si 'énoncé est atomique de la forme a; = a; ou a1 € a,
puisqu’alors p I A est I'énoncé « A et C(p) ».

Si A est I'énoncé Raja,, il est vrai dans M si on a ﬁ(al, a;) c'est-a-
dire s'il existe p tel que I'(p), a1 € Dom(p) et p(a;) = a,. Cela revient
exactement a dire que p I+ Raya;.

Si A s'écrit « B ou C », le lemme étant vrai pour les énoncés B, C, on voit
que « B ou C » est vrai si et seulement si Ap[I"(p) et p I+ B] oudp[I'(p) et
p I C]; donc si et seulement si Ap[I'(p) et p I+ (B ou O)].

Si A s'écrit 3x B(x) : si 3x B(x) est vrai, on a un objet a tel que B(a), d’ou
(hypothese d’'induction) un objet p tel que I'(p) et p I B(a); on a donc
dx(p I+ B(x)) et donc p I+ 3xB(x). Méme chose pour la réciproque.

Supposons maintenant que A s'écrive non B: si B est vrai dans M, il
existe p tel que I'(p) et p - B. Supposons qu'il existe g tel que I'(g) et
g - A Onaalors p Dgoug D p.Si par exemple, p Dg,onapl- A
(puisque g I+ A; voir page 117). Mais alors p I+ B et p I+ non B ce qui
est impossible, par définition de I'’énoncé p I non B. Cette contradiction
montre que 'énoncé g[I"(g) et g I~ A] est faux dans M.

Supposons inversement que 1'énoncé 3g[I'(g) et g I- A] soit faux dans
M. On a vu, page 118, qu'il existe p tel que I'(p) et (p = B ou p I+ non B).
Comme p I+ non B est impossible par hypothese, on a donc I'(p) et p I+ B.
Drapres 'hypothese d'induction B est donc vrai dans M.

On a ainsi montré que B < non dp[I'(p) et p - A] et donc A &
Ap[T'(p) et p I+ Al

C.Q.E.D.
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Grace a ce théoreme, pour savoir si un énoncé clos A(R, ai, ..., ax),
comportant le symbole R, est vrai dans M, il suffit de résoudre cette question
pour I'énoncé p - A(R, ai, ..., a;) qui, lui, ne comporte plus R.

Application a la preuve du principe de choix

Nous pouvons maintenant terminer la démonstration du théoreme 10.2. Le
lemme essentiel est le suivant:

Lemme 10.5. Soient A(R, x,ay, ...,ar) un énoncé (noté plus simplement
A(x)) a une variable libre a parametres dans M, et a un objet de M. La
collection des fonctions p de C telles que (Vx € a)[p I+ A(x) ou p I+ non
A(x)] est dense.

Soit j une bijection de a sur son cardinal « (il en existe une, puisque
M satisfait 'axiome du choix). Pour chaque o < «, soit D, la collection
des fonctions p telles que p I A(j(x)) ou p I non A(j(x)). Dy est une
sous-collection dense de C. De plus, si p est dans D, et g D p, alors g est
dans D, (voir page 117).

Soit py un objet de C. 11 suffit, pour prouver le lemme, de trouver g D py
tel que ¢ soit dans D, pour tout o < «.

Pour chaque @ < &, et chaque fonction p # (J de C, on désigne par
X«(p) 'ensemble des objets g de D, de rang minimum, tels que g D p.
On désigne par X, () 'ensemble des objets ¢ de D,, de rang minimum,
tels que g D po.

Comme D,, est une collection dense, X, (p) est toujours un sous-ensemble
non vide de D, ; de plus, tout élément de X, (p) contient p.

Une fonction f, définie sur un ordinal «, a valeurs dans C, sera dite

croissantesiy < B <a = f(y) C f(B). Onpose U(f) = Js,, f(B); 1
est clair que U(f) est alors un objet de C.
La fonction f sera dite modérée si, pour tout 8 € «, f[ B est croissante,
et f(B) € Xg(U,~p f(¥)); autrement dit, f(B) € Xg(U(f | p)). Si f est
une fonction modérée de domaine o, il est clair que f > 8 est modérée, quel
que soit B < «. Egalement, de fagon évidente, f(B) est dans Dg pour tout
B < «. Notons enfin que f est une fonction croissante: en effet, si y < 8,
ona f(B) > f(y) puisque f(B) € Xp(U,_p F()-

On se propose de construire une fonction g modérée de domaine «. Cela
donnera le résultat voulu, en posant ¢ = U(g). En effet ¢ O g(«), donc
q est dans D, pour tout ¢ < k; De plus, on a g D g(0) D py, puisque
8(0) € Xo (D).
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Lemme 10.6. Pour o < «, la collection des fonctions modérées de domaine o
est un ensemble M,.

On fait la preuve par induction sur «. D’'apres le schéma de compréhen-
sion, il suffit de montrer que cette collection est contenue dans un ensemble.

Soit f une fonction modérée de domaine . Si B <o, ona f "B € Mg
par hypothése d'induction. Or, on a f(8) € Xg(U(f'B)) donc f(B) €
Yp = IXpWU(g)); g € Mg} llen résulte que f € []5_, V-

C.Q.E.D.

On pose Z = {X,(U(f)); o <k, f € M,}. Puisque M satisfait AC,
il existe une fonction de choix ¢ sur I'ensemble Z. Soit H la fonction, dont le
domaine est I'ensemble des fonctions modérées f de domaine o < «, définie
par H(f) = ¢[ X (U(f))] (cette définition est correcte, puisque X, (p) # @
pour tout p dans C). Soit f une fonction H-inductive de domaine o < «;
par définition, on a f |8 € Dom(H) et f(8) = H(f |'B) pour tout 8 < c.
Donc f [ B est croissante, et f(8) = ¢[Xg(U(f [ B))] pour tout 8 < «.
Ceci montre que f est modérée, et donc que f € Dom(H). D'apres le
théoreme 2.5, il existe alors une fonction g et une seule, de domaine «, telle
que gla € Dom(H) et g(o) = H(gla) = ¢[Xo(U(g[))] pour tout
a < k. 1l est clair que g est une fonction modérée de domaine «.

C.Q.E.D.

On peut montrer maintenant que le schéma de remplacement est vrai
dans M, y compris pour des énoncés comportant le symbole R. Pour cela,
considérons un objet a de M et un énoncé A(R, x,y) a deux variables
libres a parametres dans M, tels que I'on ait, dans M :

*) VxVyVy[A(R, x,y) et AR, x,Y) =y =]
1l s’agit de trouver un objet b de M, qui soit I'image de a par la relation
fonctionnelle A(R, x, y).

D’apres le lemme 10.5, la collection des fonctions p de C telles que
(Vx €a) [p F3y A(R, x,y) ou p I-non Jy A(R, x, y)] est dense. 1l existe
donc, dans cette collection, une fonction py telle que I'(py). Par définition
du forcing, on a donc:

(%) (Vx € a)[Fy(po IF A(R, x, y)) ou py |- non Iy A(R, x, y)].

Orsi y # ¥/, on ne peut avoir py I- A(R, x, y) et py I A(R, x, y'); sinon,
comme I"(py) est vrai, on aurait dans M, a la fois A(R, x, y) et A(R, x, y')
(théoreme 10.4), ce qui contredit (x). L'énoncé p, - A(R, x,y), qui a pg
comme parametre, et ne comporte pas le symbole R, définit donc, dans
M, une relation fonctionnelle. Par suite, on peut lui appliquer le schéma de
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remplacement, et définir 'ensemble b = {y; (Ix € a)(py - A(R, x, ¥))},
qui est I'image de a par cette relation fonctionnelle.

On montre que b est également I'image de a par la relation fonctionnelle
A(R,x,V):

Supposons xy € a et A(R, xo, yo); alors, on ne peut avoir py |+ non
dy A(R, x¢, y): en effet, puisque I'(py) est vrai, le théoreme 10.4 donnerait
alors non dy A(R, xy, y).

D’apres (x), il existe donc y; tel que po I A(R, xo, ;). Par définition de
b, on a donc y(’) € b. Mais, puisque I'(py) est vrai, le théoreme 10.4 montre
A(R, xo, y)). D'apres (x), on a donc yy = y;, d'o1 y € b.

Inversement, si y, € b, il existe xy € a tel que py - A(R, Xy, Yo). Comme
I'(py) est vrai, on a A(R, x¢, yo) dans M, d’apres le théoreme 10.4.

On a ainsi montré que y € b < (Ix € a)A(R, x, y). 1l en résulte que le
schéma de remplacement est vrai dans M pour tous les énoncés écrits avec
les symboles €, =, R, et cela termine la démonstration du théoreme 10.2.

Remarque. La théorie des ensembles exposée dans Bourbaki [1] n’est pas for-
mellement une théorie axiomatique du type de celles que nous considérons
dans ce livre. Toutefois, a chaque énoncé E(x, . .., x;) du langage de Bour-
baki, on peut associer une «traduction», qui est un énoncé E’(x, ..., xz),
écrit avec €, = et R, défini par induction sur la longueur de E': il suffit
d’interpréter chaque terme de la forme 7x A(x, x, ..., xx) par «le premier
objet x suivant le bon ordre R tel que A(x, x, ..., x;) s'il en existe, et 0
sinon». On montre alors aisément que, pour chaque énoncé clos E, consé-
quence des axiomes de la théorie des ensembles de Bourbaki, sa traduction
E’ est conséquence de §. De plus, lorsque £ ne comporte pas le symbole t,
E’ est E lui-méme.

Par suite, tout énoncé clos écrit avec = et €, qui est démontrable dans
la théorie des ensembles de Bourbaki, est démontrable dans §. Le théo-
reme 10.2 montre alors que fout énoncé clos écrit avec € et =, démontrable
dans la théorie des ensembles de Bourbaki, est démontrable dans ZF+AF+AC.

Noter que la réciproque est fausse, puisque AF n’est pas démontrable
dans la théorie de Bourbaki.






Chapitre 11

Extensions génériques

Dans tout ce chapitre, on considere un univers M qui satisfait ZF 4 AF,
qui est un ensemble transitif d'un univers U satisfaisant ZF 4 AF + AC. On
considere également un ensemble ordonné C, non vide, de I'univers M, dont
les éléments seront appelés conditions de forcing (ou, en abrégé, conditions).
Si p,q € C et p 2 g, on dira que la condition g est plus forte que p. Deux
conditions p, g sont dites compatibles s'il existe r € C tel que r < p et
r<gq.

Une partie X de C est dite saturée si, quel que soit p € X, toute condition
< p est aussi dans X. Elle est dite dense si, pour toute condition p, il existe
q € X, q < p. Hle est dite prédense si toute condition est compatible avec
au moins un élément de X.

Pour chaque partie A de C, soit A la plus petite partie saturée de C qui
contient A: A ={g € C; (3p € A)(p = ¢)}. I est clair que, si A est une
partie prédense de C, A est une partie dense saturée.

Une partie G de C qui est un objet de U (mais pas forcément de M) est
dite C-générique sur M si elle a les propriétés suivantes:

1.SipeG,geCetg = p,aosqg € G.
2.Si p,q € G, alors p et g sont compatibles.
3. Si X est une partie dense de C, qui est dans 'univers M, alors X NG # (.

Dans cette définition on peut remplacer la condition 3 par 'une des deux
conditions suivantes:

3. Si X est une partie prédense de C qui est dans M, alors X N G # {.
3”.Si X est une partie dense saturée de C qui est dans M, alors X NG # (.

123
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En effet, il est clair que 3 = 3 et 3 = 3”. D’autre part, si G satisfait les
conditions 1 et 3", soit X une partie prédense de C qui est dans M. Alors
X est une partie dense saturée de C qui est dans .M. Donc X NG # ¢ et il
existe p € G et une condition ¢ = p qui est dans X. D’aprés 1, ¢ € G et
donc X NG ##. Donc 3" = 3.

e SipeC,onap ¢ G si et seulement si p est incompatible avec un
élément de G.

La condition est suffisante d’apres 2. Inversement, si p ¢ G, soit X =
{g € C; g < p ou g est incompatible avec p}. Alors X est dense: en ef-
fet, si ¢ n'est pas incompatible avec p, il a un minorant commun avec p,
donc il a un minorant dans X. Evidemment X est dans M. Donc X NG # (.
Sig e XNG,onnapas g < p (sinon p € G). Donc g est incompatible
avec p.

e Si p,q € G, ils ont un minorant commun dans G.

Soit X = {r € C; r est incompatible avec p, our < p et r est incompatible
avec g, our < petr < g}. 1l est clair que X est dans M; de plus, X
est dense: en effet, soit r € C; si r est incompatible avec p, onar € X;
sinon on prend s € C, s <r, s < p. Sis est incompatible avec ¢, on a
s € X, donc r a un minorant dans X; si s est compatible avec ¢, on prend
teC,t <s,t <gq.Alorst est un minorant de r, et t < p, t < g. Donc
t € X. Donc, dans tous les cas, r a un minorant dans X.

1l en résulte que X NG # @; soit r € XN G. Alors r est compatible avec
petgpuisque p,g € G.Commer € X,onar < petr <gq.

C.Q.E.D.

On en déduit immédiatement :
o Toute partie finie de G a un minorant dans G.

Soit p € C. Une partie X de C est dite dense en dessous de p, si tout
minorant ¢ de p a un minorant dans X. On a alors:

e Si p € G, etsi X est une partie de C qui est dans M et qui est dense
en dessous de p, alors X N G # (.

En effet, soit Y la réunion de X et de I'ensemble des éléments de C incom-
patibles avec p. Y est dans M et est dense dans C: si g € C, ou bien il est
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incompatible avec p, donc dans Y, ou bien il a un minorant dans X. Donc
il existe py € Y N G. Comme py est compatible avec p, on a py € X.
C.Q.E.D.

Une partie X de C est appelée une antichaine si ses éléments sont deux
a deux incompatibles. Une antichaine maximale de C est une antichaine
qui n’est strictement contenue dans aucune antichaine de C'; autrement dit,
c’est une antichaine qui est prédense dans C.

Lemme 11.1. (Avec AC.) Toute partie dense de C contient une antichaine
maximale de C.

Soit D une partie dense de C. D’apres le théoreme de Zorn, 'ensemble
des antichaines de C, qui sont contenues dans D, a un élément maximal X ; si
p € C est incompatible avec chaque élément de X, on prendg € D, g < p,
et alors X U {g} est alors une antichaine C D, qui contredit la maximalité
de X. Donc X est une antichaine maximale de C.

C.Q.E.D.

Théoreme 11.2. (Avec AC.) Pour qu'une partie G de C soit C-générique sur
M, il faut et il suffit que:

i) Si p,q € G, alors p et g sont compatibles.

ii) Si X est, dans M, une antichaine maximale de C, alors X NG # (.

En effet, ces deux conditions sont évidemment nécessaires. Inversement,
si elles sont vérifiées par une partie G de C, soient p € G, g € C tels
que g = p. Posons C, = {r € C; r incompatible avec g}, et soit X une
antichaine maximale de C; (lemme 11.1). Alors X U {g} est une antichaine
maximale de C, donc (X U{g}) NG # @, d’apres (ii). Or X NG = ( d’apres
(i) : en effet, un élément de C incompatible avec g, l'est aussi avec p. Donc
q €G.

Soient maintenant D une partie dense de C, qui est dans M, et X C D
une antichaine maximale de C (lemme 11.1). D’apres (i), X N G est alors
non vide, et donc DN G # (.

C.Q.E.D.

Le théoreme suivant montre que, si D est une partie dense de C, qui
est dans M, les D-génériques sur M correspondent canoniquement aux C-
génériques sur M.

Théoreme 11.3. Soit D une partie dense de C qui est dans M. Si G est C-
générique sur M, alors G N D est D-générique sur M. Inversement, si H est

D-générique sur M, il existe un C-générique G sur M et un seul tel que
H=GND;onaG={pe C; (g € H)(p = q)}.
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Soit G un C-générique sur M. Alors H = G N D est D-générique. En

effet:

SipeGNDetsige D, g = p,aorsqg e GND.

Sip,ge GND,ilexister € C, r < p, r < g. Comme D est dense dans
C, il existe s € D, s <r; cela montre que p, g sont compatibles dans D.
Si E est une partie dense de D qui est dans M, alors E est dense dans C,
donc GNE #@, et comme EC D,onaGNDNE #@.

OnadeplusG={peC; 3g € H)(p = q)}: eneffet, siqg € H
et p = g on a évidlemment p € G. Inversement, si p € G, 'ensemble
X ={q € D; g < p} est une partie de C qui est évidemment dense en
dessous de p. Il en résulte, comme on I'a montré ci-dessus, que GN X # (.
llexiste doncqg e GND = H tel que g < p.

Soit maintenant H un D-générique quelconque sur M ; on pose G =
{peC; (g € H)(p = q)}, et on vérifie que G est C-générique sur M :
-SipeGetsip = p,aors p € G: évident.

-Sip,peGonaq,q € H p=gq, p =q.0rq,q sont compatibles
dans D, donc p, p’ sont compatibles.

- Soit E une partie dense saturée de C qui est dans M. Alors £ N D est
dense dans D: carsi pe D,onag € E, g <p,etre D, r <gq (car E et
D sont denses) donc r € E (car E est saturée).

Donc (END)NH # @, cCest-a-dire E N H # @, et donc ENG # 0,
puisque G D H.

1l reste a vérifier que H = G N D; évidemment H C G N D. D'autre
partsi p e GN D, etsi p ¢ H, p est incompatible avec un élément de H
(puisque H est D-générique sur M) donc avec un élément de G, ce qui est
impossible car p € G.

C.Q.E.D.

Un atome de 'ensemble ordonné C est, par définition, un élément de C
dont tous les minorants sont deux a deux compatibles.

Un C-générique G sur M est dit trivial s'il est dans I'univers M. Le
théoreme suivant caractérise les ensembles génériques triviaux.

Théoreme 11.4. Pour qu'un C-générique G sur M soit trivial, il faut et il
suffit qu'il existe un atome py de C, tel que py € G. Ona alors G ={p € C;
p compatible avec py).

Soit py un atome de C; si p, g € C sont compatibles avec py, alors p et g
sont compatibles: il existe, eneffet, r,s € C,r < p,r < py,s <q,5 < po;r
ets étant deux minorants de py sont compatibles. Or tout minorant commun
de r et s est un minorant commun de p et q.
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Soient py un atome de C, et G = {p € C; p compatible avec py};
alors G est C-générique sur M: en effet, la condition 1 de définition des
génériques est évidemment satisfaite. Si p, g € G, ils sont compatibles avec
Po, donc compatibles entre eux. Enfin si X est une partie dense de C, il
existe p € X, p < pp. Donc p € X NG.

Soient maintenant py un atome de C, et G un C-générique sur M tel
que py € G. Si p € G, p est donc compatible avec py. Inversement, soient
p € C compatible avec py, et ¢ € G; alors p et g sont compatibles avec py,
donc sont compatibles. Puisque p est compatible avec tout élément de G,
ona p € G (cf. page 124). Donc G = {p € C; p compatible avec py}.

Soit enfin G un ensemble C-générique sur M, qui est dans M. On pose
X = C ~ G; X est une partie de C qui est dans M et ne rencontre pas G.
X n’est donc pas dense dans C; d’out un élément p; de C qui n’a aucun
minorant dans X. Par suite tout minorant de p; est dans G, ce qui montre
que les minorants de p, sont deux a deux compatibles. Donc py est un
atome, et py € G.

C.Q.E.D.

Les ensembles de conditions que nous considérons dans la suite n’auront,
en général, aucun atome. Il n’existera alors pas de C-générique trivial sur M.

Le théoreme tres simple suivant donne une condition suffisante pour
qu’il existe, dans U, un C-générique sur M. Rappelons que 'on suppose
que U satisfait AC.

Théoreme 11.5. Si l'ensemble des parties denses de C qui sont dans M est
dénombrable dans U, alors pour chaque p € C, il existe, dans U, un C-
générique G sur M tel que p € G.

Soit (X},)new Une énumération de 1'ensemble des parties denses de C qui
sont dans M (cette fonction étant dans I'univers U). Soit f : P(C)~{J} — C
une fonction de choix sur C. On définit par induction une suite décroissante
(Pn)new d’éléments de C':

Po = P; Pn+1 = l'élément distingué par f dans I'ensemble des minorants
de p, qui appartiennent a X, (il est non vide puisque X,, est dense).

Onadoncp=py=2p1 =2... 2 p, = ... et py1 € X, pour tout
n € w.Onpose alors G = {g € C; (3n € w)(g = pn)} et on vérifie
que G est C-générique sur M. La condition 1 est évidemment satisfaite. Si
q,9' € G,onagq = p,, ¢ = pu, et, par exemple, m = n. Alors p,, est un
minorant commun de ¢, ¢’. Si X est une partie dense de C qui est dans M,
ona X = X, pour unn et p,4+1 € X, N G. Enfin il est clair que p € G.

C.Q.E.D.
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L’hypothese du théoreme précédent est évidemment satisfaite lorsque
M est un ensemble dénombrable de U. Une méthode pour réaliser cette
situation est donnée par le théoreme 10.1.

Applications contractantes

Le présent paragraphe constitue une digression. On y démontre un résultat
simple de théorie des ensembles (sans axiome de fondation ni axiome du
choix) indispensable pour la suite.

Soit R une relation binaire sur un ensemble A; elle est dite bien fondée
si, quelle que soit la partie X non vide de A, il existe x € X tel que (Vy € X)
non R(y, x).

Une application ¢, de domaine A, est dite contractante (pour R) si pour
toutx € Aona¢g(x) ={p(y); y € Aet R(y, x)}. Il est évident que 'image
de ¢ est alors un ensemble transitif.

Théoreme 11.6. Si R est une relation bien fondée sur A, il existe une appli-
cation contractante pour R et une seule.

Unicité: Soient ¢, ¥ deux applications contractantes distinctes, et X =
{x € A; ¢(x) # Y(x)}. Puisque ¢ # i, on a X # J; comme R est
bien fondée, il existe donc xy € X tel que (Vy € X) non R(y, xp). On a
¢ (x0) # ¥ (xp), et donc, par exemple, il existe a € ¢(xp), a ¢ ¥ (xp). Comme
¢ est contractante, et a € ¢(x), il existe y € A tel que R(y, xo) etp(y) = a.
Par définition de xy, ona y ¢ X, donc ¢(y) = ¥(y) = a. Comme  est
contractante et que R(y, xp) est vrai, on a ¥(y) € ¥(xp), donc a € ¥ (xp).
Contradiction.

Existence: Une partie Z de A sera dite R-transitive si, quels que soient
x € Aety € Z tels que R(x,y),onax € Z. 1l est clair que, si ¢ est une
fonction contractante sur A, alors la fonction ¢ [ Z est contractante sur Z.
Par ailleurs, si Z, Z' sont deux parties R-transitives de A, Z N Z’ I'est aussi.
Si ¢, ¢’ sont respectivement contractantes sur Z, Z’, alors ¢ " (Z N Z') et
¢’ [ (ZN Z') sont toutes deux contractantes sur Z N Z' donc sont égales,
d’apres 1'unicité.

Soit @ la réunion de toutes les fonctions contractantes définies sur des
parties R-transitives de A (celles pour lesquelles il existe une fonction con-
tractante). D’apres la remarque qui précede, ® est une fonction. 1l est clair
que cette fonction est contractante et que son domaine Y est une partie
R-transitive de A (réunion d'un ensemble de parties R-transitives de A). Y
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est donc la plus grande partie R-transitive de A sur laquelle il existe une
fonction contractante. Si Y = A, le théoreme est démontré.

SiY # A, soit X = A~Y.Comme R est une relation bien fondée, il
existe xp € X tel que (Vy € X) non R(y, xp). On définit alors une fonction
W de domaine Y U {xp} qui est un prolongement de ®, en posant W(xy) =
{®(y); y € A, R(y, xp)}. Cette définition a un sens, car si R(y, xp) on a
y €Y, donc ® est définie en y.

Alors W est une application contractante dont le domaine Y U {xp} est
une partie R-transitive de A qui contient strictement Y. Cela contredit la
définition de Y.

C.Q.E.D.

Définition du modele M[G]

Soient C un ensemble ordonné de I'univers M et G une partie de C, qui est
dans 'univers U, et qui est C-générique sur M. Sur ’ensemble M de U, on
définit, dans U, une relation binaire R en posant:

R(x,y) & 3p € G)((x, p) € y) quels que soient x, y € M.

Larelation R est alors bien fondée: si X C M, X # ¢, soit x un élément
de X de rang minimum. 1l est clair que si on a R(x, xo), alors rg(x) < rg(xp),
donc x ¢ X.

Soit ¢ I'application contractante pour R sur M. L'image de ¢ est un
ensemble transitif que 1'on désignera par M[G]. Dans la suite de ce chapitre
on montrera que M[G] satisfait les axiomes ZF + AF. Ce modele M[G] est
appelé extension générique de M. Notons tout de suite certaines propriétés
de M[G]:

o M[G] D M.

On définit, dans l'univers M, une relation fonctionnelle notée y = x, par
induction sur le rang de x, en posant:
x={0,p); yexetpeCh

Soit .M I'ensemble des & pour x € M (c’est donc une collection dans
l’Enivers M).

M est une partie R-transitive de M : car si I'on a R(u, x) alors (i, p) € x

pour un certain p € G; par définition de X, on a donc u = y avec y € x.
On en déduit que, pour x, y € M:

*) y€x < R, X).

La relation fonctionnelle y = X est une bijection de M sur M: en ef-
fet, si xp # x;, onay € xo, y ¢ x1 (par exemple), donc R(y, Xy) et non
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R(y, x1) : donc Xy # Xx;. L'application X + x est donc une bijection de M
sur M. Elle est contractante pour R sur M: car, d’apres (x), x = {y € M;
R(y, X)}. Comme M est une partie R-transitive de M, cette application est
donc ¢ [\M\. On a donc ¢(X) = x pour tout x € M, ce qui montre que
M C M[G].

o G e MG]
On pose I' = {(p,q); p,q € C, g < p}. On a évidemment I' € M. On
montre que ¢(I') = G:si p € G, (p, p) €' et on adonc R(p, I'). Comme
¢ est contractante pour R, on a ¢(p) € ¢(I'), donc p € ¢p(I').

Inversement, soit y € ¢(I"). 1l existe donc z € M, tel que ¢(z) = y et
R(z,T).Onadonc (z,gq) € I', avec g € G. Par définition de I'", on en déduit
quez=p,avecpeC, p=gq;doncpeG.Onay=e¢(z) =¢(p) =p.
Donc y € G.

e Quel que soit x € M, on a rg(¢(x)) < rg(x).
En effet, il est clair que R(y, x) = rg(y) < rg(x). Soit alors x un élément de
M de rang minimum tel que rg(¢(x)) > rg(x) s’il en existe. On a ¢p(x) =
{6(y); y € M, R(y, x)}. Pour tout élément ¢(y) de ¢(x) on a rg(¢(y)) <
rg(y) puisque rg(y) < rg(x). Donc rg(¢(y)) < rg(x), ce qui montre que
rg(¢(x)) <rg(x) contrairement a I'’hypothese.

e Un ordinal est dans M[G] si et seulement s'il est dans M.

Soit en effet « un ordinal, « € M[G]. On a ¢ = ¢(x), x € M. Donc
rg(o) <rg(x) e M. Orrgle) =a+1,donca+1 e M, etx € M.

o M|G] satisfait les axiomes dextensionnalité, de fondation et de l'infini.
En effet, M[G] est un ensemble transitif, et w € M[G].

o M[G] satisfait l'axiome de la somme.

Comme M[G] est 'image de la fonction contractante ¢, nous devons mon-
trer que, si ¢a est un élément quelconque de M[G] (a € M), il existe b € M
tel que ¢b soit la réunion des éléments de ¢a. On pose:

b={(y,r);yeMreC 3p,qg=r)3x € M(x, p) €aet(y,q) €x]}.

L'ensemble b est défini dans .M par le schéma de compréhension, puis-
qu'il est évidemment contenu dans Cl(a) x C (Cl(a) étant la cloture transitive
de a). On montre que ¢b = _pa.

Soit ¢v un élément quelconque de ¢b (comme 'image M[G] de ¢ est
un ensemble transitif, tout élément de ¢b est de la forme ¢v, avec v € M).
Comme la fonction ¢ est contractante pour la relation R, et que ¢v € ¢b,
il existe y € M tel que ¢pv = ¢y et R(y, b); d'oll un élément r de G tel



Chapitre 11. Extensions génériques 131

que (y, r) € b. Par définition de b, il existe donc p,q = r (donc p, g € G)
etx € M, tels que (x, p) € a et (y,q) € x. On a donc R(x,a) et R(y, x),
d'olt px € pa et gy € ¢x, soit ¢y € | Jpa. Comme ¢pv = ¢y, on a bien
ov € Jda.

Inversement, soit ¢pv (v € M) un élément quelconque de U¢a. 1l existe
donc u € M tel que ¢u € ¢a et pv € pu. Comme ¢ est contractante et que
¢u € ¢a, il existe x € M tel que pu = ¢px et R(x, a); d'ot1 un élément p de
G tel que (x, p) € a.

Comme ¢v € ¢u, et pu = ¢x, on a v € ¢x. 1l existe donc y € M tel que
¢v = ¢y, et R(y, x); dou l'existence de g € G tel que (y, g) € x. Comme
p.q € G,ilexister € G, r < p, q. Par définition de b, on a alors (y, r) € b.
Comme r € G, on en déduit R(y, b), donc ¢y € ¢b, et on a finalement

dv € ¢b.

Définition du forcing

Soient M un modele de ZF + AF, et C un ensemble ordonné de M. On se
propose d’écrire quatre énoncés, a parametres dans M (en fait, le seul para-
metre sera 'ensemble C muni de son ordre), a trois variables libres p, x, y
(p varie dans 'ensemble C, x et y dans M tout entier) notés respectivement :

prFxey, pl-x¢y, pkx#y, pkx=Yy
de facon que les propriétés suivantes soient vraies dans M:
L. pkxey<s @ =pIz(z,r)eyetpl-z=x];

2. pFX#£y &
@r = p)Az[((z,r) eyetpl-z7¢Xx)ou((z,r) Exetpl-z¢Vy)];

3 pFx¢y<s (Vg <p)qltxcey);

4 prx=y<+ (Vg <p)gWx#y).
Le symbole I se lit «force». L'énoncé g I+ x € y (resp. g I+ X # y) est la
négationde g I-x € y (resp. g - x £ Y).

En supposant ces quatre énoncés écrits, satisfaisant 1, 2, 3, 4, désignons

respectivement par ®(x, y), V(x, y), ¥'(x, y), ¥'(x, y) les ensembles sui-
vants:

{peC; plrxeyl, {peC; plrx #Y},
{peC; px ¢yl {peC; prx=y}
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11 est clair que le probleme revient a définir les quatre relations fonction-
nelles ®, W, &', ¥'. Or la condition 3 (resp. 4) est une définition explicite de
@'(x, y) (resp. ¥'(x, y)) en fonction de ®(x, y) (resp. W(x, y)). Il en résulte
que les conditions 1 et 2 peuvent s’écrire:

Q(x, y) = Elx, y, W {(z, x); 18(z) <18(»)}]
W(x,y) = Flx,y, ®[{(z, x); 18(2) <18} U{(z, y); 18(2) <18(x)}],
ou E(x,y,z) et F(x,y,z) sont des relations fonctionnelles explicitement
écrites.

Désignons par €2(x, y) le couple (®(x, y), ¥(x, y)). Les deux conditions
ci-dessus peuvent s'écrire:

(o) Q2(x, y) = Jlx, y, [ {(z, x) ; 18(2) <18(}UL(z, ¥); 18(2) <18(X0)}]
J(x, y, z) étant une relation fonctionnelle connue.

On pose p(x,y) = (rg(x) Urg(y), rg(x) Nrg(y)); p est une relation
fonctionnelle a deux arguments, partout définie sur .M, dont 'image est la
collection A des couples d’ordinaux (¢, 8) tels que o = B. Sur A on a une
relation de bon ordre, si on pose:

@,B)<@p)ed <aou(@=aetf <p).
La condition (xx) ci-dessus, qu'on impose a €2, peut alors s’écrire:

Q(x, y) = Hlx, y, QI {(x", y); p(', ¥) < plx, )}

H(x,y,7) étant une relation fonctionnelle connue. 1l est clair que cette
condition est une définition de €2(x, y) par induction sur p(x, y) (o(x, y)
décrivant la collection bien ordonnée A: voir chapitre 2, page 26).

Il en résulte qu’il y a une facon et une seule (a une équivalence pres)
d’écrire les quatre énoncés p Fx €y, pl-X #y, plEx ¢y, plFx =Y,
de facon a satisfaire les conditions 1, 2, 3, 4, et le probleme posé page 131
est ainsi résolu.

Considérons un énoncé E(x1, ..., X,) sans parametre, que 1'on suppose
écrit au moyen des seuls connecteurs logiques: ou, non, 3, a partir d’énoncés
atomiques dutype x € y, x # y ('énoncé «x = y » n’est donc pas atomique,
il s'écrit «non x # y»). On lui associe un énoncé E’(p, x1, ..., X,) qui a une
variable libre p de plus, et qui sera noté p I+ E(xy, ..., X,). On le définit
par induction (au sens intuitif) sur la longueur de E':

e si E estdelaforme x € y, x # y,1'énoncé p I E(x, y) est déja écrit;

o si E(xy,...,xy) est«F(xy,...,x,) ouF'(xq,...,x,)» 'énoncé
plEX,....,xXxy) estepl- F(xy,...,x)oupl-F(xg,...,x)»;
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® si E(xi,...,x,) est F(x,x, ..., x,), I'énoncé p = E(xy, ..., X,)
est x[p - F(x, x1,...,%,)];

e si E(xp,...,x,) est«non F(xq,...,x,)»'énoncé p I+ E(xy, ..., X,)
est«peCet(VgeOlg <p=gqglW F(x,...,Xx,)]» (rappelons
que g ¥+ F(x, ..., Xx,) estlanégation de g I+ F (X, ..., Xn)).

11 est clair que, dans I'énoncé p I+ E(Xx, ..., X,), la variable p est res-
treinte a 'ensemble C (C’est-a-dire que p I~ E(x1,...,Xx,) = p € C est
toyjours vrai dans M).

Sia,...,a, sont des objets de M, on note p I+ E(ai, ..., a,) 'énoncé
clos, dont les parametres sont ay, . . . , a,, obtenu en substituant a; a x; (pour
1 <i <n)dans!l'énoncé p I+ E(x1, ..., X,).

Lemme 11.7. Soient p,q € C telsque g < p. Si p v E(ai, ..., ay), alors
q - E(a,...,a).

D’apres la définition du forcing, c’est évident lorsque E(a;, . .., a,) s'écrit
non F(ay,...,a,). Cest, en particulier, vrai lorsque E s’écrit a ¢ b, ou
a=nh.

On montre le résultat cherché par induction (au sens intuitif) sur la lon-
gueur de E. Les cas ou E s'écrit « F ou F'», «3x F » sont immédiats. 1l reste
donc a étudier le cas des énoncés atomiques.
Siplace b, on a (condition 1, page 131) p I-c =a et (c,r) € b pour un
rzpetunce M Sig < p onavuquegq I-c=a (car c =a est «<non
¢ # a»); comme r = ¢, la méme condition 1 montre que g I-a € b.
Si p I a # b, dapres la condition 2, on a, par exemple p I- ¢ ¢ b et
(c,r)eapourunr > petunc e M. Sig < p,onavuqueq I-¢ ¢ b;
comme r > g, la condition 2 montre alors que g - a # b.

C.Q.E.D.

On vérifie immédiatement que:

e L'énoncé p - VxE(x,ai, ..., a,) équivaut a
Vx(Vg < p)@r <g@)lr - E(x, a1, ..., an));

e Lénoncé p I+ E(ay,...,ay) et E'(ay, ..., ay)] équivaut a
Mg <p@Er<g@lr-E@,....,ay) etr - E'(ay,...,a,)]

En effet, en écrivant « E et E’ » sous la forme «non (non £ ou non E’) », et
en appliquant la définition du forcing, on trouve 1'énoncé:

() VMg <pl@Er<q@)(r-E)et @ <q)( IF E)].



134 Deuxiéme partie: Forcing

11 reste a montrer que cet énoncé implique:

Mg <p@Er<glr-Eetri-FE].

Or si I'énoncé (x) est vrai, et si ¢ < p, il existe v’ < g tel que r’ - E’;
comme ' < p, toujours d’apres (x), il existe r < r’ tel que r I~ E; on a
encore r I E’ (lemme 11.7) etdoncr <gq, r - Eetr I+ E'.

C.Q.E.D.

Lemme 11.8. i) Quels que soient pe Cetac M, ona p l-a =&._
i) Quels que soient p € C eta,b € M, si (a, p) €b alors p -a € b.

i) Preuve par induction sur 1g(a); si p ¥ a = a, il existeg < p, q I+
a # a (condition 4, page 131); d’ol1 un élément b de M tel que g I~ b ¢ a,
et (b,r) € a avec r = g (condition 2, page 131). Donc rg(h) < rg(a) et
q - b=>b (hypothese d’induction). Comme (b,r) € a, ona g I+ bea
(condition 1, page 131) ce qui contredit g I+~ b ¢ a (condition 3, page 131).
ii)Onapl-a=a,et(a,p) eb,doncpl-ac b (condition 1, page 131).
C.Q.E.D.

Lemme de vérité et axiomes de ZF

Soit G un ensemble de U, qui est C-générique sur M (on rappelle que U est
un univers qui satisfait ZF + AF + AC, et M un univers satisfaisant ZF + AF
qui est un ensemble transitif de U). A la page 129, on a défini I'ensemble
M[G], image de M par I'application contractante pour la relation binaire R
sur M.

Dans toute la suite, sauf indication contraire, tous les énoncés (a parame-
tres dans M) seront considérés comme interprétés dans .M ; on écrira donc
simplement p I+ E(a, ..., a,) pour dire que I'énoncé p I+ E(a, ..., a,)
est vrai dans M.

Lemme 11.9. Pour chaque énoncé E(ai, ..., a,), clos, a parameétres dans M,
ilexiste pe G telque p v E(ay,...,a,) ou pl-non E(a, ..., ap).

En effet, {p € C; p I E ou p I non E} est une partie de C qui est
dans M. Elle est dense dans C': car si p € C, ou bien p I+ non E, ou bien
(39 < p)(g I+ E) (par définition de « p I+ non E»). Il en résulte que cette
partie de C rencontre G.

C.Q.E.D.

Lemme 11.10. Sia,b e M,ona¢a € pb < 3p e G)(p-a € l;_)
etpa = ¢ob < (Ap € G)(p I-a #b).
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On le montre par induction sur p(a, b) = (rg(a) U rg(b), rg(a) Nrg(b))
qui décrit la collection bien ordonnée A (voir page 132).

Si ¢pa € ¢b, il existe ¢ € M tel que pa = ¢c et R(c, b) (puisque ¢ est
contractante pour R). Par définition de R, il existe ¢ € G tel que (c, q) € b.
D’autre part, d’apres le lemme 11.9, il existe r € G tel que r - ¢ = a ou
r I+ ¢ # a. Comme rg(c) < rg(h), on a p(c, a) < p(a, b). Donc (hypothese
d’induction) si r I ¢ # a, on a ¢a # ¢c, ce qui est faux. Il en résulte que
r - ¢ =a. Comme g,r € G, il existe p € G, p < g, r (page 124). Alors
p - ¢ = a (lemme 11.7) et (c,q) € b avec ¢ = p. Donc (condition 1,
page 131) p -a € b.

Siplraebavecp e Goonapl-a =cet(c,qg) € b pour un
q = p (condition 1, page 131). On a rg(c) < rg(h), donc p(a, ¢) < p(a, b);
si ¢a # ¢c, par hypothese d’'induction, il existe r € G, r I+ a # ¢. Mais r est
alors compatible avec p, ce qui contredit p I+ a = ¢. On a donc ¢a = ¢c.
Comme p € Getgq = ponag € G. Donc on a R(c, b) et, par suite,
¢c € ¢pb (¢ est contractante). Donc ¢a € ¢b.

Si ¢pa # ¢b, comme ¢ est contractante pour R, il existe, par exemple,
¢ € M tel que R(c,a) et ¢c ¢ ¢b. On a donc (¢,q) € a pour un g € G.
D’autre part, d’apres le lemme 11.9, il existe r € G, tel que r I+ ¢ ¢ b ou
r I+ ¢ € b. Comme rg(c) < rg(a), ona p(c, b) < p(a, b); donc, sir I- ¢ € b,
on a (hypothése d’induction) ¢c € ¢b, ce qui est faux. Il en résulte que
ri-cé¢b.

Onagq,r € G, et il existe donc p € G tel que p < g, p < r. Alors
pl-c¢bet(c,q) €a,q> p. Dapres la condition 2, page 131, on a donc
pl-a#b.

Sipla# b avec p € G, on a, par exemple, d’apres la condition 2,
page 131: p - ¢ ¢ bet (c,q) € a pour ung > p. Onadonc g € G, et
rg(c) < rg(a) d'ou p(c, b) < p(a, b); si pc € ¢b, par hypothese d’'induction,
ilexister € G,r I ¢ € b. Mais r est alors compatible avec p, ce qui contredit
p - ¢ ¢ b. Onadonc ¢c ¢ ¢pb. Comme g € G et (c,q) € a, on a R(c, a),
et donc ¢c € ¢pa (¢ est contractante). Donc ¢pa 7# ¢b.

C.Q.E.D.

Le théoreme suivant exprime une propriété fondamentale du forcing,
sans cesse utilisée dans toute la suite.

Théoreme 11.11 (Lemme de vérité). Soit E(xy, ..., X,) un énoncé sans pa-
rametre, et soient ai, . .., a, € M. Alors E(¢ai, ..., ¢pay) est vrai dans M[G]

si et seulement s'il existe p € G tel que p - E(a, ..., a,) soit vrai dans M.
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On le montre par induction, au sens intuitif, sur la longueur de I'énoncé
E(x,...,x,) (supposé écrit a partir d'énoncés atomiques de la forme x € y,
x #y).

Si I'énoncé E est atomique, le résultat est donné par le lemme 11.10.

Si E(x1,...,x,) est « F(xy,...,x,) ou F/(x1, ..., Xx,)»: sUpposons que
E(¢ay, ..., ¢a,) soit vrai dans M[G]; alors, par exemple, F(¢ay, ..., pa,)
est vrai dans M[G]. Par hypothése d’'induction, il existe p € G tel que
p+-F(a,...,a,);donc p - E(a,...,a,).

Inversement, s’il existe p € G tel que p I+ E(a,...,a,), alors on
a, par exemple, p I+ F(ai,...,ay), et, par suite, (hypothese d’induction)
F(pay, ..., ¢a,) est vrai dans M[G]; donc aussi E(¢ay, ..., pay,).

SiE(x,...,x,)estIxF(x,xi,...,Xx,):supposons E(¢ay, ..., ¢pa,) vrai
dans M[G]. Comme M[G] est, par définition, I'image de ¢, il existe a € M
tel que F(¢a, ¢ay, . .., ¢a,) soit vrai dans M[G]. Par hypothese d'induction,
il existe donc p € G tel que p I+ F(a,a,...,a,); il en résulte que p I+
AxF(x,ay,...,a,).

Inversement, s’il existe p € G tel que p I+ IxF(x,ai, ..., a,), alors il
existea € M tel que p - F(a,ay, ..., a,). Donc (hypothese d’induction)
F(¢a, ¢ai, ..., ¢pa,) est vrai dans M[G]; donc aussi E(¢ay, ..., ¢a,).

Si E(xy,...,X,) est «non F(xi,...,x,)»: supposons E(¢ay, ..., pa,)
vrai dans M[G]. D’'apres le lemme 11.9, il existe p € G, p I+ F(ai, ..., a,)
ou p l-non F(ai,...,a,).

Si on est dans le premier cas, par hypothese d'induction, F(¢ay, ..., ¢a,)
est vrai dans M[G], et on a une contradiction. Il en résulte que p € G et
plFnon F(ay,...,a,).

Inversement, soit p € G, tel que p I+ non F(ay,...,a,); on a donc
q W F(ay,...,a,), quel que soit g < p. Si F(¢ay, ..., pa,) était vrai dans
M[G], d’apres I'hypothese d’'induction, il existerait p’ € G tel que p’ I+
F(ai,...,a,). Comme p, p’ € G, ils ont un minorant commun ¢, et on a
q<pgqlFy,...,a,), cequiest une contradiction. Donc M[G] satisfait
non F(¢a, ..., ¢a,).

C.Q.E.D.

Dans la suite, nous utiliserons la notation suivante :

p - El,...,a, l;l, ...,l;l) (dans laquelle E(x1, ..., Xk, Y1, .-, Y1)
est un énoncé sans parametre, p € C, etay, ..., a, by, ..., b € M), aulieu
de:

pI-E@,...,¢0, b, ...,b) avec ¢y = a, ..., ck = a (voir la défini-
tion de ¢; a la page 129).
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Comme ¢a; = a;, on a d’apres le lemme de vérité:

e Pour que E(ay, ...,ak, dbi, ..., ¢by) soit vrai dans M[G], il faut et
il suffit qu'il existe p € G tel que l'énoncé p ~ E(ay, ..., ax, l;l, cen, l;l) soit
vrai dans M.

Théoreme 11.12. M[G] satisfait les axiomes de ZF + AF.

On I'a déja montré pour les axiomes d’extensionnalité, de fondation, de
la somme et de I'infini.

o Axiome de l'ensemble des parties.

Soit ¢a un élément quelconque de M[G] (@ € M). On pose @’ = {(x, p);
peC, (Aqg=p)(x,q) €al,ethb=P(a@)xC (ou P(a’) désigne I'ensemble
des parties de @’ dans .M). On montre que ¢b est 'ensemble des parties de
¢a qui sont dans M[G].

En effet, soit ¢u un élément quelconque de ¢b; ona donc v € M, ¢u =
¢v et R(v, b); il existe donc r € G tel que (v, r) € b. Par définition de b, on
a donc v C @'. On montre que ¢pv C ¢a (ce qui donne ¢u C ¢a, qui est le
résultat cherché): en effet, si ¢x € ¢v, on a px = ¢y et R(y, v), et il existe
(y,p) € vavec p e G. Comme v Cd,ona(y,p) €d,donc (y,q) €a
avec ¢ =z p. On a donc g € G, donc R(y, a), ce qui donne ¢y € ¢a, d'ou
¢x € ¢a.

Inversement, soit ¢u un sous-ensemble de ¢a, qui est dans M[G]. On
pose v ={(x,p) €d’; p I x € u}. Comme v C d, on a (v, p) € b pour
tout p € C, donc R(v, b). 1l en résulte que ¢v € ¢pb. On montre ci-dessous
que ¢u = ¢v, ce qui donne ¢u € ¢b, qui est le résultat voulu.

Soit ¢y € ¢v; il existe donc x € M tel que ¢y = ¢px et R(x, v); il existe
donc p € G tel que (x, p) € v. Par définition de v, on a p I+ x € u. Donc
¢x € pu (lemme de vérité), d’'ol1 ¢y € ¢u.

Inversement soit ¢y € ¢u. Comme ¢u C ¢a, on a ¢y € ¢a; d'ou1 un
élément x de M tel que px = ¢y et R(x,a); on a donc (x, qg) € a avec
q € G. Par ailleurs, on a ¢x € ¢u et, d'apres le lemme de vérité, il existe
doncr €e Gtelquer I x € u. Soit p € G, p < g,r;ona (x,p) € d
(puisque p < g), et p I+ X € u (puisque p < r). Par définition de v, on a
donc (x, p) € v. Comme p € G, on en déduit R(x, v), et donc ¢x € ¢v,
d’ou1 finalement ¢y € ¢v.

e Schéma de remplacement.

Soient ¢a un élément quelconque de M[G], et E(x,y, ¢ay, ..., ¢a;) un
énoncé a parametres ¢ay, .. ., ¢a; dans M[G] (@, a, ..., ax € M) qui, in-
terprété dans M[G], définit une relation fonctionnelle. Soit B 1'ensemble
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(dans U) des images des éléments de ¢a par cette relation fonctionnelle. 11
s'agit de trouver b € M tel que ¢b = B. Pour chaque u € M et p € C,
désignons par F(u, p) I'ensemble des v € M de rang minimum tels que
p-E@W,v,a,...,a). F est donc, dans M, une relation fonctionnelle a
deux arguments. On pose alors

b={w,p); veM, peC, u@g = p)lu,q) €aetve Fu,p)l};

b est bien un ensemble de M: car, si (4, q) € a, alors u € Cl(a), et, par
suite, b C | f{F(u, p) xC; p € C, u € Cl(a)}.

Soit ¢v un élément quelconque de ¢b; il existe donc vy € M tel que
¢v = ¢vy et R(vp, b). On a donc (v, p) € b pour un certain p € G. Par
définition de b, il existe u € M, g = p tels que (u,q) €aetvy € F(u, p);
comme (&, q) € aetq € G (puisque g = p), ona R(u, a), et donc ¢u € ¢a.

D’autre part, comme vy € F(u, p), ona p I+ E(u, v, ai,...,adx), par
définition de F'; donc (lemme de vérité) I'énoncé E(pu, pvg, ¢ai, ..., pay)
est vrai dans M[G]. Comme ¢u € ¢a, on voit que ¢vy € B; donc ¢pv € B.

Inversement, soit ¢t un élément quelconque de B il existe donc ¢u € ¢a
(u € M) tel que E(¢u, ¢t, pay, ..., ¢pay) soit vrai dans M[G]. Comme ¢u €
¢a, il existe up € M tel que puy = ¢pu et R(up,a); on a donc (up, q) € a
avec g € G. Dautre part, M[G] satisfait E(¢uo, ¢t, ¢pa, ..., ¢ax), et il
existe donc r € G, r I+ E(ug,t,ay,...,a). Soit p € G, p < q,r; on a
donc p I E(i, t, ay, ..., a), ce qui montre que F(ug, p) # ?.

Soit v € F(uo, p); on a (up,q) € a et g = p, ce qui montre, par
définition de b, que (v, p) € b. Comme p € G, on a R(v,b), et donc
¢v € ¢b. Mais v € F(uy, p), donc p I+ E(uy,v,ai,...,a). Dapres
le lemme de vérité, I'énoncé E(¢puy, v, pai, ..., ¢a;) est donc vrai dans
M[G]. Or M[G] satisfait aussi E(¢uy, ¢t, pay, ..., ¢pa;). Comme la rela-
tion E(x, y, ¢ai, ..., ¢pa;) est fonctionnelle dans M[G], on en déduit que
¢v = ¢t; or pv € Pb, et donc ¢t € ¢b.

C.Q.E.D.

Théoreme 11.13. M et M[G] ont les mémes ordinaux.

Remarquons d’abord que, si N est un ensemble transitif de U, qui satis-
fait ZF (et donc aussi AF), les ordinaux de .V sont les ordinaux de U qui sont
dans V. En effet, soit « un ordinal de U, o € N. Alors o est évidemment,
dans N, un ensemble transitif, bien ordonné par €, donc est un ordinal de
M. Inversement, on a vu, page 91, que I'énoncé On(x) est q.u.b., et on a
donc On" (x) = On(x) (théoreme 8.4).
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Or on a montré, a la page 130, qu'un ordinal de U est dans M[G] si et
seulement s’il est dans M. D'ou le résultat voulu, puisque M et M[G] sont
des ensembles transitifs de U.

C.Q.E.D.

On a ainsi montré que M[G] est un modele transitif de ZF 4 AF, qui
contient M, a les mémes ordinaux que M, et que G € M[G] (page 130). On
a de plus

Théoreme 11.14. M[G] est le plus petit des ensembles transitifs N qui ont
les propriétés suivantes: N D M, G € N, N satisfait les axiomes de ZF.

Soit en effet & un ensemble transitif ayant ces propriétés, et soit ¢a
un élément quelconque de M[G] (@ € M); on pose b = Cl({a}) et r =
{(x,y) eb?; @p € G)((x, p) € y)}; r est donc la restriction de la relation
R a l'ensemble b qui est évidemment R-transitif. Comme N D M on a
b € N; comme G € N, on en déduit que r € N. Comme N satisfait les
axiomes de ZF, I'application contractante 1 de domaine b, pour la relation
r, appartient aussi a V. On a évidemment v = ¢ ["b et donc ¢ ['b € N. En
particulier ¢a € N ; comme ¢a était un élément quelconque de M[G], on
a bien &N D M[G].

C.Q.E.D.

Théoreme 11.15. Si M satisfait l'axiome du choix, il en est de méme pour
M[G].

Soit ¢pa un élément quelconque de M[G]. 1l suffit de trouver, dans M[G],
une surjection d'un ordinal sur un ensemble qui contient ¢a.

On pose b = Cl(a) ; d’apres I'axiome du choix dans <M, il existe dans M
une surjection f : o — b, @ étant un ordinal de M.

Soit r la restriction de la relation R al’ensemble b (qui est évidemment R-
transitif) ; on a donc r = {(x, y) € b*; 3p € G)((x, p) € y)}. L'application
Y = ¢ | b est I'application contractante de domaine » pour la relation r.
Comme r € M[G], on a donc ¥ € M[G].

On a Im(yr) D ¢a: en effet si pu € ¢a, il existe uy € M, Ppuy = ¢u et
R(uy, a); donc uy € Cl(a), soit uyg € Dom(yr) et Yuy = puy = ¢u. Donc
¢u € Im(yr).

Comme f est surjective de ¢ sur b, on voit que ¥ o f est une surjection
de o sur Im(y) D a.

C.Q.E.D.
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Forcing faible

On suppose, a partir de maintenant, qu'on a la propriété suivante: pour
chaque p € C, il existe dans U un C-générique G sur M tel que p € G. On
a vu (théoreme 11.5) que cette propriété est satisfaite lorsque 1'ensemble des
parties denses de C qui sont dans M est dénombrable dans U (condition
suffisante, mais non nécessaire) et donc bien entendu, lorsque M est un
ensemble dénombrable de U.

Tous les énoncés considérés sont supposés écrits a partir d’énoncés ato-
miques de la forme x € y,x # y, au moyen des connecteurs logiques ou,
non, 3.

Théoreme 11.16. On considere un énoncé sans parametre E(xy, ..., x,), tel
que Vxy ...V¥x, non E(xy, ..., x,) soit conséquence de ZF + AF. On a alors

dans M: (Vp € O\Vx; ... ¥x,[p I non E(xy, ..., %)

En effet, supposons quil existe p € C et ay, ..., a, dans M, tels que
p W non E(ay,...,a,). Alors, par définition du forcing, il existe g < p,
q F E(ai, ..., a,). Soit G un C-générique sur M tel que g € G. D’apres le
lemme de vérité, M[G] satisfait I'énoncé E(¢ay, ..., ¢ay), et cela contredit
le fait que Vx; ...Vx, non E(xy, ..., x,) est conséquence de ZF + AF.

C.Q.E.D.

Notons aussi la propriété suivante, qui est souvent utilisée:

e SiEy(x1, ..., Xn), ..., Ex(x1, ..., x,) sontdes énoncés dont la conjonc-
tion est contradictoire avec ZF + AF (c’est-a-dire si ZF + AF a pour consé-
quenceVx;y ...Vx, non [Ei(x1,...,x,) et...et Ex(x1,...,x,)]), alors, quels
que soient a, ...,a, € M, il nexiste aucun p € C tel que p I+ Ei(a,
ces@p)y .., pl-E(a, ..., ay).

En effet, s'il existe un tel p, on prend G, C-générique sur M, tel que
p € G. D'apres le lemme de vérité, on aurait dans M[G]: E1(¢ay, ..., ¢a,)
et...et Ex(¢ai, ..., ¢ay), ce qui contredit I'hypothese du théoreme.

C.Q.E.D.

e Ona p I+ non (A ou B) si et seulement si p I+ non A et p I~ non B.

En effet p I non (A ou B) si et seulement si (Vg < p)gq I (A ou B),
autrement dit (Vg < p)g W+ A et (Vg < p)q W B, ce qui est exactement
pl-non A et p I-non B.

e Ona p -nonnon F siet seulement si {g € C; q |- F} est dense en
dessous de p.

En effet p I- non non F s’écrit: (Vg < p)(Tr < q)(r I+ F).
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e Si l'énoncé Vx; ... Vx, F(x1, ..., Xxn) est conséquence de ZF + AF, alors,
quels que soient aj, ... ,a, € M, lensemble {q € C; q \+ F(ay, ...,a,)} est
dense dans C.

En effet Vx; ... Vx, nonnon F(xi, ..., x,) est conséquence de ZF + AF;
d’apres le théoreme 11.16, on a donc p I+ non non F(a, ..., a,) pour tout
peC.

L’ensemble considéré est donc dense en dessous de p, quel que soit p.

C.Q.E.D.

Le forcing n’est pas compatible avec la déduction, c’est-a-dire qu'il se
peut que £ = F soit conséquence de ZF+ AF, et que p I+ E, sans que
p |- F.Par exemple, sig < p,etb ={(a,q)},onagq l-a¢€ b (lemme 11.8),
et donc p I+ a ¢ b (condition 3, page 131). Mais p I+ a € b (condition 1,
page 131). Donc p I+ (a € boua ¢ b). Orl'énoncé @ =a = (a € b ou
a¢ l;) est, bien str, conséquence de ZF, et p I~ a = a (lemme 11.8).

On a toutefois:

e Si E = F est une conséquence de ZF + AF, et si p I+ E, alors p |+ non
non F.

En effet, 'ensemble {g € C; g I (non E) ou F} est dense dans C. Mais,
sig <petql-(non E) ou F, alors g I+ F': en effet p I+ E par hypothese,
donc ¢q I+ E, et on ne peut avoir g I+ non E.

Cela montre que {g € C; g I F} est dense en dessous de p.

C.Q.E.D.

L’énoncé p I-nonnon E(X1, ..., X,), c'est-a-dire (Vg < p)(Ar < g)[r I+
E(x,...,Xx,)], estnoté p I+* E(xy,...,X,), et se lit: « p force faiblement
EGo,....x)»

On a alors les propriétés suivantes (pour abréger, on omet d’écrire les
variables libres des énoncés considérés) :

. pE=pI-*E;

2. plknon E < p I non E;

3. pHEetF&pl- EetplH* F

4. p IF*VxE(x) < VYx[p IH* E(X)];

5. plF non E < (Vg € C)[g < p=nongq I+ E].

La propriété 1 est évidente sur les définitions.
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Dans 2, il reste amontrer: p Fnonnonnon £ = p I-non E. Or «p I+
non non non E» équivaut a (Vg < p)(Ir < ¢g)(r I+ non E); cela implique
que Vg < p)@r < q)(r ¥ E), et donc (Vg < p)(g I E), cest-a-dire p I+
non E.

Dans 3, on considere p IH* E et F, c’est-a-dire p IH* non (non £ ou non
F) qui équivaut donc a p I non (non E ounon F). 1l suffit alors d’appliquer
le résultat montré page 140 pour p I+ non (A ou B).

Dans 4, I'énoncé p I-* VxE(x), c’est-a-dire p I-* non Jx non E(x)
équivaut a p I+ non dx non E(x), ou encore a (Vg < p)Vx(gq I+ non E(x)),
soit encore Vx| p I+ non non E(x)].

Pour montrer 5, on remarque que si (Vg < p)(non g I+ E), alors on a
(Vg < p)(non g I+ E), et donc p I+ non E, c’est-a-dire p I-* non E.

Inversement, si p I-non E, on ne peut avoir ¢ < p et ¢ IF* E: on aurait
alors ¢ I- non non E et g I~ non E.

C.Q.E.D.

Le forcing faible est, lui, compatible avec la déduction:
e Si E = F est conséquence de ZF + AF et si p IF* E, alors p IH* F.

En effet, (non non E) = F est conséquence de ZF + AF, et p I non
non E; donc p I~ non non F (page 141).

Introduction de nouveaux symboles de relation

On se donne un nouveau symbole de relation S, a k arguments, et on consi-
dere un énoncé % (p, x1, ..., x;) a k+ 1 variables libres (écrit avec les seuls
symboles €, =), tel que dans l'univers .M on ait:

1. 2(p,x1,...,x) = peC;
2' E(psxls'-~axk) etq <p:>2(q5xlyaxk);

3.siplkxi=y,...,p kX =y et Z(p,x,...,x), aors il existe
q < ptel que X(q, y1, ..., Y-

On interprete alors le symbole S dans M[G] de la facon suivante: étant
donnés des éléments quelconques ¢ay, ..., par de M[G], on décide que
M[G] satisfait S(¢ay, . .., pai) si et seulement s'il existe p € G tel que M
satisfasse X (p, ay, ..., ai).

Grace aux conditions imposées a %, cette définition est bien cohérente:
supposons, en effet, que ¢a; = @by, ..., pax = @by, et S(pay, ..., pay). 11
existe donc po, p1,..., px € G tels que p; I+ a; = b, ..., pr - ay = bi
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(lemme de vérité) et X (pg, ai, .. ., ax). Soit p € G un minorant commun de
Do, P1,---, Px. Pour tout ¢ < p on adonc q I+ a; =by, ..., q I+ ax = by
et X(q,a,...,a;) (dapres 2). Donc, d’apres 3, pour tout g < p, il existe
r < gq tel que X(r, by, ..., by).

Cela montre que {r € C; X(r, b, ..., br)} est une partie de C, qui est
dans M et qui est dense en dessous de p. Comme p € G, il existe un tel r
dans G (page 124). On a donc S(¢b, . . ., Pby), ce qui est le résultat cherché.

Pour chaque énoncé E(xi, ..., x,) a n variables libres, sans parametre,
écrit avec les symboles €, =, S, on définit I'énoncé p I+ E(xy, ..., X,), qui
an + 1 variables libres: p, x1, ..., x,, et qui est écrit avec les seuls symboles

e, =

Cette définition se fait par induction (au sens intuitif) sur la longueur de
I'énoncé E, exactement comme a la page 132, avec une clause supplémen-
taire, correspondant au cas ol E est 'énoncé atomique S(xi, ..., xx):

e l'énoncé p I+ S(x, ..., Xx) est, par définition, X(p, x1, ..., Xk).

Le lemme 11.7 reste valable ; la démonstration est la méme, avec en plus,
le cas ot1l'énoncé E(ay, ..., a,) s'écrit S(ay, . . ., ax) : dans ce cas, le résultat
découle immédiatement de la condition 2.

Le lemme de vérité reste également valable; pour la démonstration, on

a seulement a considérer, en plus, le cas ou E(xy, ..., x,) est 'énoncé ato-
mique S(x1, ..., Xx); or, par définition, S(¢ay, ..., ¢ax) est vrai dans M[G]
si, et seulement s’il existe p € G, tel que X(p, ai, . .., ax) soit vrai dans M,

c'est-a-dire tel que p I~ S(ai, ..., ar). Le résultat est donc trivial dans ce
cas.

Théoreme 11.17. M[G] satisfait les axiomes de ZF(S).

11 suffit évidemment de considérer le schéma de remplacement, puisque
ce sont les seuls axiomes qui comportent le symbole S. La démonstration
faite page 137 reste valable, sans aucune modification.

A titre de premiere application, montrons le

Théoréme 11.18. On considere un nouveau symbole de relation M a un ar-
gument qu'on interprete dans M[G] par le sous-ensemble M. Alors M[G]
satisfait les axiomes de ZF(M).

Notons qu’en général, M n’est pas une collection dans M[G] (c’est-a-dire
n’est pas définie dans M[G] par un énoncé écrit avec €, =, a une variable
libre a parametres dans M[G]) ; dans ce cas le théoreéme serait évident.
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On définit dans M la relation X(p, x) par I'énoncé p € C et Ju(p I+
x = u) (rappelons que I'énoncé p I~ x = u est en fait 'énoncé p - x = v
avec v = it; cf. page 136).

Il est clair que 'on a: g < p et X(p, x) = X(q, x).
Siplkx =yetX(p,x)sont vrais dans M, ona p - x =u pour unu € M.
Comme y = u est conséquence de x =y, x =u, on en déduit p IH y =u
(page 142), c’est-a-dire p I+ y = u (car y = u est, en fait, «<non y # u»). Les
conditions 1, 2, 3, page 142 sont donc satisfaites. Par suite, si on définit M
dans M[G] par la condition:

M(¢pa) < (Ap € G)(I'énoncé X (p, a) est vrai dans M)
alors M[G] satisfait ZF(M).

Or, dans cette définition, le second membre équivaut a:

Ap e G)@Qu e M)(p IFa =u).

D’apres le lemme de vérité, (3p € G)(p I+ a = u) équivaut a ¢pa = u.
La définition de M s’écrit donc:

M(pa) < (Au € M)(pa = u)
et l'interprétation de M est donc le sous-ensemble M de M[G].

C.Q.E.D.

Théoreme 11.19. Soit E(ay, ...,a,) un énoncé clos a parametres dans M,
écrit avec les symboles €, =. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

i) E(ay,...,a,) est vrai dans M;

ii) pour tout p € C,ona p I+ EM(ay, ..., a,);

iii) il existe p € C tel que p I+~ EM(ay, ..., ap).

On montre d’abord que, s'il existe p € C tel que p I+ EMay, ..., ay),
alors E(ay, ..., a,) est vrai dans M : en effet, on prend un C-générique G
sur M tel que p € G; d’apres le lemme de vérité, EM(ay, ..., a,) est alors
vrai dans M[G], ce qui veut dire que E(ay, ..., a,) est vrai dans M.

On montre inversement, par induction (au sens intuitif) sur la longueur
de E, quesi E(ay, .. ., a,) est vrai dans M, tout p € C force EM(ay, ..., a,).

Si E est atomique, il est de la forme a € b, ou a # b.
Sia € b,ona (a, p) €betdonc p I-a € b pour tout p € C.
Sia # b, on a, par exemple, ¢ € a, ¢ ¢ b. En appliquant (iii) = (i) a '’énoncé
¢ € b, on voit quaucun p € C ne force ¢ € b. Par définition du forcing, cela
veut dire que p I ¢ ¢ b pour tout p € C. Comme ¢ € a, on a (¢, p) € a.
Par suite (condition 2, page 131), ona p I+ a # b.

Si E, de la forme «non F'», est vrai dans M, alors d’apres (iii) = (i), aucun
p € C ne force F. Donc tout p € C force E, par définition du forcing.
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Si E, de la forme « F' ou F’», est vrai dans M, alors, par exemple, F
est vrai dans M. Donc tout p € C force F (hypothese d’'induction), donc
aussi E.

Si E, de la forme «3x F'(x) », est vrai dans M, on a F(a) pour un élément
a de M. Donc (hypothese d’induction) p I+ F¥ (a) pour tout p € C. Or p I+
M(a), puisque p IFa =a. Onadonc (Vp € O)[p IF M(a) et p I+ FM(a)],
et par suite (Vp € C)[p I+ M(a) et F™(a)] (page 133). Donc p I~ 3x[M(x)
et FM(x)], Cest-a-dire p I+ EM.

C.Q.E.D.






Chapitre 12

Indépendance de I'’hypothese du
continu

La méthode des extensions génériques, développée dans le chapitre précé-
dent est utilisée de la facon suivante pour obtenir des résultats de non-
contradiction relative: on considere une théorie 7, plus forte que ZF+AF+-
AC, et que I'on suppose non-contradictoire. D’'apres le théoreme 10.1, on
sait que 7* est alors non-contradictoire. On se place dans un modele U
de 7*; dans U, il y a donc un ensemble M dénombrable transitif qui est
un modele de 7. Dans M, on choisit (convenablement) un ensemble or-
donné C. D'apres le théoreme 11.5, il existe dans U une partie G de C,
qui est C-générique sur M. On considere alors 'ensemble M[G], qui sa-
tisfait ZF + AF+ AC; si on montre qu'un certain axiome E est vrai dans
M[G], on aura prouvé que la non-contradiction de la théorie 7~ entraine
celle de ZF + AF+ AC+ E. 1a difficulté réside donc d’abord dans le choix
de I'ensemble C, en fonction de 'axiome E dont on espere montrer la non-
contradiction.

Pour annoncer une démonstration de consistance relative selon cette mé-
thode, on écrit de facon abrégée : « soient M un modele transitif dénombrable
de la théorie 7 (on dira aussi: un modele standard dénombrable de 77), et
C l'ensemble ordonné défini dans l'univers M de telle et telle facon; soit G
une partie de C, qui est C-générique sur M ... ».

Dans ce chapitre, la théorie 7~ considérée sera ZF + AF + AC+ HGC (hy-
pothese généralisée du continu), théorie dont on a déja montré la consistance
relative vis-a-vis de ZF (chapitre 8). On considere donc un ensemble transitif
dénombrable M qui est un modele de ZF + AF + AC + HGC; on choisit dans

147
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'univers M un ensemble infini /, et on prend, pour ensemble de conditions
C, I'ensemble des fonctions dont le domaine est une partie finie de 7, a
valeurs dans {0, 1}. L'ordre de C est défini en posant p < g < p D g pour
P, q € C; autrement dit, on a p < g si et seulement si la fonction p est un
prolongement de la fonction q.

Deux conditions p, g € C sont donc compatibles si et seulement si elles
ont un prolongement commun. Elles ont alors une borne inférieure, qui est
pUgq.

Deux conditions p, g € C sont incompatibles si, et seulement s’il existe
i € Dom(p) NDom(g) tel que p(i) =1 — q(i).

Soit G une partie de C, qui est C-générique sur M. Comme les éléments
de G sont deux a deux compatibles, la réunion des éléments de G est une
fonction f € M[G], de domaine inclus dans /, a valeurs dans {0, 1}.

Soit X une partie finie quelconque de I ; on voit aisément que {p € C;
X C Dom(p)} est une partie dense de C qui est dans M. Par suite, il existe
p € G tel que X C Dom(p). 1l en résulte que le domaine de f est / tout
entier.

Par définition de f, si p € G ona p = f [ Dom(p), et donc p est la
restriction de f a une partie finie de /. Inversement, soit ¢ la restriction de
f aune partie finie X de /. On a vu qu'il existe p € G, Dom(p) D X. Alors
p = f'Dom(p), donc p < g. Par suite g € G. On a donc finalement :

o Si f= UpeG p, alors f est une application de I dans {0, 1}, et G est
l'ensemble des restrictions de [ aux parties finies de 1.

Il est alors clair que tout modele transitif de ZF qui contient M et a
pour élément I'un des deux ensembles f, G, a aussi pour élément 'autre. Le
modele M[G] est donc le plus petit ensemble transitif, contenant M, ayant
f pour élément et satisfaisant ZF. 1l est donc naturel d’employer aussi, pour
le désigner, la notation M f].

On a vu (page 130) que M et M[G] ont les mémes ordinaux. Dans le cas
étudié ici, ces deux univers ont aussi les mémes cardinaux, comme on va le
montrer maintenant.

Etant donné un ensemble ordonné D de M, rappelons qu'une antichaine
de D est, par définition, une partie de D dont les éléments sont deux a deux
incompatibles. On dit que D satisfait la condition d'antichaine dénombrable

(dans M), si toute antichaine de D, qui est dans M, est dénombrable ou
finie (dans M).

Lemme 12.1. C satisfait la condition dantichaine dénombrable.
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On montre, par induction sur n € w, que, si A est une antichaine de C

telle que (Vp € A)[Dom(p) = ], alors A est fini. C'est évident pour n = 0.
En supposant le résultat vrai pour n — 1, on choisit py € A. On pose, pour
chaque i € Dom(py):

Ai={p € A; i € Dom(p) et p(i) =1 — po(i)}.

Comme tout élément de A différent de p, est incompatible avec p,, on
aA= {pO} U UiEDom(po) Ai.

11 suffit donc de montrer que chacun des A; est fini. Or, les éléments
de A; sont deux a deux incompatibles et prennent tous la méme valeur au
point i ; pour chaque p € A;, soit p la restriction de p a Dom(p) ~ {i}. Si
Bi ={p; p € A;}, B; est donc une antichaine de C, dont tous les éléments
ont un domaine de cardinal n — 1. B; est donc fini (hypothese d’induction)
et A; aussi, puisque A; et B; ont évidemment méme cardinal.

Soit alors B une antichaine quelconque de C. Pour n € w, on pose
B, ={p € B; Dom(p) = n}. Chaque B, est fini, et comme B = },,, By,
B est dénombrable.

C.Q.E.D.

Le fait que M et M[G] ont les mémes cardinaux découle alors du

Théoreme 12.2. Soient D un ensemble ordonné de M, satisfaisant, dans M,
la condition d'antichaine dénombrable, et H une partie de D, D-générique
sur M. Alors M et M| H] ont les mémes cardinaux.

11 est évident que tout cardinal de M[H] est un cardinal de M. Inver-
sement, soit x un cardinal infini de M. Supposons que k ne soit pas un
cardinal de M[H]; il existe donc A € «, et un objet ¢pa de M[H] (@ € M)
qui est une surjection de A sur «. D’apres le lemme de vérité, il existe donc
po € H tel que py IF «a est une surjection de A sur « ».

Pour chaque o € A, soit X, = {8 € «; il existe p < pp tel que p I+
(o, B) € a}. Achaque B € X,, on peut donc associer pg € D tel que pg < py
et pg I- (a, B) € a. Si B, B’ sont deux éléments distincts de X, alors pg et
pp sont incompatibles: car sir < pg, r < pg, alors r force simultanément
les énoncés suivants: (o, B) € a, (o, B') € a, B # B’ (théoreme 11.19), «a
est une surjection de A sur « ».

Mais c’est impossible, car ces énoncés sont visiblement contradictoires.

L'ensemble des pg pour B € X, est donc une antichaine de D, donc
est dénombrable. Comme I'application B — pg est injective (si B #= B/,
alors pg et pg sont distincts puisqu'incompatibles), on en déduit que X,
est dénombrable pour tout o < A.
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Comme « est un cardinal de M, on a dans M: | J,o; Xo <A X Ry <k.

1l existe donc By € k& ~ | J,e) Xo. Mais, comme ¢a est une surjection de
A sur k, il existe oy € A tel que (o, By) € ¢pa. D'apres le lemme de vérité,
il existe donc p € H, p I+ (a, fy) € a. On peut évidemment supposer
P < po (p et pp sont compatibles puisque tous deux dans H). Mais on a
alors By € Xy, ce qui contredit la définition de fo.

C.Q.E.D.

Nous pouvons maintenant démontrer 1'indépendance de '’hypothese du
continu vis-a-vis de ZF + AF + AC. Pour cela, on choisit un cardinal infini 7
de M, m > 8y, et on prend pour / 'ensemble w x 7. Pour chaque o € ,
on pose d, = {n € w; f(n,a) =1}. Comme f € M[G], on voit que la
fonction « — d,, est, dans M[G], une application de 7 dans P (w).

o Sia, Bemeta#p, alorsdy # dg.

En effet, il est facile de voir que {p € C; (In € w)[(n, ®) € Dom(p) et
(n, B) € Dom(p) et p(n,a) # p(n, B)]} est une partie dense de C, qui est
dans M. 1l existe donc p € G et n € w tels que (n, @), (1, B) € Dom(p) et
p(n,a) # p(n, B). Donc f(n,a) # f(n, ) doudy # dg.

C.Q.E.D.

L'application o +— dy est donc, dans M[G], une injection de  dans
P(w). Or 7 est, dans M, un cardinal > N;; ceci est également vrai dans
M[G], puisque M et M[G] ont les mémes cardinaux. Comme M| G] satisfait
I'énoncé «P(w) = m» on a donc obtenu un modele de ZF+ AF+ AC+
«P(w) > ¥y ». On a ainsi montré le célebre résultat de P Cohen:

e Si ZF est non-contradictoire, I'hypothese du continu n'est pas démon-
trable a partir des axiomes de ZF, de l'axiome de fondation et de l'axiome du
choix.

Le théoreme suivant permet de préciser ce qui se passe pour les en-
sembles puissances des divers cardinaux du modele M[G].

Théoreme 12.3. Soient D un ensemble ordonné de l'univers M, A(D) len-
semble des antichaines de D (dans M), et H un ensemble D-générique sur
M. Pour tout ordinal p, il existe, dans M[H], une surjection de l'ensemble
A(D)? de M sur l'ensemble 5 (p) de M[H] (ensemble des parties de p qui
sont dans M| H]).

On définit I'application surjective s cherchée de la facon suivante: soit
g:p—> AD), g € M. Onpose s(g) ={x € p; gla) N H # @}. Soit ¢pa
une partie quelconque de p, qui est dans M[H] (@ € M). Ona a montrer que
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¢a € Im(s). Pour chaque @ € p, on choisit, dans M, une partie maximale
g(a) de D, dont les éléments sont deux a deux incompatibles, et forcent
« € a». Le théoreme de Zorn donne immédiatement I’existence d'une telle
partie de D.

On a ainsi défini, dans M, une application g : p — A(D).Sia € s(g), on
ag(w)NH #@;ilexistedonc p € Htelque p I« € a,etonadonc« € ¢a
(lemme de vérité). Inversement, si @ € ¢aq, il existe p € H, p IF o € a. On
en déduit que tout minorant de p est compatible avec un élément de g(«):
si g < p n'avait pas cette propriété, g(o) U{g} contredirait la maximalité de
g(a).

Alors g(o) N H # (: car 'ensemble des minorants des éléments de g(«)
est dense en dessous de p, donc rencontre H (page 124).

C.Q.E.D.

Corollaire 12.4. Soient D un ensemble ordonné de l'univers M, de cardinal
= Ny, satisfaisant la condition d'antichaine dénombrable, et H un ensemble
D-générique sur M. Si p est un cardinal infini de M, le cardinal de 2° calculé
dans M| H] est au plus égal au cardinal de 7 calculé dans M.

En effet, si D satisfait la condition d’antichaine dénombrable, le cardinal
de A(D) est majoré par D® (cardinal de I'ensemble des parties dénom-

brables de D) dans M. Donc A(D)? < 7@*P = 7P dans M. D’apres le
théoréme 12.3, on voit alors que 2° calculé dans M[H] est majoré par °
calculé dans M.

C.Q.E.D.

Appliquons par exemple ce résultat au cas oll I = w x N3, douw = Ns.
On a alors dans M (puisque, par hypothese, M satisfait HGC) :
P = N3 pour p =Ry, Ry, Ny;
7P = p* (cardinal successeur de p) si p = ;.

Le corollaire 12.4 montre alors que, dans M[G], on a 2° < X3 pour
0 =R, Ny, Ry; 27 = pt pour p = R;.

Mais on a 2° > p* (théoréeme de Cantor), et on a vu que, dans M[G],
2% = = Rs. Il en résulte que, dans le modele M[G], on a finalement :

280 =N =% = Rs; 22 = pT pour p = R;

Dans le cas général, on montre aisément, grace a HGC et au théoreme
de Konig, que dans M, on a:

n? =m si p < cof(;r) (cofinalité de m);

7P =nt sicof(w) < p <m;
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aP =ptsim <p.

Le corollaire 12.4 montre alors qu'on a dans M[G]:

2 <msip <cof(m); 2° <mtsicof(m) <Kp<m; 2P <pTsim <p.

Comme on a vu que 2 = & dans M[G], on a nécessairement 2 = 7
pour p < cof(;r); d’apres le théoreme de Cantor, on a 2° = p* siw < p.
Si p = cof(r), onaw < 2° < 7" ; mais, dapres le lemme de Konig, 2°
n'est pas cofinal a p, donc 2° # 7. Donc 2° = ™t si p = cof(7r). Par suite
2° =7 pour cof(7) < p < 7.

Finalement, on a dans M[G]:

2 =msip<cof(m); 2’ =aTsicof(m) <p<m; 2°=pFsim <p.

Consistance de HGC + V# L

On prend pour / 'ensemble w; 'ensemble de conditions considéré est donc
I'ensemble C des fonctions de domaine fini C w, & valeurs dans {0, 1}; la
fonction f : w — {0, 1} est la fonction caractéristique d'une partie d de w,
d € M[G].

Ona G ¢ M; en effet, il est évident que toute condition possede deux mi-
norants incompatibles, et il suffit alors d’appliquer le théoreme 11.4. Comme
G est 'ensemble des restrictions de f aux parties finies de w, ona f ¢ M.
Donc d ¢ M.

e La collection des constructibles de M est la méme que celle de M[G].

En effet, la relation y = L, étant gq.u.b., et M étant un sous-ensemble
transitif de M[G], ona [y = Ly]™ = [y = L,]*\¢! pour tout ordinal o de
M et tout y € M. Il en résulte que L, calculé dans M est le méme que L,
calculé dans M[G], pour tout ordinal « € M. Comme M et M[G] ont les
mémes ordinaux, on a le résultat annoncé.

C.Q.E.D.

La collection des constructibles de M[G] est donc contenue dans M ;
étant donné que d ¢ M, on voit que d n’est pas constructible dans M[G].

On vérifie que M[G] satisfait HGC au moyen du corollaire 12.4: si p est
un cardinal infini, le cardinal de 2” dans M[G] est au plus égal a @” calculé
dans M, c'est-a-dire pT (puisque M satisfait HGC). Donc 2 = p* dans
M[G] pour tout cardinal infini p. On a ainsi montré un autre résultat de
P. Cohen:

e Si ZF est non contradictoire, alors ni l'axiome de constructibilité, ni
méme ['énoncé « tout ensemble d'entiers est constructible», n'est démontrable
dans la théorie ZF + AF + AC+ HGC.



Chapitre 13

Indépendance de I'axiome du choix

Retour sur les ensembles définissables

On considere ici une généralisation simple de la notion d’ensemble définis-
sable en termes d ordinaux. Soient A un univers, satisfaisant ZF+AF, et une

collection, définie dans N par un énoncé P(x, ai, ..., a,), telle que:
- les parametres a, ..., a, de I'énoncé considéré sont dans la collec-
tion P;

- tout ordinal est dans la collection P.

On définit alors la collection DP des ensembles définissables en termes
d’éléments de P, par 'énoncé DP(x): «il existe un ordinal « et une formule
®(v) a une seule variable libre, a parametres dans P, tels que la valeur de
®(v) dans V, soit {x}».

Noter que 1'énoncé DP(x) a pour seuls parametres aj, . . . , a,.

Lemme 13.1. Soit E(x, u) un énoncé a une variable libre x, a un parameétre
u qui est une suite finie d'éléments de P, qui n'est satisfait dans N que par
le seul objet a. Alors a est définissable en termes d'éléments de P.

L'énoncé E(x, u) est alors appelé une définition de a (en termes d’élé-
ments de P).

On choisit un ordinal limite ¢ > rg(a), rg(u), tel que V, convienne a
I'énoncé E(x,u). La valeur de la formule "E(x,u)" dans V, est alors {a}
puisque a € V,. Si k est la longueur de la suite u, on obtient une formule a
parametres dans P, dont la valeur dans V,, est {a}, en écrivant:

Vy(Cy ={0,u0), ..., (k—1,uk — 1)} A "E(x,y)").

C.Q.E.D.

153



154 Deuxiéme partie: Forcing

La réciproque est également vraie, et, de facon plus précise:

Lemme 13.2. On peut écrire un énoncé E(x, y) a deux variables libres, sans
parametre, tel que, pour tout objet a définissable en termes déléments de P,
il existe une suite finie u d'éléments de P telle que E(x, u) soit une définition
de a.

On écrit d’abord un énoncé a quatre variables libres A(x, ®, z, o) : «x est
un ordinal, ® une formule sans parametre, z une suite finie, (®, z) une
formule avec parametres a une seule variable libre dont la valeur dans V,
est {x}».

Soit @ un ensemble définissable en termes d’éléments de P. Par définition
de DP, il existe une formule ®,, une suite finie z, d’éléments de P, et un or-
dinal o, tels que A(x, Py, zo, o) soit satisfait par le seul objet a. En utilisant
une bijection y = K(x) de w sur V,, définie par un énoncé sans parametre,
on écrit 'énoncé B(x, n, z, ) a quatre variables libres: 3®[K(n) = P et
Alx, D, z,a)].

1l existe donc ny € w tel que B(x, ng, zo, ) soit satisfait par le seul objet
a. Comme tout ordinal est dans P, on voit que I'énoncé E(x, y): In[n € w et
y est une suite finie de longueur n+2 et B(x, y(n), y ['n, y(n+1))] résout le
probleme posé; car si u est la suite obtenue en mettant bout a bout la suite
Zo et la suite a deux éléments (n, o), I'énoncé E(x, u) est une définition
de a.

C.Q.E.D.

On définit alors la collection HDP des ensembles héréditairement définis-
sables en termes déléments de P; I'énoncé HDP(x), qui a les parametres
a, ..., a,, est: Vy[y € A({x}) = DP(y)].

On montre alors, exactement comme dans le cas particulier des en-
sembles héréditairement définissables en termes d’ordinaux, que HDP satis-
fait ZF 4+ AF. Noter que c’est seulement pour vérifier 'axiome de 1'ensemble
des parties dans le modele HDP que 'on utilise le fait que les parametres
ai, ..., a, sont dans la collection P.

Remarquons que, si P, Q sont deux collections satisfaisant les conditions
page 153, et si P est une sous-collection de Q, alors l'univers HDP est inclus
dans l'univers HDQ, comme on le voit immédiatement sur les définitions. En
particulier, HDO (collection des ensembles héréditairement définissables en
termes d’ordinaux) est toujours inclus dans HDP.

Notons enfin que cette construction est aussi valable dans le cas ou
les énoncés utilisés sont écrits avec €, =, et d’autres symboles de relation
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S1,...,Sp, mais a condition que I'univers N satisfasse ZF(Si, ..., S)); la
collection HDP satisfait alors également ZF(Sy, ..., S,). La démonstration
évoquée ci-dessus reste valable dans ce cas.

Par exemple, si N est un univers du type M[G] étudié au chapitre 11, la
collection HDM de M[G] (collection des ensembles héréditairement définis-
sables en termes d’éléments de M) est un sous-univers transitif de M[G]
qui satisfait ZF(M).

Automorphismes d'un ensemble de conditions

On considere un univers M, satisfaisant ZF + AF, et dans M, un ensemble
ordonné C. Un automorphisme de C est, par définition, une application
bijective 0 : C — C, telle que p < q & op < oq quels que soient
P, q € C. ATaide d'un tel automorphisme, on définit dans M une relation
fonctionnelle y = A, (x), de domaine M tout entier. La définition se fait par
induction sur rg(x) :

v € As(x) & v e x et vn'est pas de la forme (i, p) avec p € C, ou bien
v = (As(u),op) avec (u, p) € x.

On vérifie immédiatement que, si o, T sont deux automorphismes de C,
ona Ay oA (x) = Asor(x); et que, si o est l'identité sur C, A, est l'identité
sur M.

I en résulte que A, est une bijection de M sur lui-méme, et que la
bijection inverse est A,1.

L'énoncé y = A, (x) s’écrit aisément sous la forme d'un énoncé a trois
variables libres x, y, 0. Pour alléger les notations, on I'écrira y = x° (peu de
risques de confusion avec 'emploi normal de I'exposant).

e Soient ay, ..., ay des objets de M, p € C, et E(x, ..., Xn) un énoncé
sans parametre, écrit avec € et =. On a alors, dans M:

pE@,....a,) < opFE@,...,a)

pour tout automorphisme o de C.

On le montre d’abord lorsque E est un énoncé atomique, de la forme
a € b oua # b, par induction sur p(a, b) = (rg(a) Urg(h), rg(a) Nrg(b)).

Sipla € b, onapl-a=uet(uq) €bavecqg = p (condition 1,
page 131). Or,ona p a = u < (Vr < p)r W+ a # u (condition 4,
page 131). Comme rg(u) < rg(h), on a p(a, u) < p(a, b), donc, par hypo-
thése d’'induction, ona pour tout r € C:r -a #u < or I-a’ # u°. On
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adonc plta=u<< (Vr < p)or I a° # u°. Comme o est un automor-

phismede C,onar < p & or <op,doupl-a=u<< Vr <op)r It

a® # u°. Finalement, on amontré: p -Fa =u < op -a° =u°.

Comme (1, g) € b, on a (u°, o0q) € b° (par définition de &°) et og = op.

Oropl-a® =u’,etdoncop I-a° € b° (condition 1, page 131).
Inversement, si op I+ a° € b, il existe un objet de M, qu'on peut

désigner par u°, et un élément de C, qu’on peut écrire oq tels que

opWva® =i, (°,o0q) €b’, oq =op.

On a alors g = p et (u,q) € b; donc rg(u) < rg(h), p(a,u) < p(a,b) et,
par suite, ainsi qu'on vient de le montrer: op I-a° =u° < p -a =u.On
adonc pl-a=i, (u,q) €betq > p,soit p I-a €b.

La démonstration est tout a fait semblable pour I'énoncé a # b. Le
résultat pour un énoncé E quelconque se démontre alors immédiatement
par induction (au sens intuitif) sur la longueur de E.

C.Q.E.D.

e Pour tout objet a de M, et tout automorphisme o de C, on a (@)° = a.

Par induction sur rg(a) ; on a, par définition: a = {(i, p); u € a, p € C}.
Donc (a)° ={((@)°,0p); u € a, p € C}.Mais (1)’ = i siu € a (hypothese
d’induction). D'ou1 (@) = a.

C.Q.E.D.

11 en résulte que, si I'énoncé E est écrit avec €, =, on a:

pH—E(al,...,am,l;l,...,l;n)<:>6pII—E(al,...,am,b‘f,...,l;,‘Z .

Considérons maintenant un nouveau symbole de relation S, a k ar-
guments, et supposons défini I'énoncé p I+ S(xi, ..., Xx;) par la relation
%(p, x1, ..., x) satisfaisant les conditions 1, 2, 3, page 142. Etant donné un
automorphisme o de C, on introduit un autre symbole de relation S° a k
arguments, et on définit p I~ S° (X, ..., Xx) en posant:

P8O, ... ) & S p,x? x0T,

On vérifie immédiatement que les conditions 1, 2, 3, page 142 restent

satisfaites. On a alors:

pIESGh,.... %) ©opl-STQY, ..., x7).

Pour chaque énoncé clos E(a;, . .., a,), écrit avec les symboles €, =, et S
(a1, ..., a, étant des objets de M), on désigne par [E(ay, . . ., a,)]° I'énoncé



Chapitre 13. Indépendance de I'axiome du choix 157

obtenu en remplagant aj, ..., a,, S respectivement par a7, ...,a;,S°. 1l
est alors aisé de montrer, par induction (au sens intuitif) sur la longueur de
I'énoncé E, que I'on a:

pl-E,...,a,) & opl-[Ea,...,a,)]°.
Le symbole de relation S est dit invariant par o si on a dans M :
pIESKy, ..., X)) & pl=S(x, ..., Xk),

Oou encore

2(p, X1, .. x0) & X(op, Xy, ..., X7).

Dans ce cas, on vérifie aisément que, pour tout énoncé E écrit avec €,
=et S,onap I [E@,....,an)° & p - E@7,...,a;) (preuve par
induction, au sens intuitif, sur la longueur de 1'énoncé E). On a donc:

o prE@,....a,) S opl-EG,...,a0).

Bien entendu € et = sont des symboles invariants par tout automorphisme
0 ; le symbole M (introduit page 143) est également invariant par tout auto-
morphisme o. On a en effet:

opl-Ma° < u(op-a® =u) < u(pFa=u) < pl-Ma.

Considérons une partie G de C qui est C-générique sur M, et un automor-
phisme o de C (qui est dans M). On pose cG = {op; p € G}, et on vérifie
immédiatement que

o oG est un élément de M[G] qui est C-générique sur M.

On a vu (page 130) que, sion pose I' = {(p,q); p,q€C,p =g}, ona
¢ (") = G (¢ étant 'application contractante de M sur M[G]). On a alors

o ¢»(I'?) =o' G pour tout automorphisme o de C, o € M.

Eneffet ' ={(p,0q); p,q € C, p >q} puisque (p)” = p.

Sir € 07'G, onaor € G; dautre part (7,0r) € I'° et donc ¢(F) €
¢(I"?) (¢ est contractante). Donc r € ¢(I'7).

Inversement, si ¢a est un élément quelconque de ¢ (I"?) on a pa = ¢b et
(b,r) e I'? avec r € G (¢ est contractante). Doncr =oq, b=petp >gq;
soit op > r, donc op € G. Comme ¢a = ¢b = p on a bien pa € o' G.
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Consistance de HGC + 3x non DO(x)

Soient M un modele transitif ZF + AF, et C un ensemble ordonné de M. On
dira que C est homogeéne si, quels que soient p, g € C, il existe dans M un
automorphisme o de C tel que op et g soient compatibles.

Théoreme 13.3. Soient M un modele transitif dénombrable de ZF + AF, et
C un ensemble ordonné homogene de M. Si G est un C-générique sur M,
on a dans M[G): Yx[HDM(x) < M(x)] (tout ensemble héréditairement
définissable en termes d'éléments de M est dans M).

On montre d’abord le

Lemme 13.4. Avec les mémes hypotheses, soit E(ay, ..., a,) un énoncé clos
écrit avec €, =, M, a parametres dans M. Alors les trois propriétés suivantes
sont équivalentes :

a) M[G] satisfait E(ay, ...,a,);

b)ilexiste pe C, p- E(ay,...,a,);

¢) pour tout p € C, p +* E(ay, ..., a,).

D’apres le lemme de vérité, il est clair que a) = b) et ¢) = a); il reste
a voir que b) = ¢):

Par hypothese, ona p € C, p I E(ay, ...,a,); sil existe g € C, g I+
non E(a, ..., a,), on choisit un automorphisme o de C tel que op et g
soient compatibles. Il existe donc r € C, r < op, r < g. Comme p I+
E(a,...,ay),onaop I+ [E(ay,...,a,)]°, cest-a-direop I+ E(ai, ..., a,)
(en effet, le symbole M est invariant par o). Donc r force simultanément
E(ay,...,a,) etnon E(ay,...,a,) ce qui est impossible. 1 en résulte que
(Vg € C)(g ¥ non E(ay, ..., a,)), ce qui est le résultat cherché.

C.Q.E.D.

On montre alors, par induction sur rg(x), que HDM(x) = M(x) dans
M[G]. Soit xy un ensemble héréditairement définissable en termes d’élé-
ments de M. Par hypothese d’induction, tout élément de x; est dans M,
soit x; C M. Comme on a DM(x,), on a une définition de x, en termes
d’éléments de M, d’ot1 un énoncé E(x, b) écrit avec €, =, M, a une variable
libre x (b étant une suite finie d’éléments de M, c’est-a-dire un élément de
M) tel que, dans M[G], on ait: Vx[x € xg < E(x, b)].

Si u est un objet quelconque de M, on a donc:

u € xy < M|G] satisfait E(u, b).
D’apres le lemme 13.4, on a dong, si u € M:

uex < @pel)lp- E,b).
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Soit & = 1g(xp). Comme xy C M, on a xy C a ou a est 'ensemble V,, de

'univers M. On a donc:
xo={u€ca; @peC)lpk E, b}
ce qui montre que xp € M (schéma de compréhension).

C.Q.E.D.

On prend de nouveau, comme ensemble de conditions, 1'ensemble C
utilisé page 152 : une condition est une fonction de domaine fini, inclus dans
w, a valeurs dans {0, 1}. Cet ensemble est homogene: en effet, si p,q € C
soit & une permutation de w qui envoie Dom(p) sur un ensemble disjoint
de Dom(g). On définit alors un automorphisme o de C en posant pour
r € C: Dom(or) = 6(Dom(r)) ; or(n) =r(©@'n) pour n € Dom(or). Alors
Dom(op) est disjoint de Dom(g), donc o p et g sont compatibles.

On a défini, page 152, une partie d de w qui est dans M[G], mais pas
dans M. D'apreés le théoréme 13.3, d n’est donc pas dans HDM, et donc n’est
pas dans HDO. Comme d C w, cela veut dire que d n’est pas dans DO. On
a ainsi montré:

o A laide des axiomes ZF + AF 4+ AC+ HGC, supposés non contradic-
foires, on ne peut pas démontrer I'énoncé YxDO(x), ni méme l'énoncé «tout
ensemble d'entiers est définissable en termes dordinaux ».

Si on choisit pour M un modele de V=1, M est la collection des
constructibles de M[G] (puisque M et M[G] ont les mémes construc-
tibles). Comme tout ensemble constructible est dans HDO, on a, dans M[G] :
Vx[M(x) = HDO(x)], et, par suite, Vx[HDM(x) = HDO(x)].

On voit donc que, dans M[G], la collection HDO est M. Donc M[G]
satisfait 'énoncé « L = HDO et V # L», dont on a montré ainsi la non-
contradiction relative vis-a-vis de ZF.

Indépendance de 'axiome du choix

On considere un cardinal infini 7 quelconque de M, (par exemple 7 = w).
On prend, comme ensemble de conditions, I'ensemble C des applications de
domaine fini inclus dans w x 7 a valeurs dans {0, 1}. G étant un C-générique
sur M, on considere, dans M[G], la famille (d,), ., de parties de w définie
page 150.
On définit dans M, pour chaque « € 7:
agy ={(n,p); n€w, peC, (n,a) € Dom(p) et p(n, a) =1}

et on montre que ¢ay = dy :

Sin € dy, alors f(n, @) = 1, ce qui veut dire, par définition de f, qu'il
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existe p € G tel que (n,®) € Dom(p) et p(n,a) = 1. Alors (11, p) € dq,
donc p I+ n € a,, et par suite (lemme de vérité) on a n € ¢pa,.

Inversement, soit ¢x un élément quelconque de ¢a,; comme ¢ est
contractante pour la relation R, il existe y tel que ¢x = ¢y et R(y, ay).
1l existe donc p € G, tel que (y, p) € ay. Par définition de a,, on a donc
y=n, et p(n,a) =1. Comme p € G,ona p C f, dou f(n,a) =1, et
n € dy ; comme ¢x = ¢y = n, on a bien ¢x € d,, ce qui termine la preuve
de ¢a, = d,.

Par la méme démonstration, on voit que, si on pose, pour chaque « € 7 :

by ={(#, p); n€w, p€C, (n,a) € Dom(p), p(n,a) = 0}
ona by, = w~d,.

On désigne par X 'ensemble des d, pour « € 7 ; dans I'univers M[G],
onadonc X C P(w) .

Onpose A ={(ay, p); o €m, p € C}.ll est clair que A € M; montrons
que pA =X:

Pour tout ¢ € , et tout p € G, on a (ay, p) € A; donc pa, € pA
c'est-a-dire d,, € pA. Donc X C ¢A.

Sigu € ¢pA, il existe p € G, et v € M, tels que pu = ¢v, (v, p) € A;
donc v = a, pour un « € w, soit pv = d,. Donc ¢u € X, ce qui termine la
preuve de pA = X.

o Sia#PB, a,Bem, alors{peC; pla, #ag} est dense dans C.

Soit p € C et n € w tels que (n, o) et (n, B) n'appartiennent pas au
domaine de p. On définit une condition ¢ < p de domaine Dom(p)U{(n, o),
(n, B)} en posant g(n, ) =1, g(n, B) =0.

On montre que g I+ n ¢ ag: sinon, il existe r < g, r I+ n € ag; dou
rl-n=u, (u,s) € ag avec un s > r. Par définition de ag, u est de la
forme m avec m € w. Mais alors r |- n = m, et par suite on an = m
(théoreme 11.19). Donc u =1 et (7, ) € ag, soit s(n, f) = 1; comme s > r,
onar(n, ) =1; cela contredit le fait que r < g et g(n, 8) =0.

Comme g(n, ) =1, on a (1, ¢) € ay ; comme on vient de montrer que
q Fn ¢ ag, onagq I-ay # ag (condition 2, page 131). On a bien trouvé
g < p qui force a, # ag.

C.Q.E.D.

Lemme 13.5. Soient u une suite finie d'éléments de X, et d un élément de
X, défini dans M[G] par un énoncé E(x, u, X) (Cest-a-dire que, dans M[G]
on aVx[x =d & E(x,u, X)), écrit avec les symboles €, =, M, dont les
parametres sont u, X, et des éléments de M. Alors d est l'un des éléments de
la suite u.



Chapitre 13. Indépendance de I'axiome du choix 161

Onau = (dy, ..., dy_,), d =dy; on raisonne par I'’absurde, en suppo-
sant « distinct de ¢, . . . , ox—1. On introduit un nouveau symbole de relation
S a deux arguments, et on définit p I S(x, y) par 'énoncé:

GHi<blprFx=ietplky=ayl

Il est trivial de vérifier les conditions 1, 2, 3, page 142, et de voir que
l'interprétation du symbole S dans M[G] est alors la relation fonctionnelle
qui, a I'entier i < k, associe dy,, c’est-a-dire la relation fonctionnelle qui
représente la suite . Dans M[G], 'énoncé y = u équivaut alors a I'énoncé
Uy):

Vzlzey & A (z = (¢, 1) et Sz, t'))].

L'énoncé E(x, u, X) est donc équivalent a I'énoncé F(x, X): Iy[U(y)
et E(x,y, X)], qui est écrit avec les symboles €, =, M, S, et a comme pa-
rametres X, et des éléments de M. Dans M[G], on a donc Vx[F(x, X) &
X = d,]. Puisque ¢pA = X et ¢pa, = d,, d’apres le lemme de vérité, il existe
po € G tel que:

) po IFVYX[F(x, A) € x = aq).

On choisit un ordinal 8 < m, différent de o, «y, . .., ax—1, et tel que,
pour tout entier I, (/, 8) ¢ Dom(py). C'est possible, puisque Dom(py) est
fini. Soit 6 la permutation de w x 7 définie par:

0l y) =0y siy #a,B;00,0) =, B); 0, B) =, )

pour tout entier / € w. Ona 6 = 6~1.

On définit alors un automorphisme o de C en posant pour p € C:

Dom(op) =6(Dom(p)); op(l,y) =po0d, y).
D’apres le choix de S, il est clair que py et op, sont compatibles.

Onaa;f =a, siy #a,B;a; =ag; ag =a,.

En effet a, = {(i, p); (,y) € Dom(p) et p(,y) = 1}. Donc aj‘f =
{d,op); pU,y) =1} ={{, p); op(l,y) =1} doule résultat.

D’apres la définition de A, on en déduit immédiatement que A’ = A.
On montre que le symbole S est invariant par o : en effet I'énoncé op I+
S(x°, y7) s'écrit:

Fi <k)opl-x? =ietop -y’ =ayl
Comme ay, = agl_, puisque oy, ..., ax—; sont distincts de «, 8, cet énoncé
est équivalent a: (I < k)[op - x7 =i etop I y7 = ag ] c'est-a-dire a
JFi <k)pFx=ietply=a,] (page 155) et donc a p I+ S(x, y).
D’apres () et le résultat page 157, on déduit:
opo FVx([F(x, Al° & x =a2),
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c'est-a-dire, d’apres les remarques qui précedent :
(x%) opo - Vx[F(x, A) & x = ag].

Or py et o py étant compatibles, il existe p < py, o py; comme I'ensemble
des g € C qui forcent a, 7# ag est dense, on trouve un tel g < p. Mais alors
q force a la fois (x), (x*) et a, 7 ag, ce qui est impossible, car la conjonction
de ces énoncés est contradictoire.

C.Q.E.D.

Dans M[G] on considere la collection P(x) définie par 'énoncé « Mx ou
x € X oux = X». Un objet de DP est donc défini par un énoncé E(x, u, X)
écrit avec les symboles €, =, M, dont les parametres sont X, u (suite finie
d’éléments de X) et des éléments de M. 1l est clair que chaque élément d
de X est dans DP (défini par 'énoncé x = d), donc dans HDP. X est donc
aussi dans HDP (défini par 1'énoncé x = X). On a vu que la collecion HDP
de M[G] satisfait ZF + AF. Comme X est de cardinal infini 7 dans M[G],
il ne peut étre fini (équipotent a un ordinal fini) dans I'univers HDP. On
montre que, dans HDP, il ne possede aucun sous-ensemble dénombrable
(équipotent a w).

En effet, soit /2 une injection de w dans X qui est dans HDP, s'il en existe;
h est donc définie dans M[G] par un énoncé H (x, u, X) ol u est une suite
finie d’éléments de X. Comme / est injective, il existe un entier n tel que
h(n) = d ne soit pas un élément de la suite u. Or d est défini dans M[G]
par I'énoncé E(x, u, X):

Iy[H(y, u, X) et (n, x) € y]

dont les parametres sont u, X et des éléments de M (ceux qui apparaissent
dans I'énoncé H(y, u, X), et aussi 'entier n). On a ainsi une contradiction
avec le lemme 13.5.

Dans I'univers HDP on a X C #(w). On a ainsi montré:

e Si ZF est non-contradictoire, il en est de méme de la théorie suivante:
ZF + AF+- «il existe une partie de 5 (w) qui n'est pas finie et ne possede avcun
sous-ensemble dénombrable ».

11 est clair que X ne peut étre bien ordonné dans HDP (sinon il serait
équipotent a un ordinal, nécessairement infini, d’ol1 une injection de @ dans
X). Par suite J’(w) ne peut étre bien ordonné, et on a ainsi montré un autre
théoreme de P. Cohen:

e Si ZF est non contradictoire, alors, a l'aide des axiomes de ZF + AF, on
ne peut pas démontrer l'axiome du choix, ni méme l'énoncé: «il existe un bon
ordre sur P(w) ».



Chapitre 14

Produits d’ensembles de conditions

Soient M un modele transitif de ZF + AF, et C;, C; deux ensembles ordonnés
de M. Sur 'ensemble C = C; x C;, on définit une relation d’ordre en posant :
(p.p) S psSqetpp<q
quels que soient p;,q1 € C; et po,q2 € C,. Cet ensemble ordonné est

appelé produit des ensembles de conditions C; et C,.

Théoreme 14.1. Soit G une partie de C = C; x C,. Pour que G soit C-
générique sur M, il faut et il suffit que G = G, X G2, ot G est Cy-générique
sur M et G, est C,-générique sur M[G1]

La condition est suffisante: on prend G; C Ci, qui est C;-générique
sur M, et G C C qui est Co-générique sur M[G,]; on vérifie alors que
G1 x G, satisfait les conditions 1, 2, 3, page 123.

1) 11 est clair que, si (p1, p2) € G1 X Gz et (p1, p2) < (q1,q2), alors
(g1, q2) € G1 X Ga.

2) Soient (p1, p2), (q1, q2) deux éléments de G; x G,. Comme p;, g; €
G1, ces deux éléments de C; sont compatibles, d’ot1 I'existence de r; € (i,
n<p,n <q. Il existe de méme r; € Cp, 12 < po, 1y < Q. (r1,rp) est
donc un minorant commun de (p1, p2) et (g1, ¢2)-

3) Soit X une partie dense de C; x C,, qui est dans l'univers M. Si
P2 € Cy,lensemble {q1 € C1; (3gz € Co) (g2 < pr et (g1, q2) € X)} estune
partie de Cy, qui est dans M, et qui est dense dans C; : en effet, si p; est un
élément quelconque de Ci, (p1, p») a un minorant (g1, ¢2) € X, alors g; est
un minorant de p; qui est dans I'ensemble considéré.

Comme G; est C;-générique sur M, il rencontre cette partie dense de
C;. On a ainsi montré que (Vp2 € C)(3q1 € G1)3qz < p2)(q1, ¢2) € X).

163
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Il en résulte que 'ensemble {g> € C;; (3q1 € G1)((q1, ¢2) € X)} estune
partie dense de C;; cette partie de C, est dans M[G1] comme le montre
sa définition. Comme G, est C,-générique sur M[G1], il rencontre cette
partie dense de C,; d’ol1 un élément ¢, de G, tel qu’il existe ¢; € G; avec
(¢1,g2) € X. On a ainsi montré que (G; x G2) N X # (.

La condition est nécessaire: soit G C C; X Cy, qui est C; x C>-générique
sur M. On pose

G ={p€C; @p e C)((p1, p2) € G)};

G, ={p € G @p1 € C)((p1, p2) € G)}.

Evidemment G C G; x G». Inversement, si p; € Gy et p» € Gy, il
existe ¢, € Cy et ¢, € G, tels que (p1, q2) € G et (q1, p2) € G. Puisque G
est C-générique sur M, il existe (r1, ;) € G qui minore (p;, ¢2) et (g1, p2)
dans C; x C,. Donc r; < py, rp < p2 et, par suite, (r1,r2) < (p1, p2); donc
(p1, p2) € G. 1l en résulte que G = G1 X G.

Gy est Cy-générique sur M: si pr € G, on a (p1, p) € G pour un
certain p) € Cy; si p1 < qu, (p1, p2) < (q1, p2), donc (q1, p2) € G et
q1 € Gl.

Si p1,q1 € Gy, il existe p,, g2 € G, tels que (p1, p2) € G, (q1,92) € G;
ces deux éléments de G ont un minorant commun (ry, 77), donc r; < py,
r < qi1.

Soit X; une partie dense de C; qui est dans M. 1l est clair que X; x C;
est une partie dense de C; x C; qui est dans M. Donc GN (X; x C) #
et, par suite, G; N X; # 0.

De la méme facon, il est clair que G2 est C;-générique sur M. Mais il
s’agit de montrer maintenant que G- est, en fait, C»-générique sur M[G1]. Les
conditions 1, 2, page 123 sont évidemment satisfaites. On considere alors une
partie dense X, de C;, qui est dans M[G], et on a a voir que G, N X, # 0.

Dans cette démonstration, le symbole I~ est utilis€ pour la notion de
forcing définie, dans I'univers M, pour I'ensemble C; de conditions. Comme
X; € M[G1], ona X, = ¢pa, avec a € M (¢ étant 'application contractante
de domaine M et d'image M[G1]).

Onpose Z ={(p1, ) €eC1 XC; pm-ppealet X =2UZ ou
Z' ={(p1, p») € C1 x Cz; (p1, p2) est incompatible avec tout élément de
Z}.

Il est clair que X est une partie prédense de C; x C,, qui est dans M (en
effet, si (p1, p2) € C1 x Gy, ou bien (py, p2) € Z', ou bien il est compatible
avec un élément de Z). Par suite (G; x G2) N X # @. 1l existe donc p; € Gy,
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P2 € G tels que (p1, p2) € ZU Z'. Comme p; € G, et que X, est dense
dans C,, il existe ¢, € X5, ¢ < p. D'apres le lemme de vérité, il existe
q1 € G; tel que q; I+ g» € a; on peut prendre, de plus, g < p; puisque
p1 € Gi. On aalors (g1, q2) < (p1, p2) et (q1,q2) € Z. 1l en résulte que
(p1, p2) ¢ Z'. Comme (p1, p2) € ZU Z', on a donc (p1, p2) € Z. Donc
p1 = po € a. Comme p; € G, on en déduit p, € X,, par le lemme de
vérité. Donc G, N X, # @.
C.Q.E.D.

Notation: On désigne naturellement par M[G1][G>] le modele obtenu
au moyen d'un générique G sur M et d'un générique G, sur M[G1].

Exemple: Soient I un ensemble (infini) de M, et C I'ensemble des appli-
cations de domaine fini, inclus dans /, a valeurs dans {0, 1}, muni de I'ordre
P <q < q C p.Onaw, page 148, que si G est C-générique sur M, il est
défini par une fonction f : I — {0, 1}.

Soit J une partie de /, qui est dans M. On désigne par C; (resp. C;)
I'ensemble des applications de domaine fini inclus dans J (resp. I ~ J) a
valeurs dans {0, 1}. C est canoniquement isomorphe a C; x C;:si p € C,
on lui associe (p1, p2) € C1 X Cy, avec p; = pfDom(p) N J et po =
p 'Dom(p) N (I~ J).

D’apres le théoreme précédent, on a donc G = G; x G, ou G est C; -
générique sur M (et méme sur M[G-]) et G, est C,-générique sur M[G].
On voit immédiatement que la fonction f; : J — {0, 1} associée a G,
est f"J et que la fonction f, associée a G, est f [ ({ ~ J). On a donc
MLf1= MLAILL2]

Si, par exemple, I = w et J est I'ensemble des nombres pairs, il est
évident que C, (1, C, sont isomorphes, et on a donc M[ f] = M[ fi1[ f>],
ou f, fi, f>» sont des applications C-génériques sur M de w dans {0, 1}.

Produit d’'une famille d’ensembles de conditions

On considere, dans M, une famille (C;);c; d’ensembles ordonnés. Soit C
I'ensemble des applications p, de domaine fini inclus dans ! telles que p(i)
C; pour tout i € Dom(p). Si p,q € C, on pose p < ¢ si et seulement
si Dom(p) D Dom(g) et p(i) < (i) (pour 'ordre de C;) pour tout i €
Dom(g). L'ensemble C ainsi ordonné est appelé produit de la famille (C;);cs
et noté (X),.; Ci.

Soit G C C un C-générique sur M ; pour chaque i € I, on désigne par
G; 'ensemble des p(i) pour tous les p € G tels que i € Dom(p). La famille



166 Deuxiéme partie: Forcing

(Gi)ier est donc un objet de M[G].

e OnaG={peC; p(i) € G; pour tout i € Dom(p)}.

En effet, soit p € C tel que p(i) € G; pour touti € Dom(p); pour chaquei €
Dom(p), on peut donc choisir g; € G tel que i € Dom(qg;) et g; (i) = p(i);
comme Dom(p) est fini, les ¢; forment une partie finie de G, qui est donc
minorée par un r € G; alors Dom(r) D Dom(g;), donc Dom(r) O {i}
pour tout i € Dom(p) ; par suite Dom(r) D Dom(p). Si i € Dom(p), on a
r(i) <gq;i(i) = p(i). Donc r < p, et comme r € G, on a bien p € G.

Inversement, il est évident que si p € G, alors p(i) € G; pour tout
i € Dom(p), d’ou le résultat annoncé.

On en déduit que tout modele transitif de ZF, qui contient M, a pour
élément la famille (G;);es si, et seulement si, il a pour élément G; d’ou la
notation M[(G;);cs] pour désigner le modele M[G]. La famille (G;);; est
aussi appelée (par abus de langage) (X),.; C;-générique sur M.

Soit J une partie de I, qui est dans M. On a alors C = C; x C,, avec
G =Qies Cis 2= Qicry Giv

D’apres le théoreme 14.1, on a G = Gy X Gy et M[G] = M[G1][G2], Gy
étant C;-générique sur M, et G, étant C,-générique sur M[G1]. On voit im-
médiatement que la famille générique associée a G; est (G; )<, que celle as-
soci€e a Gy est (G;)icr~s- Onadonc M[(G;)icr] = M[(G})icsl[(Gi)icr~s]-
En particulier si J = {ip} pour un certain iy € I, on voit que G;, est Cj,-
générique sur M, et que (Gj)ii, est une famille qui est ), .;, Ci-générique
sur M[G;,].

Notation: Lorsque C; est le méme ensemble ordonné C pour tout i € /,
on utilisera la notation ®I C pour );; Ci. Par exemple, les ensembles de
conditions utilisés au chapitre 12 sont de cette forme, avec C = {0, 1} muni
de l'ordre trivial (0 et 1 non comparables).

Notons les résultats suivants, qui seront utiles pour la suite:

Théoreme 14.2. Si C est un ensemble ordonné, et I un ensemble infini, alors
®I C est homogene.

On remarque que, si ¢, g’ € C et si Dom(q) N Dom(g’) = @, alors q, ¢’
sont compatibles: en effet ¢ U g’ est un minorant commun de ¢ et ¢’

Soient alors p, g € C; on choisit une bijection 6 de [ sur lui-méme, telle
que Dom(g) N&(Dom(p)) = . Cest possible, car / est infini. On définit un
automorphisme o de C en posant pour chaque r € C:

Dom(or) = O[Dom(r)] et or(i) = r(@~'i) pour tout i € O[Dom(r)].
Alors op et g sont compatibles puisque Dom(op) N Dom(g) = .

C.Q.E.D.
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Théoreme 14.3. Soit (C;);c; une famille d'ensembles ordonnés homogenes.
Alors Q);c; Ci est homogene.

Soient p, g € ¥);¢; Ci et J = Dom(p)NDom(g) (J est un sous-ensemble
fini de I). Pour chaque i € J, soit o; un automorphisme de C; tel que
o; p(i) soit compatible avec ¢(i) dans C;. On définit un automorphisme o
de ®);c; Ci de la fagon suivante: si r € );; Ci, or a méme domaine que
r, et (or)(i) =o;r(i) (pouri € J) our(i) (pouri ¢ J). Il est clair que op
est compatible avec ¢, dans X),; C;.

C.Q.E.D.

Axiomes du choix dépendant et dénombrable

L'axiome du choix dépendant est I'énoncé, noté ACD: «quels que soient a,
Xo € a, etr C a® tel que (Vx € a)3y € a)((x, y) € r), il existe une suite
f:w—atelleque f(0) =xp et (f(n), f(n+1)) €r pour tout n € w».

11 est facile de montrer, dans ZF, que AC = ACD: on considere une fonc-
tion de choix ¢ sur a (¢ : P(a) ~{J} — a est telle que ¢p(X) € X pour
toute partie X non vide de a), et on définit f par induction sur w, en posant
fO) =x; fm+D=¢({yeca; (f(n),y) er}.

L'axiome du choix dénombrable est 1'énoncé, noté ACDen: «si (X,)new
est une suite d’ensembles non vides, alors [ [, ., X, est non vide».

On montre aisément, dans ZF, que ACD = ACDen:
En effet, si (X;)nen est une suite d’ensembles non vides, on pose ¥, =
{n} x Xy, a = J,e,, Yn- La famille (¥;,)new est alors une partition de a. On
définit » C a® en posant (x,y) € r & (In € w)(x € Y, ety € Y,11).
L’axiome du choix dépendant donne alors une suite f : v — a, telle que
f(n) € Y, pour tout n € w. Onadonc f(n) = (n, g(n)) et g est une fonction
de domaine w qui appartient a [ [,,, Xn.

Notons encore que ACD équivaut, dans la théorie ZF 4 AF, au schéma
d’axiomes suivant :

Vxp ... Vx[Vx3yE(x, y, x1, ..., xx) = Yud f(f est une fonction

de domaine w, et f(0) =u et (Vn € W)E(f(n), f(n+1),x1,...,x1))]
ou E(x,y, x1,...,xt) est un énoncé quelconque, sans parametre.

En effet, ce schéma d’axiomes donne immédiatement ACD (prendre le
cas particulier ou E(x, y) est I'énoncé x € a = (x, y) €r).

Inversement, supposons ACD satisfait, et considérons un énoncé E(x, y)
tel qu'on ait Vx3yE(x, y). Pour chaque ensemble x, soit ®(x) 1'ensemble
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des y de rang minimum tels que E(x, y). Etant donné un ensemble u, on
définit par induction une fonction g de domaine w, en posant: g(0) = {u};
g +1) = Uyeg P&). On pose a = | e, 8() et 7 = {(x,y) € a’;
E(x, y)}. Alors, par construction, onau € a et (Vx € a)(Jy € a)((x, y) €r).
L’axiome du choix dépendant donne alors une suite f : @ — a telle que
f©) =uet E(f(n), f(n+1)) pour tout entier n.

Le modele étudié au chapitre précédent (page 159 et suivantes) pour
établir I'indépendance de I'axiome du choix, ne satisfait pas I'axiome du
choix dénombrable, comme on va le montrer ci-dessous. On aura ainsi le
résultat suivant:

e Si /F est non contradictoire, il en est de méme de ZF + AF+ «il existe
une suite d'ensembles non vides dont le produit est vide».

Dans le modele considéré, on a vu en effet qu’il existe un ensemble X
(inclus dans & (w)) qui n’est pas fini, mais ne contient aucun sous-ensemble
dénombrable. 1 suffit donc de montrer la proposition suivante:

e Si ACDen est vrai, tout ensemble qui n'est pas fini a un sous-ensemble
dénombrable.

Soit X un ensemble qui n'est équipotent a aucun ordinal fini; on voit
immédiatement, par récurrence, que pour tout n € o, il existe une injection
de n dans X. Soit alors U, I'ensemble des injections de n dans X ; puisque
U, #¥,ona] |,e, Ur # ¥, dapres ACDen. 1l existe donc une fonction f, de
domaine o, telle que, pour chaque 7, f(n) soit une injection de n dans X.

On définit alors, par induction, une application g : ® — X en posant:
g(0) = le seul élément de I'image de f(1);
gin+1) = f(k)(), ol k est le premier entier tel que Im( f(k)) n'est pas
contenue dans {g(0), g(1),...,g(m)} et [ le premier entier < k tel que
Fld) ¢ {g(0), g(D), ..., gm)}.

11 est clair que g est une injection de w dans X.
C.Q.E.D.

Dans la suite de ce chapitre, nous nous proposons d'étudier certains
modeles de ZF + AF+ ACD qui ne satisfont pas I'axiome du choix. De tels
modeles présentent un certain intérét, en particulier parce que, pour une
bonne partie de I'analyse (espaces topologiques séparables, théorie de la
mesure), on a besoin d'utiliser non pas I'axiome du choix, mais seulement
|'axiome du choix dépendant, ou méme I'axiome du choix dénombrable.

On emploiera la méthode suivante pour construire ces modeles : soient M
un modele transitif de ZF + AF + AC, C un ensemble ordonné de M, G un
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C-générique sur M. Soit M®(x) I'énoncé: « x est une application de domaine
w avaleurs dans M » (M est le symbole de relation défini au théoreme 11.18).

Le modele considéré est alors la collection HDM® prise dans M[G] (voir
page 154). On I'appelle collection des ensembles héréditairement définissables
en termes d'une suite déléments de M. Noter qu'il n’est pas vrai que tout
ordinal de M[G] soit dans M* ; mais tout ordinal, et plus généralement tout
élément a de M est (trivialement) défini au moyen d'un élément de M*: la
fonction de domaine @ constamment égale a a. Cela suffit pour appliquer
les remarques page 153. La collection HDM* de M[G] est donc un modele
transitif de ZF 4 AF qui contient M.

Lemme 14.4. Si f € M[G] est une suite d'éléments de HDM®, alors f elle-
méme est dans HDM".

Les éléments de f sont des couples (n, f(n)) d’éléments de HDM®, donc
sont dans HDM®. 1l nous reste donc 2 montrer que f est elle-méme définis-
sable en termes d'une suite d’éléments de M. Or, d’apres le lemme 13.2, on
aun énoncé E(x, y) a deux variables libres sans parametre, et pour chaque
entier n, une suite s d’éléments de M, tels que E(x, s) soit une définition
de f(n) dans M[G]. Comme M[G] satisfait I'axiome du choix (puisque M
le satisfait par hypothese) il existe donc dans M[G] une suite (s,),c. telle
que, pour tout entier n, E(x, s,) soit une définition de f(n) dans M[G]; et
chaque s, est une suite d’éléments de M.

On définit une fonction ¢ de domaine «? a valeurs dans M, par ¢(n, p) =
s, (p). Pour chaque entier n, s, est défini dans M[G] par 'énoncé S(z, n, z)
suivant, dont les parametres sont t et n: z = {(p, x); ((n, p),x) € t}.

Or, il est clair que f est défini dans M[G] par I'énoncé suivant:

Yolvey < (@n € w)Ix(E(x,s,) et v=(n,x))]
et donc par I'énoncé A(¢, y):
Yo[v € y < Jz(In € w)Ax(S(t, n, z) et E(x,z) et v = (n, x))]
qui a pour seul parametre £.

Soit alors j la la bijection canonique de w sur @?. On définit une suite
u d’éléments de M en posant u(m) = t(j(m)) pour chaque m € w. Alors f
est défini dans M[G] par I'énoncé suivant, dont u est le seul parametre:

Ix[A(x, y) etx =uo j7!].

C.Q.E.D.

Corollaire 14.5. HDM satisfait l'axiome du choix dépendant.

Soient a, r € HDM®, tels que r C a® et (Vx € a)(Jy € a)((x, y) €r),
et xp € a. D'apres 'axiome du choix dans M[G], il existe f € M[G], ap-
plication de w dans a, telle que (f(n), f(n + 1)) € r pour tout n € w et
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f(0) = xo. Donc f est une suite d’éléments de HDM" et, par suite, est
elle-méme dans HDM” d’apres le lemme 14.4.
C.Q.E.D.

Consistance de ACD +
«il n’y a pas d'ultrafiltre non trivial sur @ »

Soient M un modele transitif dénombrable de ZF + AF + AC, et C I'ensem-
ble des applications de domaine fini C w, a valeurs dans {0, 1}, muni de
I'ordre inverse de I'inclusion. On a vu (page 148) qu'un C-générique sur M
est représenté par une fonction f : w — {0, 1}.

La fonction 1 — f est également C-générique sur M : car I'application
o : C— C qui a chaque p € Cassocie op de méme domaine, et égale a
1 — p sur Dom(p), est un automorphisme de C (qui est évidemment dans
M); et 1 — f est le transformé du générique f par cet automorphisme.
Evidemment M[1 — f] = M| f].

On montre de maniére analogue que, si ' : @ — {0, 1} est égale a f
sauf en un nombre fini de points ny, . .., n, alors f’ est C-générique sur M
et M[f'] = M[f].

11 suffit pour le voir de considérer I'automorphisme t de C, qui a chaque
p € G associe tp, de méme domaine que p, telle que:

tp(i) = p(i) sii € Dom(p),i £ny,...,ng;

tp(nj) =1—pn;)sil <j <ketn; € Dom(p).

Soit x un cardinal infini de M, non cofinal a w (par exemple ¥ = X;). On
pose C = & C; il est immédiat de vérifier que I'ensemble ordonné C est
isomorphe a I'ensemble des applications de domaine fini, inclus dans w x «,
a valeurs dans {0, 1}, muni de I'ordre inverse de I'inclusion. Cet ensemble de
conditions a déja été considéré au chapitre 12 et on a montré (lemme 12.1)
qu'il satisfait la condition d’antichaine dénombrable.

On considere un C-générique sur M, qui est donc représenté par une
famille (fy)oer OU chaque f, est une application de w dans {0, 1} qui est
C-générique sur M. On pose N = M[(fi)aer]-

Dans le modele .V, k est encore un cardinal non cofinal a w (cela résulte
du fait que C satisfait la condition d’antichaine dénombrable et sera montré
ultérieurement (lemme 15.2) : de toutes facons, dans le cas présent, on peut
prendre x = ¥; dans M; on a alors déja montré (théoreme 12.2) que « est
encore égal a ¥; dans ).

Soit A I'ensemble des applications f : w — {0, 1} qui sont égales a I'une
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des fonctions fy, 1 — fy (o € k) pour tous les entiers sauf un nombre fini. Il

est clair que, dans N, ona A C {0, 1}¥; si f € A, alors f est C-générique

sur M, et M[ f] = M f,] pour un certain ¢ < « (voir remarques ci-dessus).
On a dans N :

e A est partout dense dans {0, 1}*.

En effet, un ouvert élémentaire de {0, 1}* est de la forme: {g € {0, 1}*;
gny) =e€1,...,8(m;) = &}, avec &1, ..., & € {0,1} et ny, ..., n; entiers
distincts. Or il est clair qu'il existe une telle fonction g dans A: prendre,
pour n'importe quel @ < «, la fonction g : @ — {0, 1} égale a f, sauf pour
ni,...,ng, telle que g(ny) = ¢, ..., gng) = &.

Théoreme 14.6. Soit D un objet de N, définissable dans N en termes d'élé-
ments de M. Alors il existe dans N un ouvert U de l'espace {0, 1} tel que
DNA=UNA

Par hypothese, on a un énoncé E(x, a) a une variable libre, dont le seul
parametre est a € M, tel que, dans N, on ait: Vx[x € D < E(x, a)].

Soit f un élément quelconque de A. On a M| f] = M| fo,] = M’ avec
@y < k. 0r C=Cx Q™ Cet, par suite, N = M [(fo)orar ), 12 famille
(fa)asa, étant générique sur M’ pour 'ensemble de conditions ) ~eol C
(théoreme 14.1).

1l est clair que les ensembles ordonnés ®K\{“°} Cet C = Q" Csont
isomorphes dans M : plus précisément, si 6 € M est une bijection de k sur
k ~{ap}, il lui est associé de facon évidente un isomorphisme jy; de C sur
Q! C.

L'image inverse par jy d’'un ®K\{“°} C-générique sur M’ est donc un C-
générique sur M. On en déduit que la famille H = ( fyq )y < €st C-générique
sur M.

Evidemment M'[( fo)aa,] = M'[H] puisque 6 € M’

On a ainsi montré que N = M'[H], H étant C-générique sur M.

Or E(f, a) est un énoncé clos, a parametres dans M, et 'ensemble de
conditions C est homogene. 1l résulte alors du lemme 13.4 que I'énoncé
E(f, a) est satisfait dans N = M'[ H], si et seulement si 'énoncé: «il existe
p € C qui force E(f, a)» est satisfait dans M. Cet énoncé s'écrit E'( f, a),
E’(x, y) étant un énoncé sans parametres a deux variables libres.

Orona M = M[f], ou f: w — {0, 1} est une fonction C -générique
sur M. Soit F' I'ensemble des restrictions de f aux parties finies de w; F est
une partie de C, qui est C-générique sur M, et M[f] = M[F].
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On pose ap = {(11, p); n € w, p € C, n € Dom(p) et p(n) =1}.

On a vu, page 159, que I'image de ay par I'application contractante ¢ :
M — M[F] est la partie d de w dont f est la fonction caractéristique.

E'(f, a) équivaut évidemment a I'énoncé E”(d, a) : «la fonction caracté-
ristique de d satisfait I'énoncé E’(x, a) ». D’apres le lemme de vérité, I'énoncé
E’(d, a) est vrai dans M’ = M[F], si et seulement s'il existe p € F tel que,
dans M, on ait p I- E”(ay, a).

Soit B = {p € C; I'énoncé p I+ E"(ay, a) est vrai dans M}. B est alors
une partie de C qui est dans M. On vient de démontrer que I'énoncé E( f, a)
est vrai dans V si, et seulement s’il existe une restriction de f a une partie
finie de w qui est dans 'ensemble B.

Onpose U ={g:w — {0,1}; g € N etil existe une partie finie X de
o telle que g X € B}.

U est un ouvert de {0, 1}* dans le modele -V : en effet, si g € U, on
aglX e B, pour un X fini C w. Les fonctions & : « — {0, 1} telles que
h| X =g X forment un ouvert élémentaire de {0, 1}*, voisinage de g, qui
est contenu dans U.

On a ainsi montré que, pour tout f € A, E(f, a) est vrai dans N (C'est-
a-dire f € D) si, et seulement si f € U. Donc DNA=U N A.

C.Q.E.D.

Théoreme 14.7. Soient M un modele transitif de ZF + AF + AC k un car-
dinal infini de M, et G un ensemble générique sur M pour l'ensemble de
conditions C = & C. Dans le modele N = M[G], il nexiste aucun ultra-
filtre non trivial sur o qui soit définissable en termes d'éléments de M.

Rappelons qu'un ultrafiltre sur w est, par définition, une partie D de
P(w) telle que:

abcD=anNbeD;aCbCwacD =bcD

aCw= (w~aeDa¢ D).
L'ultrafiltre D est dit frivial s'il existe ng € w tel que D ={a C w; ny € a}.

Toute la démonstration est faite dans le modéle /. On considere un ultra-
filtre D C P (w), définissable en termes d’éléments de M. Soit D I'ensemble
des fonctions caractéristiques des éléments de &D. D est donc une partie de
{0, 1}*, définissable en termes d’éléments de M et, d’apres le théoreme 14.6,
il existe donc un ouvert U de {0, 1}* tel que DNA = UNA. Pour chaque par-
tie X de {0, 1}%, onpose X' ={1—f; f € X}.Onadonc DNA’ =U'NA/,
c'est-a-dire D’ N A =U’' N A, puisque A’ = A (par définition de A). U’ est
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évidemment un ouvert de {0, 1}*; ona D = {0, 1}* ~ D puisque D est un
ultrafiltre.

On adonc DND' =, et, par suite, UNU' N A = @. Or A est partout
dense, et U NU’ est ouvert; donc U N U’ = .

Ona DUD ={0,1}*, donc UUU’ D A; par suite, U UU’ est un ouvert
partout dense.

Il en résulte que U ou U’ est non vide; comme X 7# ) = X’ # (J, on en
déduit que U et U’ sont non vides tous les deux.

Comme U est un ouvert non vide, U N A # (J (A est partout dense) ; soit
f un élément de U N A, donc de D N A.

Soit 2 = {g € {0,1}?; g(ny) = &1,...,2Mm;) = &} un ouvert élé-
mentaire quelconque de {0, 1} (n1,...,nx € o, €1,...,& € {0,1}). Par
définition de A, la fonction f’: w — {0, 1} égale a f sauf pour ny, ..., ng,
et telle que f'(n;) = & (1 <i < k) appartient a A; elle appartient aussi a
D puisque f € D et que D est un ultrafiltre non trivial (si P, Q sont deux
parties de w dont la différence symétrique est finie, alors P € D < Q € D).
On en déduit que DN ANQ # @, donc U N AN Q2 # . Comme 2 est un
ouvert élémentaire quelconque, on voit que U est un ouvert partout dense
de {0, 1}.

Comme U’ est un ouvert non vide, on en déduit que U N U’ # @, ce qui
est une contradiction.

C.Q.E.D.

Par la méme démonstration, on a en fait le résultat plus général suivant:

Théoreme 14.8. On note f ~ g la relation d'équivalence: « f est égale a g
sauf pour un nombre fini dentiers», définie sur {0, 1}*. Dans le modele N,
il n'existe pas de partition de {0, 1}* en deux parties D, D/, définissables en
termes d'éléments de M, saturées pour cette relation d'équivalence, et telles
que D' ={1—f; feD)

Lemme 14.9. Soit u € M[( fo)a<«]), u étant une application de domaine w a
valeurs dans M. Alors il existe cty < k tel que u € M[(fo)a<ap]

Remarquons que, puisque C = Q™ Cx &~ C la famille ( fo)o<a, €st
générique sur M pour I'ensemble de conditions R)* C.

Soit G le C-générique sur M, associé a la famille (fy)y<«, €t soit ¢
I'application contractante surjective de M sur M[G]. On prend v € M tel
que ¢(v) = u. Pour chaque n € w, on a (n, u(n)) € ¢(v); d’apres le lemme
de vérité, il existe donc p, € G tel que: p, I (n, u(n)) € v (par hypothese,
u(n) € M pour tout n). La suite (p,)neo est dans M[G]; pour chaque
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n € w, soit B, le plus grand élément de Dom(p,) (p, est une application de
domaine fini C «, a valeurs dans C). Comme « n’est pas cofinal a w dans
M[G] (page 170), en posant oy = sup,,,, Bu+1, on a oy < «. On a alors
Pn € @ Cpour tout n. Ona G = Gy, X G, G,, étant générique sur M
pour I'ensemble de conditions &)™ C, et G étant générique sur M[G,]
pour 'ensemble de conditions &) ~*° C. De plus

M[Gao] = M[(fa)a«xo]-

Comme p, € Get p, € ®“° C ona p, € Gy, pour tout n € w. On en déduit
queu ={(n,y); n€w, y €M, il existe p € G, tel que p I (n,y) € v}.
Eneffet, siona p € G, p I+ (n,y) € v,onaalors p € G, donc y = u(n)
d’apres le lemme de vérité. Inversement, si y = u(n), on a p, € Gy, et
Pn = (n, y) € v par définition de p,.

Cette derniere égalité montre clairement que u € M[Gy,], C'est-a-dire
que u € M[(fa)ot<oto]-

C.Q.E.D.

Théoreme 14.10. Dans le modele N = M[( fy)u<« ], il Wexiste aucun ultra-
filtre non trivial sur w qui soit définissable en termes d'une suite d'éléments
de M.

Soit D un tel ultrafiltre, s'il en existe. Par hypothese, on a un énoncé
E(x,u) a une variable libre, dont le parametre u est une suite d’éléments
de M (u € N), tel que, dans N, on ait Vx[E(x, u) < x = D). Dapres le
lemme 14.9, il existe un ordinal oty < & tel que

ue M[(fa)a«xo] = M[Gao]'

Oronavu que N = M[G] = M[G,,][G], o G est générique sur
M[G ] pour 'ensemble de conditions Q) ~*° C. Comme « est un cardinal
et oy < k, k ~ap est équipotent a k dans M. D’ol1 un isomorphisme j € M
de I'ensemble ordonné X ~* C sur C = K C.

Si G’ = j(G*)), G’ est donc C-générique sur M[G,,]; puisque j € M,
on a évidemment N = M[Gao][G("‘O)] = M[Gy, J[G'].

On peut alors appliquer le théoreme 14.7, en y remplacant le modele M
par M[Gqy,]. On en déduit que, dans M[Gy,][G'] = , il n'existe aucun
ultrafiltre non trivial sur w qui soit définissable en termes d’éléments de
M[G,]. Or, par hypothese, D est un tel ultrafiltre puisque u € M[Gy,];
d’ot1 la contradiction cherchée.

C.Q.E.D.
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Dans le modele N = M[( fy)o <« ], on considere alors la collection HDM®
des ensembles héréditairement définissables en termes d'une suite d’élé-
ments de M. On a vu (corollaire 14.5) que HDM® satisfait ZF 4+ AF + ACD.
De plus, HDM" satisfait I’énoncé: «il n'existe aucun ultrafiltre non trivial
Sur w».

En effet, toute partie de w qui est dans M est dans HDM" : car elle est
définie par sa fonction caractéristique, qui est une suite de 0 et de 1, donc
une suite d’éléments de M. Donc si D est, dans HDM®, une partie de 5 (w)
qui est un ultrafiltre non trivial sur o, il a la méme propriété dans N. Mais
D est définissable en termes d'une suite d'éléments de M, et le théoreme
précédent montre que c’est impossible. On a ainsi montré:

e Si ZF est non-contradictoire, il en est de méme de la théorie ZF + AF +
ACD+ «il n'existe aucun ultrafiltre non trivial sur w».

En utilisant le théoreme 14.8, on montre, exactement de la méme facon,
que dans HDM il n’existe pas de partition de {0, 1}* en deux parties D, DY,
saturées pour la relation d’équivalence ~ (définie par: f ~ g < fetg
ont la méme valeur pour tous les entiers sauf un nombre fini) telles que
D={1-f; feD}

Dans 'anneau de Boole J(w), soit J 'idéal formé des parties finies de
w. Ce résultat signifie qu'il n'existe pas de partition de I'anneau de Boole
P(w)/J en deux parties A, A’ telles que A’ = {0¢; 6 € A} (6¢ désigne le
complément de 8 dans I'algebre de Boole #(w)/J); ou encore:

e Dans le modele HDM”, le produit de la famille d'ensembles a deux
éléments {0, 6°} out O décrit l'anneau de Boole P (w)/J. est vide.

11 en résulte aussi que:

e Dans HDM”, l'ensemble P (w)/J ne peut étre totalement ordonné.

En effet, si on avait un tel ordre, noté <, il suffirait de poser A = {0 €
Pw)/d; 0 <6 N ={6°; 6 € A} pour obtenir une partition de P (w)/J
ayant la propriété indiquée ci-dessus.

Consistance de ACD + «R n’a pas de base sur Q»

Soit M un modele transitif dénombrable de ZF + AF+ AC. Dans M, on
considere 'ensemble D = {(a,b) € Q?; a < b}, que I'on ordonne en
posant (a,b) < (d@',b) & a' <a < b <b'; deux éléments (a, b), (¢, d) de
D sont donc compatibles si et seulement si Ja, b[ N]c, d[ # .

Théoreme 14.11. Soit g un D-générique sur M. Dans M[g], il existe un réel
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r (et un seul) tel que {r} = ﬂ(a’b)eg[a, bl. On a alors g = {(a,b) € D;
r € la, bl}.

Si (a1, by), ..., (ak, by) € g, ces éléments de D ont un minorant com-
mun; il en résulte que (Y-‘Zl[a,-, bi] # (. La famille d’intervalles compacts
[a, b] de R (pour (a, b) € g) a donc la propriété de I'intersection finie. Donc
ﬂ( ab)e g[a, b] est un intervalle fermé non vide de R (éventuellement réduit
a un point).

Pour chaque entier n > 0, {(a,b) € D; b —a < 1/n} est évidemment
une partie dense de D qui est dans .M. Elle rencontre donc le générique g.
Pour tout entier n > 0 il existe donc (a, b) € g tel que [a, b] soit de longueur
< 1/n. Cela montre que (7, 4)cla, b] est réduit a un point r. Ce réel r n'est
pas dans M: en effet, si ¢ est un réel de M, {(a,b) € D; ¢ ¢ [a, b]} est
évidemment une partie dense de D, qui est dans M ; il existe donc (a, b) € g
tel que ¢ ¢ [a, b], d'ou r # c. En particulier, » n’est pas rationnel.

1l reste a montrer que, si a,b € Q eta <r < b, alors (a, b) € g; mais
si (a, b) ¢ g, alors (a, b) est incompatible avec (c, d) € g (page 124), donc
[a, b] N [c, d] est soit vide, soit réduit a un point qui est a ou b. Ceci est
impossible car r € [a,b] N[c,d] etr ¢ Q.

C.Q.E.D.

Ce théoreme montre que tout modele transitif de ZF qui contient M et
a pour élément un des deux objets r, g, a pour élément l'autre. On utilise
donc aussi la notation M[r] pour désigner le modele M[g]. Un tel réel r,
associé a un D-générique sur M, est appelé un réel de Cohen sur M.

Théoreme 14.12. Si ¢ est un réel de M, et si r est un réel de Cohen sur M,
r + ¢ est un réel de Cohen sur M ; cr en est un également, si ¢ # 0.

Par hypothese I'ensemble g = {(a, b) € D; a < r < b} est D-générique
sur M. On pose g’ = {(a,b) € D; a <r+c < b}, et on a a démontrer que
g est D-générique sur M.

1l est clair que, si (a, b) € g’ et (a,b) < (da',]'), alors (@', V') € g'. Soient
(a,b), (d,b) € g'; sils sont incompatibles, [a, b]N[a’, '] est vide ou réduit
a un point, qui est a ou b; mais r + ¢ € [a, b] N [d, V'], donc, par exemple
r +c¢ =a, ce qui est faux, car r n'est pas dans M.

Soit X € M une partie dense de D. On pose:

Y ={(u,v) €D; il existe (x,y) e X telquex —c <u <v <y-—c}

1l est clair que Y € M. On montre que Y est dense dans D: si (a, b) € D,
onaa < bdonca+c < b+, etil existe donc d, b € Q tels que
a+c<d <b <b+c Ona(d,b) e D, et, puisque X est dense, il
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existe (x,y) € X, (x,y) <(d,V).Onaalorsa <x—c <y—c <b,dou
l'existence de u, v € Qtelsquex —c <u <v < y—c;onabien (u,v) €Y
et (u,v) <(a,b).

1l en résulte que Y N g #~ (J; il existe donc (1, v) € g et (x,y) € X tels
quex —c<u<v<y—c;onar €lu,v[, donc r +c €]x, y[, et donc
x,yyeXng.

On démontre de facon analogue la deuxieme partie du théoreme.

C.Q.E.D.

Noter qu’on a évidemment, sous les hypotheses du théoreme, M[r+c] =
Mlcr] = M[r].

On considére un cardinal ¥ de M et on pose D = ) D.

Lemme 14.13. D satisfait la condition d'antichaine dénombrable.

Soit X C D une antichaine de D. On suppose d’abord qu'il existe n € w

tel que Dom(p) = n pour tout p € X. On montre par induction sur n, que
X est dénombrable. C'est évident si n = 0.

Sin > 0, soit py un élément fixé dans X. Si p € X, p # po, alors p est
incompatible avec py, donc Dom(p) N Dom(py) # @.

Pour chaque o € Dom(py) et d € D, posons Xy g4 = {p € X ~{po};
a € Dom(p) et p(a) =d}.

11 est clair que la famille X,, ; constitue une partition de X ~{p}, indexée
par un ensemble dénombrable. 11 suffit donc de montrer que chacun des
ensembles X, 4 est dénombrable. Or X, 4 est une antichaine de D dont tous
les éléments prennent la méme valeur d au point «. Si Y, 4 est 'ensemble
des p~{(, d)} pour p € X 4, alors Y, 4 est évidemment équipotent a X, 4 ;

or c’est une antichaine de D, et on a Dom(g) = n — 1 pour tout g € Yy 4.
Par hypothese de récurrence, Y, ; est donc dénombrable, et X,, ; aussi.

Soit maintenant X une antichaine quelconque de D; on pose X, =

{p € X; Dom(p) = n}. Chaque X,, est dénombrable, comme on vient de le
montrer, donc aussi X = _J,¢,, Xu-
C.Q.E.D.

On suppose maintenant que « est un cardinal infini de M non cofinal
a w, par exemple k = R;. On considere un D-générique G sur M. On a
donc G = (gu)aer, OU chaque g, est D-générique sur M. On désigne par
7y le réel de Cohen sur M associé a g,. On a donc M[G] = M[(gy)e <] =
M[(Fo)a<x]- Ce modele est désigné par N.

Dans .V, l'ordinal « est encore un cardinal non cofinal a w (voir la re-
marque page 170).
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Dans le modele N on considere le sous-ensemble A de R, formé des
réels de la forme 4r, + ¢, a décrivant «, et ¢ décrivant I'ensemble des
réels de M. Par suite, tout r € A est un réel de Cohen sur M, et on a
M[r] = M[r,] = M[g,] pour un certain o € k. On a alors dans  :

o A est partout dense dans R.

Ceci est évident, puisque A contient en particulier tous les réels r, 4+ ¢
(g € Q) « étant un ordinal fixé < «.

Théoréme 14.14. Soit A un objet de N, définissable dans N en termes d'élé-
ments de M. Il existe alors X € M, qui est une partie saturée de D telle que
ANA={reA;ilexiste (u,v) € X tel que u <r < v}.

La démonstration est tout a fait sembable a celle du théoreme 14.6. On
observe d’abord que I'ensemble de conditions D est homogene. Cela résulte
immédiatement du théoreme 14.2.

Par hypothese, on a un énoncé E(x, a) a une variable libre, dont le seul
parametre est I'objet a € M, tel que, dans N, on ait: Vx[x € A & E(x, a)l.
Soit  un élément quelconque de A. On a M[r] = M([gy,] = M pour un
certain oy < K.

Comme D = Dx@*! D, ona N = M [(ge)asta], 1a famille (ga)a a0,
étant générique sur M’ pour 'ensemble de conditions ®K\{“°} D.

Les ensembles ordonnés X D et (X" @} D sont évidemment isomor-
phes dans M. Le transformé par cet isomorphisme du générique (gq)usa,
est donc un ensemble H qui est D-générique sur M’. On a évidemment :

N = M [(8a)astay] = M'[H].
E(r, a) est un énoncé clos a parametres dans M’ = M[r]. Or 'ensemble
de conditions D est homogene. Il résulte alors du lemme 13.4 que 1'énoncé
E(r, a) est satisfait dans N = M'[ H], si, et seulement si I'énoncé: «il existe
p € D qui force E(r, a)» est satisfait dans M’. Cet énoncé s'écrit E'(r, a),
E’(x, y) étant un énonce sans parametres a deux variables libres.

Or on a M’ = M]r], ot r est un réel de Cohen sur M. Soit g =
{(u,v) €D; u < r < v} le D-générique sur M associé a r. On pose
C'={(p,q); p.q €D, p=gq}. On avu que I'image de I' par I'application
contractante surjective ¢ : M — M][g], associée au générique g, est alors g
lui-méme (page 130).

Dans le modele M[r], 'énoncé E'(r, a) équivaut évidemment a I'énoncé
E’(g,a): «le réel x tel que {x} = ﬂ(u’v)eg[u, v] satisfait E’(x, a) ».

D’apres le lemme de vérité, I'énoncé E”(g,a) est vrai dans M’ si et
seulement s'il existe p € g, tel que, dans M, on ait p I- E” (f, a).
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On pose X = {p € D; I'énoncé p + E"(I',a) est vrai dans M}. X
est alors une partie saturée de D qui est dans le modele M. On vient de
démontrer que 'énoncé E(r, a) est vrai dans N si, et seulement s'il existe
p € gNX; c'est-a-dire si et seulement s'il existe (1, v) € X telqueu < r < v.

C.Q.E.D.

Lemme 14.15. Soient M un modeéle transitif de ZF + AF + AC, k un cardinal
infini de M et G un ensemble générique sur M pour l'ensemble de conditions
D = ®" D. Dans le modele N = M[G), il n'existe aucune partie A de R,
définissable en termes d'éléments de M, qui ait exactement un point conumun
avec chaque classe d'équivalence de R modulo Q.

La démonstration est faite dans le modele &. On considere une telle
partie A de R, s'il en existe. D’apres le théoreme 14.14, il existe X C D tel
que ANA={reA;ilexiste (u,v) € X, u <r <v}.

On pose U = | Ji,.yyex i, v[; U est un ouvert de R, etona ANA =
UNA.

Pour chaque Z C Retqg € Q onpose Z+q ={x+gq; x € Z}.

Onaalors (A+¢)N(A+q) = (U+g)N(A+q), Cest-a-dire (A+g)NA =
(U 4gq) N A puisque A 4+ g = A par définition de A.

OnaAN(A+qg)=0@siqg#0:sinon,onax,y €A, x=y-+gq, donc
A rencontre la classe d’équivalence de x en deux points distincts x et y.

DoncUNU+qgNA=ANA+qg)NA =0 Mais UNU +q) est
ouvert dans R et A est partout dense; donc U N (U + ¢) = ¥ pour tout
q€Q qg#0.

Si U # (), il existe un intervalle ouvert ]a, b[ C U ; on choisit ¢ rationnel,
0 <qg <b—a.Aors la,b[N]a+q, b+q[# @, donc UN(U+¢q) # ¥ ce qui
est faux. On a donc U = {J, et par suite ANA=UNA=(.Or A est une
réunion non vide de classes d’équivalence de R modulo QQ, donc rencontre
A d’apres le choix de A, ce qui est une contradiction.

C.Q.E.D.

Lemme 14.16. Les hypotheses sont celles du lemme précédent. Dans le modele
N = M[G], toute fonction f: R — R, définissable en termes d'éléments de
M, telle que f(1) =0et f(x+y) = f(x)+ f(y) quels que soient x, y € R,
satisfait f(c) = 0 pour tout réel c € M.

La démonstration est faite dans le modele N. On pose E = {x € R;
f(x) <0}. Puisque f est définissable en termes d’éléments de M, il en est
de méme de E. Le théoreme 14.14 donne alors une partie X saturée de D,
XeMtelleque ENA={reA;ilexiste (u,v) € X, u <r <v}.
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Pour chaque rationnel ¢, on a f(g) = 0, donc f(x) = f(x +¢q) pour
tout x € R. 1l en résulte que E +¢g = E. Par définitionde A, ona A+g = A.
Donc:

ENA=(ENA)+qg={reA;ilexiste (u,v) € X, u+q <r <v-+gq}.
SiX=0@onaENA={, donc f(r) > 0 pour tout r € A; c’est impossible
car,sir € A, alors —r € A et f(—r) =—f(r).

Donc X # #; on montre alors que X est une partie dense de D. En effet,
soit (a, b) € D; comme X # ¢, on prend (u, v) € X. Soit ¢ = a — u; alors
lu 4+ g, v+ glN]a, b[ est un intervalle ouvert %~ (J. Comme A est partout
dense, il existe r € ANJu+q, v+q[N]a, b[. Onadonc r € (ENA)+gq, soit
r € ENA; par suite, il existe (u’, v') € X telquer €]u’, v'[. Commer €]a, b,
on voit que Ju’, v'[ N]a, b[ est un intervalle ouvert non vide Ju”, v"[. On a
W', v") < W,v), donc (u”,v”) € X puisque X est saturée, et on a bien
W, v") < (a,b).

X est donc une partie dense saturée de D, qui est dans M. Soit alors
r un élément quelconque de A; r est un réel de Cohen sur M, donc si
g ={u,v) € D; u <r < v}, g est D-générique sur M. Donc g N X # @;
il existe donc (1, v) € X tel que u < r < v, ce qui montre que r € EN A.

Par définition de E, on a donc f(r) < 0, quel que soit r € A. Mais si
r € A, alors —r € A; on adonc f(r) =0 pour tout r € A.

Soit alors ¢ un réel de M; on prend r € A, dour +c € A, et f(r) =
f(r+c¢)=0.Donc f(c) =0.

C.Q.E.D.

Lemme 14.17. Soit u € M[(gy)a<«], U étant une application de domaine w
a valeurs dans M. Alors il existe oy < « tel que u € M[(8y)a<ayl-

La démonstration est exactement la méme que celle du lemme 14.9, au
remplacement pres de C par D et de C par D. On utilise le fait, démontré
ci-dessus, que D satisfait la condition d’antichaine dénombrable.

C.Q.E.D.

Théoreme 14.18. Dans le modele N = M[G] = M[(gy)a<c]) il nexiste
aucune partie A de R, définissable en termes d'une suite d'éléments de M,
qui ait exactement un point commun avec chaque classe d'équivalence de R
modulo Q. Dans ce modele, toute fonction f : R — R, définissable en termes
d'une suite d'éléments de M, telle que f(1) =0et f(x+y) = f(x) + f(y)
quels que soient x, y € R, est identiquement nulle.

Soit f: R — R, qui est, dans M[G], définissable en termes d'une suite
u d’éléments de M, telle que f(1) =0 et f(x +y) = f(x) + f(y) pour
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x,y € R. Soit ¢ un réel de M[G]; on a a montrer que f(c) = 0. D’apres le
lemme 14.17, il existe iy < k tel que u, ¢ € M[(ga)a<a,] (c peut évidemment
étre considéré comme une suite de 0 et de 1).

Ona D = Q™ Dx® ™™ D, et par suite N = M[(gx) <o I[(8a)ag<er<c]
ou la famille (go)ug<a<c €st générique sur M[(gu)u<a,] pour I'ensemble
de conditions X~ D. Or k ~ oy est équipotent a « dans le modele M,
d’'ot1 un isomorphisme j € M de R~ D sur R D = D. Par cet iso-
morphisme la famille (g4 )y, <o <« donne un D-générique G’ sur M et on a
N = M[(ga)ot«xo][G/]-

On applique alors le lemme 14.16, en y remplagant M par M[(8x)a<a ],
ce qui donne immédiatement f(c) = 0.

De la méme facon, si A € M[G] est définissable en termes de la suite
u, le lemme 14.15, appliqué dans les mémes conditions, montre que A ne
peut étre une partie de R ayant exactement un point dans chaque classe
d’équivalence modulo Q.

C.Q.E.D.

Une fonction f : R — R est dite additive, si f(x+y) = f(x)+ f(y)
quels que soient x, y € R, autrement dit, si f est un endomorphisme de R
considéré comme Q-espace vectoriel.

Théoreme 14.19. Si ZF est non contradictoire, il en est de méme de la théorie:
ZF+ AF+ACD + «il nexiste aucune partie de R qui ait exactement un point
en commun avec chaque classe déquivalence de R modulo Q» + «toute
fonction additive f : R — R est de la forme f(x) = Ax avec A € R».

On considere la collection HDM® définie dans M[G] qui satisfait (voir
corollaire 14.5) ZF + AF + ACD.

Tout réel de M[G] est dans HDM”, puisqu’on peut le considérer comme
une suite de 0 et de 1 (représentation binaire). Il est alors immédiat, d’apres
le théoreme 14.18, que HDM" satisfait les deux énoncés considérés (pour
vérifier le deuxieéme, on notera que, si f : R — R est une fonction additive,
alors g(x) = f(x) —xf (1) définit une fonction additive telle que g(1) = 0).

C.Q.E.D.

On en déduit évidemment que, dans HDM®, I'espace vectoriel R sur le
corps Q n'a pas de base: en effet, si B est une base de R sur Q, il suffit
de choaisir b € B, et de définir f : R — Q par f(x) = le coefficient de b
dans I'écriture de x comme combinaison linéaire d’éléments de B. Alors f
est additive, n’est pas identiquement nulle puisque f(b) = 1, et n’est pas de
la forme Ax avec A € R, puisqu’elle ne prend que des valeurs rationnelles.
Par suite:
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e Dans la théorie ZF + AF 4 ACD, on ne peut montrer que tout espace
vectoriel a une base, ni méme que R a une base sur Q.

Remarque. Le théoreme 14.18 (et, de facon analogue, le théoréme 14.10)
donne une formulation précise (et une démonstration) a une idée intuitive
tres répandue, a savoir que certains ensembles, dont |'existence est démon-
trée a 'aide de I'axiome du choix (par exemple un ensemble de réels ayant
exactement un point en commun avec chaque classe d’équivalence modulo
@, souvent utilisé comme exemple typique d’ensemble non mesurable), ne
peuvent étre «explicitement définis». Si on prend les mots «explicitement
défini» au sens de «définissable par un énoncé sans parametre», on Voit,
d’apres ce théoreme, qu'on ne peut, dans la théorie des ensembles, méme
avec axiome du choix, démontrer I'existence d'un tel ensemble «explici-
tement défini». Bien entendu, on ne peut pas non plus démontrer qu’il n'en
existe pas, puisqu’'en ajoutant I'axiome V = L, on en obtient un, en consi-
dérant «le premier ensemble de réels ayant la propriété considérée, premier
suivant le bon ordre sur 'univers, défini a 'aide de I'axiome de constructi-
bilité ».

R. Solovay a montré dans [29] un résultat beaucoup plus frappant, a savoir
la consistance de la théorie ZF + AF 4 ACD+ «tout ensemble de réels est
Lebesgue-mesurable » (voir chapitre 17).



Chapitre 15

Chaines et antichaines

Conditions d’antichaine

On se place dans un univers satisfaisant I'axiome du choix. Soit C un en-
semble ordonné. On rappelle qu'une antichaine de C est une partie de C
dont les éléments sont deux a deux incompatibles. Etant donné un cardinal
infini «, on dit que C satisfait la condition d'antichaine < k (resp. < k), si
toute antichaine de C est de cardinal < « (resp. < «).

La condition d’antichaine < « n’est utilisée que lorsque « est un cardinal
régulier. En fait, ce n’est pas une restriction, d’apres le

Théoréme 15.1. Pour tout ensemble ordonné C, le premier cardinal « tel que
C satisfasse la condition d'antichaine < k est régulier.

On raisonne par 'absurde, en supposant que A = cof(x) < «. Il existe
donc une famille de cardinaux (k4 o<, telleque o < B <A = A < ko < kg,
etk = U(K 5 ko En remplacant «, par Kj (le cardinal successeur de k), on
voit qu'on peut, de plus, supposer que les «, sont des cardinaux réguliers.
Par hypothese sur «, il existe, pour chaque o < A, une antichaine X, de C,
de cardinal «,.

On définit, par induction sur & < A, une antichaine A, de C, de cardinal
Kq, €t ay € Ay, de facon que, pour tout 8 < o, on ait

Ag CAqU{ay; ¥y <aj.

On suppose donc défini Ag pour B < «, etonpose Bg = Ag~{a,; y <a}.
Bg est donc une antichaine de C, de cardinal kg (puisque {a, ; y < o}
est de cardinal < A < kg), etona B < f < a = Bg C By (puisque
Ap C AgU{a,; y < p'}, par hypothése d'induction).

183
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Par suite, B = _Jg_, Bp est une antichaine de C, de cardinal supg_, kg
< ky.Onpose Y ={p € X, ; p estincompatible avec tout élément de B}.
Alors BUY est une antichaine de C, de cardinal < «,, (puisque X, est une
antichaine de cardinal «,).

Si BUY =k, onpose A, = BUY, et on choisit a, de facon arbitraire
dans A,. Pour B <, ona Ag C BgU{a,; y < o} par définition de Bg,
et donc, évidemment, Ag C A, U{ay,; ¥ <aj.

SiBUY <y, s0it Z=X,~Y,douZ =k,.OnaZ={peX,; pest
compatible avec un élément de B}. Comme k,, est régulier, et que B < kg,
il existe a, € B tel que Z' = {p € X,; p est compatible avec a,} soit de
cardinal k. Pour chaque p € Z’, on choisit dans C un minorant commun
a p et aa,, quon désigne par f(p). On a ainsi défini (a 'aide de AC) une
fonction f injective de domaine Z’, dont I'image est une antichaine Z”, de
cardinal k.. On pose alors A, = (B~{a,})UZ"; C’est une antichaine, puisque
tout élément de Z” minore a,. Cette définition de A, et a, satisfait bien les
conditions voulues: en effet, si 8 <, ona Ag C BgU{a,; y < o} par
définition de Bg, donc Ag C BU{a, ; y <a},douAg C AyU{a,; vy <a}.

Pour chaque o < A, D, = Ay ~{a, ; ¥ < o} est donc une antichaine de
cardinal «y, et B <a <A = Dg C D,. Donc | J,_, Dy est une antichaine
de C de cardinal «, ce qui est une contradiction.

C.Q.E.D.

Lemme 15.2. Soient M un modéle transitif de ZF + AF+ AC, k un cardi-
nal infini de M, C un ensemble ordonné de M satisfaisant la condition
dantichaine < «, et G un ensemble C-générique sur M. Si p est un or-
dinal tel que cof(p) = « dans M, alors la cofinalité de p est la méme dans
M et dans M|G].

Soient A = k la cofinalité de p dans M, u sa cofinalité dans M[G].
Evidemment ;o < A ; on suppose (1t < A. Dans M[G], il existe une application
¢a : © — p dont I'image n’est pas strictement majorée dans p. D’'apres le
lemme de vérité, il existe py € G, tel que py I «a est une application de p
dans P
Pour chaque o € (4 on pose

Xe={B€p; @peC; p<py)(pl(xp) ca)

A chaque B € X, on associe pg < py tel que pg I+ (o, B) € a.

Si B, B’ sont deux éléments distincts de X, pg et pg sont incompatibles :
car si g est un minorant commun de pg, pg, onaq I+ (o, B) € a; q -
(@,8)ea; g8 % p;etcommeq < py,q Fa: pu— p. Cest
impossible, car ces quatre énoncés sont contradictoires.
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L'application 8 — pg de X, dans C est donc une injection dont I'image
est une antichaine de C. Comme C satisfait, dans M, la condition d’anti-
chaine < «, on a X, < k. Donc X, < A, et comme X est la cofinalité
de p dans M, on voit que X, a, dans p, un majorant strict &,. La famille
(6e)a<p d’éléments de p a elle-méme un majorant strict § € p (puisque
w < cof(p) par hypothese). Par suite, £ est un majorant strict de 'ensemble
U< Xo. Comme & € p, et que I'image de la fonction ¢a : 1 — p n'est
pas strictement majorée dans p, il existe oy € p tel que pa(o) = By = §.
Comme (o, Bo) € ¢a, il existe p € G (quon peut prendre < p;) tel que
p = (ao, Bo) € a. Cela montre que By € Xq,, ce qui est une contradiction
puisque By = §&.

C.Q.E.D.

Théoreme 15.3. Soient M un modele transitif de ZF + AF + AC k un car-
dinal régulier de M, C un ensemble ordonné de M, satisfaisant dans M la
condition dantichaine < k, et G un ensemble C-générique sur M. Si p = k
est un cardinal de M, p est aussi un cardinal de M[G]. Si de plus cof(p) = «,
alors p a la méme cofinalité dans M et M[G). En particulier, si p = k est
régulier dans M, il lest aussi dans M[G].

La deuxieme partie du théoreme résulte du lemme 15.2. Soit alors p = «
un cardinal de M. Si p est régulier, on a cof(p) = p dans M, donc aussi
dans M[G]; donc p est aussi un cardinal régulier dans M[G]. Si p n’est
pas régulier, on a p = sup,_, Po avec A = cof(p) < p, py < p; on a donc
P < p, ol p; désigne le cardinal successeur de p,. Donc p = sup,,_; o, =
Uy<y 0a - Comme p > A >k, ona p, > K pour o > o ; comme o, est
régulier, c’est un cardinal dans M[G]. Puisque p est la réunion d'une famille
de cardinaux dans M[G], c’est donc un cardinal de M[G].

C.Q.E.D.

Destruction de cardinaux

Soient M un modele standard (page 147) de ZF + AF, et A un élément de M.
On considere I'ensemble C = {p € M; p est une application de domaine
fini C w a valeurs dans A}; si p,q € C on pose p < ¢ si et seulement si
P D q (Cest-a-dire si p est un prolongement de g). C est donc un ensemble
ordonné de M. Notons que, d’apres le théoreme 14.2, 'ensemble de condi-
tions C est homogene: en effet, ona C = ®‘” A, A étant muni de la relation
d’ordre triviale @ < b < a =b).
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Soit G un ensemble C-générique sur M ; les éléments de G étant deux
a deux compatibles, leur réunion est une fonction g, de domaine C w, a
valeurs dans A. On a en fait:

e g est une application surjective de w sur A, et G est l'ensemble des
restrictions de g aux parties finies de w.

En effet, quels que soient n € w et a € A, I'ensemble {p € C; n €
Dom(p) et a € Im(p)} est évidemment une partie dense de C, qui est dans
M. Elle rencontre donc G, ce qui montre que n € Dom(g) et a € Im(g); g
est donc une application surjective de w sur A. 1l est clair que tout élément
de G est une restriction de g a une partie finie de w. Inversement, soit p
une telle restriction; {g € C'; Dom(g) D Dom(p)} est une partie dense de
C, qui est dans [M; il existe donc ¢ € G tel que Dom(q) O Dom(p). Par
définition de g, on a ¢ C g. Donc ¢ est un prolongement de p, c’est-a-dire
q < p. Comme g € G, onabien p € G.

Dans M[G], 'ensemble A est donc dénombrable. D’autre part, M[G] est
le plus petit modele transitif de ZF contenant .M et ayant g comme élément.
On utilisera donc aussi la notation M[g] pour désigner ce modele; la fonction
g sera également dite C-générique sur M.

Prenons, par exemple, pour M un modele transitif dénombrable de ZF+-
V=L, et pour A le cardinal 8; de M. M est donc la collection des construc-
tibles de M[G], et aussi celle des ensembles héréditairement définissables
en termes d’ordinaux: en effet, on peut appliquer le théoréme 13.3 (puisque
C est homogene) qui montre que, dans M[G], on a Vx[HDO(x) = M(x)],
soit Vx[HDO(x) = L(x)], et par suite Vx[HDO(x) < L(x)].

Dans M[G] I'ordinal NIL (cardinal &R; de L) est dénombrable. Comme,
dans L, (w) est équipotent a X;, on voit que, dans M[G], il n’'y a qu'un en-
semble dénombrable de parties constructibles de w, et donc aussi de parties
de w qui soient définissables en termes d’ordinaux.

L’ensemble C étant de cardinal 8; dans M satisfait évidemment la condi-
tion d’antichaine < ;. D’apres le théoreme 15.3, tout cardinal « de M,
Kk = 8y, est donc un cardinal de M[G]. Les cardinaux de M[G] sont donc
w et les RL pour o > 2.

D’apres le théoreme 12.3, si « est un cardinal de M[G], le cardinal 2¢
calculé dans M[G] est < 26%¥ calculé dans M (car A(C) C L(C)). Comme,
dans M, C = ¥y, on voit que, si k = Xy, 2 calculé dans M[G] est égal a 2¢
calculé dans M (c’est-a-dire ™, puisque M satisfait HGO); si k = w, on a

— 1 M[G] — M
P] < [2?*1] = Nf‘ = N‘IM[G]. Finalement, on voit que M[G] satisfait
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I’hypothese généralisée du continu. On a donc démontré:

e Si ZF est non-contradictoire, il en est de méme de la théorie suivante:
ZF + AF 4+ AC+ HGCH «l'ensemble des parties de w qui sont définissables en
termes dordinaux est dénombrable ».

Le modele de Lévy

Nous nous proposons de montrer maintenant le théoreme suivant de A. Lévy:

Théoreme 15.4. Les théories suivantes sont équiconsistantes (autrement dit la
non-contradiction de l'une d'elles implique la non-contradiction des autres) :
1. ZF + AF + AC+ CI (Cl est l'axiome «il existe un cardinal inaccessible »).
2. ZF+ AF + ACD+ «toute partie bien ordonnable de 5 (w) est dénom-
brable ou finie».
3. ZF + AF + ACDen + «toute partie bien ordonnable de 5 (w) est dénom-
brable ou finie».

Notons que '’hypothese que la théorie (1) est non-contradictoire est stric-
tement plus forte que I'’hypothese « ZF est non-contradictoire » (cf. chapitre 9,
page 108).

On montre d’abord que la non-contradiction de (3) implique celle de
(1) : soit donc U un univers satisfaisant ZF + AF 4+ ACDen, dans lequel toute
partie bien ordonnable de 5 (w) est dénombrable ou finie. Alors la collection
HDO de U satisfait la théorie (1) : on sait, en effet, qu’elle satisfait ZF+-AF4+-AC
(théoreme 6.4). Soit x le premier ordinal non dénombrable de U ; alors «
est évidemment un cardinal dans HDO; on montre que, dans HDO, il est
inaccessible :

Soit f : A — « un objet de HDO, qui est une fonction strictement
croissante, dont le domaine est un ordinal A < k. Dans U, A est un ordinal
dénombrable, et f(«) est dénombrable pour tout « € A. Soient 2 : @ — A
surjective, et X,, 'ensemble (non vide) des surjections de w sur foh(n) (pour
n € w). Comme U satisfait I'axiome du choix dénombrable, [ [,c., X» # 9;
d’ou1 une fonction g, de domaine w, telle que g(n) soit, pour n € w, une
surjection de w sur f o h(n). Alors la fonction s, de domaine w x , définie
par s(n, p) = g(n)(p) est une surjection de w x w sur | J, ., f o h(n) =
(Uy<x f(@). Donc |, ., f(a) est dénombrable et, par suite, est < k.

Soit maintenant A un ordinal < «; on doit démontrer que, dans HDO,

on a (1) < k. Soit i une bijection de A sur w; on en déduit une bijection
H : P()L) — P(w). Or I'ensemble £ (1)PC des parties de A qui sont dans
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HDO est une partie bien ordonnable de $(1) (car on a, sur HDO, une relation
de bon ordre, définie dans U par un énoncé sans parametre). L'image de
cet ensemble par H est donc une partie bien ordonnable de & (w), qui, par
hypothese, est donc dénombrable ou finie. Donc & (1)"P° est dénombrable
ou fini, et, par suite, son cardinal dans HDO est un ordinal < «.

C.Q.E.D.

11 reste donc a montrer que, si la théorie (1) est non-contradictoire, il en
est de méme de la théorie (2).

On considere donc un modele transitif dénombrable M de ZF4+AF+AC+
(I et, dans M, un cardinal inaccessible x. On peut supposer que M satisfait
aussi V= L (sinon, on considere, dans .M, la collection L des constructibles;
il est immédiat que « est encore inaccessible dans L).

Pour chaque ordinal @ < x de M, on pose C, = {p; p est une appli-
cation de domaine fini C w a valeurs dans X, }; on munit C, de la relation
d'ordre: p < g < p Dgq.Onpose C = (), Co.

Lemme 15.5. C satisfait la condition d'antichaine < k.

Soit A une antichaine de C, de cardinal «, s’il en existe. Chaque élément
de C étant une fonction de domaine fini C «, on a une partiton A =
Unew Anr avec A, = {p € A; Dom(p) = n}. Comme k est inaccessible
(donc régulier et > w), 'un des A, est de cardinal «.

On peut donc choisir le plus petit entier m tel qu'il existe une antichaine
B de C, de cardinal «, telle que Dom(p) = m pour chaque p € B.

Soit py € B, avec Dom(py) = {o, ..., o} C k. Tout élément p de
B ~{po} est incompatible avec py, et par suite, Dom(p) N Dom(py) # @. 1l
existedonci (1 <i <m)telque {p € B~{p}; o € Dom(p)} soit de
cardinal «.

Pour fixer les idées, supposons que i = 1, et soit B’ = {p € B~ {po};
a; € Dom(p)};ona B =«k.Si p € B,ona p() € Cy,, et par stite,
B = Ukec, {p € B's pln) = x} . Or Gy, = Ry, < k. Comme « est

régulier, donc n’est pas cofinal a R, et que B =k, il existe x; € Cy, tel
que B" ={p e B'; p(a;) = x1} soit de cardinal «.

Soit alors B” 'ensemble des p ~ {(cy, x1)} pour p € B”. B est encore
une antichaine de C de cardinal «, et on a Dom(q) = m — 1 pour tout
q € B". Cela contredit la définition de !'entier m.

C.Q.E.D.
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On considere un ensemble G, C-générique sur M; G est donc repré-
senté par une famille (G,)y <, 0l G, est un ensemble C,-générique sur M.
Comme C satisfait la condition d’antichaine < «, et que « est un cardinal
régulier de M, c’est aussi un cardinal régulier de M[G]. D'autre part, tout
cardinal Nﬁ‘ de M qui est < k, est un ordinal dénombrable de M[G]: en
effet, si g, est la réunion des éléments de G, g4 € M[G] et est une sur-
jection de w sur XM (page 186). Il en résulte que k = N‘IM[G] (C’est-a-dire le
cardinal ¥; de M[G)).

Le modele M[G] est appelé modele de Lévy.

Lemme 15.6. Soit u € M[G], u : w — M. Alors il existe un ordinal @ < «
tel que u € M[(Gﬁ)ﬁ«ﬂ.

Notons que, pour tout o < «, la famille (Gg)g~« est générique sur M
pour I'ensemble de conditions ), _,, Cp-

Soient ¢ I'application contractante de M sur M[G], et v € M tel que
¢(v) = u. Pour chaque n € w, on a u(n) € M; il existe donc p, € G tel
que p, I+ (n,u(n)) € v. La suite (p,),en €st dans M[G], et, pour chaque
n € w, Dom(p,) est une partie finie de x. Comme « n’est pas cofinal a @
dans M[G], il existe un ordinal & < « tel que Dom(p,) C o pour toutn € w.
On a alors:

() u={n,x); ncw, x € M;ilexiste p € (Gg)g<a, p IF (n,x) €v};

en effet, si (n,x) € u, on a x = u(n), et i existe bien p, € (Gg)p<qx tel
que p, I+ (n,x) € v; inversement, si p € (Gg)g<a €t p IF (1, x) € v, alors
p € G etdonc (n, x) € u d'apres le lemme de vérité.

L'égalité (x) donne une définition de u dans M[(Gg)g<«]; On a donc
bien u € M[(Gg)pg<al.

C.Q.E.D.

Pour chaque o < «, on pose Hy = (Gg)g<a; H* = (Gp)a<p<c- On a
alors G = H, x H*; H, est générique sur M pour I'ensemble de conditions
C, = Qp<, Cp et H* est générique sur M pour 'ensemble de conditions
C(Z = ®a<ﬁ<x Cﬁ' _

1l est clair que, dans M, C, = R, et que R est un ordinal dénombrable
de M[H,] (puisque G, € M[H,] et que la réunion des éléments de G, est
une surjection de  sur X}). Comme C), satisfait la condition d’antichaine
< 8y dans M (il est de cardinal ¥,), on voit (théoreme 15.3) que Nﬁil est

un cardinal de M[H,]. Par suite, X¥ | = R}7%],
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e L'hypothese du continu est vraie dans M| Hy].

D’apres le théoreme 12.3, il existe, dans M[H, ], une surjection de 'en-
semble (P(C,))* de M, sur 'ensemble P (w) de M[H,]. Or, dans M, on

(P = Nﬁil (puisque M satisfait HGC). Donc, dans M[H,], on a

20 <RM | = RHMH,
Lemme 15.7. On considere, dans M|G] une application f, définie sur un

ordinal A, a valeurs dans P (w), qui est définissable en termes d'une suite
d'éléments de M. Alors Im( f) est dénombrable ou finie dans M[G].

On a, par hypothese, un énoncé E(x, u) a une variable, ayant pour pa-
rametre u : w — M, tel que, dans M[G], on ait Vx[x = f < E(x, u)].
D’apreés le lemme 15.6, on a u € M[Hy] = N pour un ¢ < k. On a alors
M[G] = N[H*]. Soit a = f(y) un élément de Im(f) (¥ <A).Onaa C w
et a est définissable en termes d’éléments de N (a savoir u et y). Or H, est
Cl-générique sur N. Comme C, est homogene (c’est le produit d'une fa-
mille d’ensembles ordonnés homogenes), on voit que a € N (théoréme 13.3
appliqué au modele N et au générique H* sur V). On a donc montré que
Im(f) C N = M[H,]. Donc Im(f) C P(w) N M[H,] et Im(f) < &}
(cardinal, dans M[ H,,] de’ensemble des parties de w). Or N‘IM (Hol Nﬁil est
dénombrable dans M[G] (il est, en fait, déja dénombrable dans M[Gy+1]).
Donc Im( f) est dénombrable ou finie dans M[G].

C.Q.E.D.

On peut maintenant terminer la démonstration du théoreme 15.4. Soit
M la collection des ensembles héréditairement définissables, dans M[G], en
termes d’'une suite d’éléments de M. Comme M[G] satisfait ZF + AF + AC,
M satisfait ZF + AF+ ACD (corollaire 14.5). De plus, $(w) est le méme
dans M[G] et dans M'. Dong, si f € M est une application définie sur un
ordinal, a valeurs dans #(w), Im(f) est au plus dénombrable dans M[G]
(lemme 15.7). 1l existe donc g : @ — Im(f) surjective, g € M[G]. Mais
alors g est une suite d’éléments de M, et donc g € M’ (lemme 14.4). Il en
résulte que Im( f) est au plus dénombrable dans M. Le modele M’ satisfait
donc la théorie: ZF + AF + ACD+ «toute fonction définie sur un ordinal, a
valeurs dans & (w) a une image dénombrable ou finie», qui est visiblement
équivalente a la théorie (2) de I'énoncé du théoreme 15.4.

R. Solovay [29] a montré que le modele M’ satisfait les énoncés: «toute
partie de R est mesurable au sens de Lebesgue » (voir chapitre 17) et « toute
partie non dénombrable de R contient un ensemble parfait (c’est-a-dire
fermé non vide sans point isolé) ».
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Conditions de chaine

On considere un univers M satisfaisant ZFF + AF + AC, et un cardinal infini
k de M. Etant donné, dans M, un ensemble ordonné C, on dit que C
satisfait la condition de chaine < k si toute famille (py)q <) d’éléments de
C, décroissante (@ < 8 < A = p, = pg), indexée par un cardinal régulier
A < k, possede un minorant dans C.

Lorsque x = Ny, cette condition est évidemment toujours satisfaite. Lors-
que k = Ny, cette condition s’appelle condition de chaine dénombrable
et s'énonce donc: «toute suite décroissante d’éléments de C possede un
minorant dans C ».

Notons que, si C satisfait la condition de chaine < «, toute famille dé-
croissante (pg)g<;, d'éléments de C, indexée par un ordinal 4 < k a un
minorant dans C: on considere en effet A = cof(w) qui est un cardinal ré-
gulier; il existe donc f : A — u croissante, d'image non majorée dans jt; si
Gu = Pf( pour a < A, la famille (g4)w<x a donc un minorant ¢ dans C;
on a bien g < pg pour tout B < u, puisque 8 < f(x) pour un o < A, et
donc g < gy < ppg.

Lemme 15.8. Soit C un ensemble ordonné, satisfaisant la condition de chaine
< k. Alors C a la propriéte suivante:

() Pour toute famille (Dy)q <. de parties denses saturées de C, indexée par
un ordinal \ < k, ﬂw 5 Do est encore dense saturée dans C.

Il est clair que ﬂw ;. Dy, est saturée; montrons qu’elle est dense. Si p € C,
on définit, par induction sur «, une famille décroissante (py)q <) d'éléments
de C, telle que py, € D, : on prend po € Dy, po < p. Ayant défini (pg)g<a,
on définit p, € D, de la facon suivante: si « = § 4+ 1, on prend py € D,,
Do < Ps; i a est un ordinal limite, la famille (pg)g . possede un minorant
qo dans C, par hypothese. On choisit alors py, € Dy, pa < g, Ce qui est
possible puisque D,, est dense.

La famille (py)x <) possede un minorant ¢ dans C. Or on a p, € Dy et
q < py; donc g € D, pour tout @ < A (puisque D, est saturée). On a bien
trouvé g € (), Do, g < p.

C.Q.E.D.

Théoreme 15.9. Soient M un modele transitif de ZF + AF + AC, « un cardi-
nal infini de M, C un ensemble ordonné de M satisfaisant la condition de
chaine < k (ou méme seulement la condition () du lemime 15.8), et G un
ensemble C-générique sur M. Si A est un ordinal < «, et f € M[G] est une
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fonction de domaine )\ a valeurs dans M, alors f € M. De plus, si (Py)a<n
est, dans M[G], une famille d'éléments de G, elle a un minorant dans G.

Soit a € M tel que ¢pa = f (¢ étant I'application contractante associée
au générique G). Pour chaque o < A on pose:

D, ={p e (C; il existe x € M tel que p I (¢, x) € a};

D), ={p e C; p est incompatible avec tout élément de D, }.
1l est clair que D, U D], est une partie dense saturée de C qui est dans M.
D’autre part, D, NG # @: car, d’apres le lemme de vérité, il existe p € G tel
que p I~ (o, f(@)) € a. Donc G N D), = (. D’apres I'hypothese faite sur C,
(o<1 (D UD,,) est dense saturée, et il existe donc py € (), ; (Do UD,)NG.
Comme G N D;, = ) pour tout & < A, on voit que py € (},-; Do N G. En
posant 6 =1g(f), onaalors f ={(a,x); a <X, x € M, 18(x) <6, po I+
(o, x) € a} ce qui montre que f € M: en effet, comme py € G, il est
clair que py I+ (o, x) € a = (o, x) € f. Inversement, si (o, x) € f, on a
o <A x € Metrg(x) <§; comme py € Dy, il existe y € M tel que
po - (o, y) € a. Donc (o, y) € f (lemme de vérité) et, par suite, y = x; il
en résulte que py I+ (o, x) € a.

Si maintenant (py)q<) est, dans M[G], une famille d’éléments de G,
cette famille est dans M d’apres ce qu'on vient de montrer. On pose E, =
{peC; p < py, ou p est incompatible avec py}. Alors (Ey)y<) €st une
famille de parties denses saturées de C, qui est dans .M. Donc (), ., Eq est
dense saturée et, par suite, il existe p € ﬂw 5 E« NG. Comme p € G, p ne
peut étre incompatible avec p, € G, et donc p < p, pour tout o < A.

C.Q.E.D.

Corollaire 15.10. Tous les cardinaux de M qui sont < k sont des cardinaux
de M|G].

En effet, si p < k est un cardinal de M, et n’est pas un cardinal dans
M[G], il existe f € M[G] et A < p tels que f soit une surjection de A sur
0. Mais ceci est impossible, puisque, d’apres le théoréme 15.9, f € M.

C.Q.E.D.

Considérons, par exemple, un modele transitif dénombrable M de ZF +
AF+AG et prenons pour C I'ensemble des applications p, dont le domaine
est, dans M, une partie dénombrable de R;, a valeurs dans & (w); sur C on
définit la relation d’'ordre: p < g < p est un prolongement de g. Il est clair
que C satisfait la condition de chaine dénombrable. Il en résulte que, si G est
C-générique sur M, on a N‘IM[G] = N‘IM De plus, [P ()] = [P()|;
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en effet, une partie de w qui est dans M[G] est donnée par une fonction
fiwo—{0,1}, f € M[G]. D'apres le théoreme 15.9, on a alors f € M.

La réunion des éléments de G est une fonction g de domaine C Ny, a
valeurs dans [P (w)]™. En fait, g est une surjection de ¥, sur [P(w)| : car,
sia < R eta € [P(w)]™, I'ensemble {p € C; o € Dom(p) et a € Im(p)}
est une partie dense de C qui est dans M, donc rencontre G; par suite,
o € Dom(g) et a € Im(g).

Il en résulte que M[G] satisfait I'énoncé: «il existe une surjection de
Ry sur P(w)», c’est-a-dire 'hypotheése du continu. On a ainsi donné une
nouvelle démonstration du résultat suivant :

o Si ZF + AF 4 AC est non-contradictoire, il en est de méme de ZF+-AF+-
AC—+ HC.

Nous nous proposons, dans la suite de ce chapitre, de démontrer le théo-
reme suivant, di a W. Easton [4] :

Théoréme 15.11. Soient M un modele transitif dénombrable de ZF + AF +
ACH HGC, p un ordinal de M, et F une fonction croissante, de domaine p,
a valeurs dans On, telle que cof(Rre) > Re pour tout § < p tel que Re soit
régulier. Il existe alors un modeéle transitif dénombrable N de ZF + AF 4 AC,
contenant M, ayant les mémes ordinaux et les mémes cardinaux que M, et
tel que:

o La cofinalité d'un ordinal est la méme dans M et dans N.

e Dans N, 28 = Rgg pour tout § < p tel que R¢ soit régulier.

Remarque. Puisque M satisfait HGC, un cardinal 8; est régulier si et seule-
ment si £ = 0, ou & est un successeur, ou & est inaccessible. En effet, si &
est un ordinal limite, et si 8¢ est régulier, onan < § = R, ;1 < R soit
2% < R¢ d’apres HGC. Cela montre que X est inaccessible.

Le théoreme 15.11 montre que, en dessous d'un cardinal ¥, fixé, on
peut nier de facon pratiquement arbitraire I'hypothése généralisée du continu
pour les cardinaux réguliers (la condition cof(Rrg) > R¢ est évidemment
nécessaire, puisque la cofinalité de 2™ est > N;, d’apres le lemme de Kénig).
En fait, ce théoreme est valable sans la limitation aux cardinaux inférieurs a
un cardinal R, fixé.

La situation est tout a fait différente pour les cardinaux singuliers, et le
probleme est beaucoup plus complexe dans ce cas. Silver a montré que, si
R, est un cardinal singulier de cofinalité > Ry, et si 2% = 8,; pour tout
o < p, alors 280 = Rp+1 (voir [13]). Par ailleurs, en admettant la consistance
de ZF + AF 4+ ACH un axiome d’existence de «tres grands cardinaux», on
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peut montrer la consistance de ZF + AF + AC avec (Vn € w)2™ = 8,1 et
280 =R, 15 (voir [20]).

Lemme 15.12 (avec AC). Soient C, D deux ensembles ordonnés satisfaisant
respectivement la condition de chaine < k et la condition dantichaine < «
(k étant un cardinal infini), et X une partie dense saturée de C x D. Alors
{c € C; il existe une partie prédense Z de D telle que {c} x Z C X} est dense
saturé dans C.

On voit immédiatement que cet ensemble est saturé dans C; soit alors

po € C. On pose:
& ={(c, Z); Z est une antichaine de D, ¢ < py, {c} x Z C X}.
et sur &, on met la relation d’ordre strict définie par:
c.Z2)y< ([, Z)Ysc=zdetZCZ et Z#7Z.

Montrons que toute partie bien ordonnée de & est majorée: soit en effet
(ca, Zy)a <) une fonction strictement croissante, définie sur un ordinal A, a
valeurs dans €. Onaalors o < B < A = Z, C Zg et Z, # Zg. Donc

U<i Za = . Comme Z = J,_; Z, est une antichaine de D, on voit que

X < k et donc A < k. Mais, comme C satisfait la condition de chaine < «;, il
en résulte que la famille (¢, )y <; est minorée par c € C;ona{c,} xZ, C X,
donc {c} x Z, C X puisque X est saturée, d'ou1 {c} x Z C X; {c} x Z est
donc un majorant de la famille (cy, Zy)o<i-

D’apres le théoreme de Zor, il existe un €lément maximal (c, Z) dans &.

L'ensemble Z est alors une antichaine maxunale dans D: sinon, on ch0181t

deD incompatible avec tout élément de Zet(d,d)eX, (, d') < (c, d)
(ce qui est possible, car X est dense dans C x D). On pose Z’' = Z U {d'}.

On a {¢} x Z C X, dong, puisque X est saturée, {c} x Z C X; dou
{¢}xZ C X; (c,Z) est alors un majorant strict de (¢, Z) dans &, ce qui
est une contradiction.

Comme une antichaine maximale de D est une partie prédense, on a
bien trouvé ¢ < py, et Z prédense dans D, tels que {¢} x ZcCX.

C.Q.E.D.

Corollaire 15.13. Soient M un modele transitif de ZF + AF+ AGC « un car-
dinal infini de M, et C, D deux ensembles ordonnés de M, satisfaisant res-
pectivement les conditions de chaine et d'antichaine < k. Si G, H sont res-
pectivement C- et D-génériques sur M, alors G x H est (C x D)-générique
sur M.

Soit en effet X une partie dense saturée de C x D qui est dans M. On
a a montrer que X N (G x H) # (. D'apres le lemme 15.12, il existe c € G
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et Z prédense dans D tels que {c} x Z C X. Mais alors Z N H # {J, et si
deZNH,ona(c,d)eGxHet(c,d) e{c} xZcCX.
C.Q.E.D.

Théoreme 15.14. Soient M un modele transitif de ZF + AF + AC, k un car-
dinal infini de M, C, D deux ensembles ordonnés de M satisfaisant respecti-
vement les conditions de chaine et d'antichaine < «, G, H des ensembles res-
pectivement C- et D-génériques sur M. Si p < k, toute fonction f : p — M
qui est dans M|G x H] est, en fait, dans M[H].

Soient ¢ la fonction contractante de M sur M[G x H] et a € M tel que

¢a = f. Pour chaque @ < p, on pose

Xo ={p € C xD;j il existe u € M tel que p I+ (&, u) € a}
(la notion de forcing utilisée étant celle définie dans M par 'ensemble de
conditions C x D), et

X!, ={p € C x D; p est incompatible avec tout élément de X}.

D’apres le lemme de vérité, pour tout o < p, il existe p € G x H tel que
p = (o, f(o)) € a; donc X, N(G x H) # (. 1l en résulte que X, N (G x H)
est vide. De plus, X, UX], est une partie dense (par définition de X),) saturée
de C x D. D’apres le lemme 15.12, 'ensemble

Se ={c € C; (3Z prédense dans D)({c} x Z C X, UX])}
est dense saturé dans C. Comme C satisfait la condition de chaine < «,
ﬂw o S, est aussi dense saturée dans C (lemme 15.8). Il existe donc ¢y €
G N()y<) Sa; pour chaque o < p il existe alors une partie Z, prédense de
D telle que {cp} x Zy, C X4 UX,,. Soitd, € Z, N H; alors (cp, dy) € G X H,
et comme X/, N (G x H) = ¢, on voit que (cy, dy) € X, pour tout « < p.
Autrement dit, (o, dy) I+ (o, u) € a pour un u € M; d’apres le lemme de
vérité, on a alors u = f(«); donc (co, d) IF (o, f(@)) €a.

En posant § = rg(f), on montre alors que f = {(o,u); o < p, u € M,
rg(u) < 6, il existe d € H tel que (cp, d) I+ (o, u) € a}, ce qui prouve que
f € M[H]. En effet, comme ¢y, € G, sid € H et (co,d) - (o, u) €a,ona
u = f(a) d’apres le lemme de vérité. Inversement, si # = f(«), on a bien
rg(u) <d etdy € H, (cy,dy) IF (o, u) € a.

C.Q.E.D.

On considere, dans un modele transitif M de ZF + AF + AC, un cardi-
nal infini ¥ et deux ensembles A, B, B # (). On désigne par C(A, B, «)
I'ensemble des fonctions dont le domaine est inclus dans A et est de cardi-
nal < k, avaleurs dans B. Bien entendu, C(A, B, x) est muni de la relation
dordre f < f' < f' C f (f est un prolongement de f”). Si G est un
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ensemble C(A, B, k)-générique sur M, on désigne par g la réunion des élé-
ments de G. 1l est aisé de montrer que g est une application surjective de
A sur B, et que G est 'ensemble des restrictions de g aux parties de A qui
sont, dans M, de cardinal < «.

Théoreme 15.15. Si « est régulier, alors C(A, B, k) satisfait la condition de
chaine < k. Si, de plus, M satisfait HGC, et B <k, alors C (A, B, k) satisfait
la condition d'antichaine < «.

Soit (py)e <) une famille décroissante d’éléments de C(A, B, k) indexée
par A < k. Alors, si'on pose p = J,_; Pa, On a:

Dom(p) < sup[2, sup Dom(pe)] <

a<i

puisque « est régulier, et que Dom(p,) < « pour tout « < A. Donc p €
C(A, B, k) et minore la famille de conditions considérée. Ceci démontre la
premiere partie du théoreme.

Soit maintenant X une antichaine maximale de C(A, B, k). On définit,
par induction sur ¢, une famille (A, ), <, de parties de A, qui est croissante
B <a <k = Ag C Ay) et telle que A < k pour o < k, de la fagon
suivante:

Ag = U; si  est un ordinal limite, A, = Uﬁ<aA5; sia =08-+1,ona
C(Ag, B,x) C C(A, B, k). A chaque p € C(Ag, B, k), on associe g, € X
compatible avec p dans C(A, B, k) (ce qui est possible puisque X est une
antichaine maximale) et on pose A, = AgU|_J{Dom(g,); p € C(Ag, B, «)}.

On a C(Ag, B,x) < k: en effet, C(Ag, B,k) C UBX; X C A/;,

X < «}, donc C(Ag, B, k) < sup _, A .B*; or k est régulier, et A,; et B

sont < k, donc Wﬁ <Kk* etkt =« d’apres HGC.

Il en résulte que {g,; p € C(Ag, B,«)} est de cardinal < «; comme
Dom(g,) < &, on voit que A, <«k.

On pose A = |, Ax; donc A, <k et par suite, C(Ay, B, k) <«
11 suffit donc de montrer que X C C(Ay, B, k); pour cela, on va montrer
que X N C(Ax, B, k) est une partie prédense de C(A, B, k) (cela donne
bien le résultat, car, X étant une antichaine maximale, la seule partie de
X qui soit prédense est X elle-méme). Soit donc p € C(A, B, k), et X =
Dom(p) N A, = Dom(p) N ., Ag- Soit h : X — « définie par h(x) =
le premier ordinal o tel que x € A,. Comme X < Dom(p) < k et que k
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est régulier, Im(%) est majorée par § € «. Il en résulte que X C A;, et donc
pIX € C(As, B, k). Par définition de A;y, il existe g € X, compatible
avec p [ X, tel que Dom(g) C As41. Donc g € X N C(Ag, B, k). Comme
Dom(g)NDom(p) C A.NDom(p) = X, et que g est compatible avec p [ X,
on voit que g est compatible avec p.

C.Q.E.D.

On considere maintenant un modele transitif dénombrable M de ZF +
AF+AC+ HGC, et, dans M, un cardinal R, et une fonction /' de domaine
p, a valeurs dans On, telle que:

n<§&<p=F@mn <FE)

cof(Rpg) > N pour tout § < p tel que R soit régulier.

Pour chaque &£ < p tel que ¥; soit régulier, on désigne par E¢ I'ensemble
des fonctions p dont le domaine est inclus dans (§ 4-1) X X¢ x R, a valeurs
dans {0, 1}, ayant les propriétés suivantes:

- pour tout n < §, si (n, @, B) € Dom(p), alors R, est un cardinal régulier,
a <R, et B <Ry,

- pour tout n < & tel que 8, soit régulier, Dom(p) N [(n 4+ 1) X 8; X Rpy]
est de cardinal < 8,,.

Sur E, on met la relation d'ordre p < g < p D g. On a évidemment
E: CCI(E+1) x Ve X Vg, 2, Re], et toute antichaine de E est aussi une
antichaine de C[(§ 4+ 1) x 8¢ x R, 2, 8¢ ]. Donc (théoreme 15.15):

o E; satisfait, dans M, la condition d'antichaine < X;.

On pose C = [ J; ., E, avec la relation d'ordre p <q < p D g.

o C satisfait, dans M, la condition d'antichaine < R,,.

En effet, si A est une antichaine de C, ona A = U$<p(A N E¢). Mais

AN E¢ est une antichaine de Eg, donc A N Eg < Xg, dou A < R,
C.Q.E.D.

Soit § < p tel que R soit régulier; on a évidemment:
E ={p € C; Dom(p) C (§ +1) x ¥z x Vpe}.

On pose E5 = {p € C; si (n,a, B) € Dom(p) alors £ < n < p}. Il est
clair que C = E¢ x E*.

o Ef satisfait la condition de chaine < X (Cest-a-dire < Rgi1).

Soit (py)a<x, une famille d’éléments de Ef telle que A < u < Re =
D5. C pu. On pose alors p = UA<N5 Py, €t on voit aisément que p € E*; la
famille considérée est donc minorée par p dans ES.

C.Q.E.D.
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Soit G un ensemble C-générique sur M. On a donc G = G¢ x G%, G¢
(resp. G*) étant générique sur M pour I'ensemble de conditions E (resp.
E?). Comme C satisfait la condition d’antichaine < 8,, tout cardinal « de
M, k Z R,41, est un cardinal de M[G]; de plus, la cofinalité de « est la
meéme dans M et dans M[G], si elle est = X, ; dans M (théoréme 15.3).

Soit £ < p tel que R soit un cardinal régulier de M ; si 8¢ n’est pas
régulier dans M[G], il existe n < & tel que R, soit régulier dans M[G] (donc
dans M) et une fonction f € M[G], f : R, — X, croissante et d'image
non majorée dans X (R, est la cofinalité de R¢ dans M[G]). Ona M[G] =
M[G, x G"]; comme E, satisfait la condition d’antichaine < ., et E"
la condition de chaine < R, le théoréeme 15.14 montre que f € M[G,].
Donc 8¢ n’est pas un cardinal régulier de M[G,], mais cela contredit le
théoreme 15.3, puisque £, satisfait la condition d’antichaine < §,,, donc
< Re.

On a ainsi montré que tout cardinal régulier de M est encore un cardinal
régulier dans M[G]. Si maintenant x est un cardinal non régulier de M, on
ax =N (A limite), donc k = Ua<;\ Ry+1; Ry41 étant régulier, on voit que
Kk est la réunion d'une famille de cardinaux de .M[G], donc est un cardinal
de M[G]; de plus, si cof(x) = K5 dans M, Rs est un cardinal régulier de
M[G], cofinal a ¥ dans M[G]; c’est donc la cofinalité de « dans M[G]. On
voit donc que:

o Les modeles M et M[G] ont les mémes cardinaux et les mémes cofina-
lités.

Soit maintenant £ < p tel que 8¢ soit régulier; il reste a montrer que
dans M[G] on a 2™ = Rre. Or, on a M[G] = M[G: X G, et E; satisfait
la condition d’antichaine < R¢4;, E la condition de chaine < R¢y;. Le
théoreme 15.14 montre donc que toute partie de 8 qui est dans M[G] est,
en fait, dans M[G¢].

D’apres le théoreme 12.3, il existe, dans M[Gg], une surjection de l'en-
semble A(EE)NE (défini dans M), sur P(R¢) (défini dans M[G]). Comme
E; satisfait la condition d’antichaine < X¢, on a dans M: A(E;) < Eg ™.
Or Ee C C[(E+1) x Re x NFg, 2, Re]; ce dernier ensemble est, dans M, de
cardinal Rrg (puisque cof(Rrs) > RX¢ et que M satisfait HGO).

On a donc, dans M, A(EE)NE < Nkjfg = Rrg (méme remarque).
On a ainsi montré que, dans M[G], on a 2% < Rps.

On pose maintenant g = UpeG p; g est une fonction a valeurs dans
{0, 1} puisque c’est une réunion de fonctions deux a deux compatibles. Son
domaine est]’ensemble {(n, o, B) ; n < p, R, estrégulier, o« < R,, B < Rp,}:
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en effet, si (1, o, B) satisfait ces conditions, {p € C; (n,®, B) € Dom(p)}
est évidemment une partie dense de C qui est dans M, donc qui rencontre
G; donc (n, o, B) € Dom(g).

On définit alors dans M[G] une famille (Xp)g<x,. de parties de 8; en
posant Xg = {o € ¥¢; g§, o, B) =1}.

o Sif <y <RV, alors Xg # X,.

En effet, 'ensemble
A ={qg € C; il existe a < ¢ tel que (§, o, B) € Dom(q) et g(§, a, B) =0,

et (%-’ «, J/) € Dom(CI) et 61(5, o, ]/) = 1}

est une partie dense de C qui est dans M : soit, en effet, p € C. Alors il existe
a < R tel que (€, «, B), &, a,y) ¢ Dom(p); sinon Dom(p) N ((§ +1) x
Ve x N pe) serait de cardinal Rg, ce qui contredit la définition de C'; on définit
alors g € C, g < p en posant Dom(qg) = Dom(p) U{(&, «, B), (§, «, )} et
C](f, o, :6) =0, C](é, «, J/) =1L
Il existe donc g € GNA; par suite, il existe @ < X; telquea € X, a ¢ Xg.

C.Q.E.D.

L’application B + Xz est donc, dans M[G], une injection de R8¢ dans
FP(R¢). On a donc, dans M[G], e > Rre, ce qui acheve de démontrer le
théoreme 15.11.






Chapitre 16

Algebres de Boole completes

On suppose que le lecteur est familiarisé avec la théorie élémentaire des
algebres de Boole (voir [3, 12]). Toutefois, nous rappellerons ici la définition
et les notations utilisées.

Une algebre de Boole (ou anneau de Boole) est un ensemble ordonné B
ayant un plus grand élément 1, un plus petit élément 0, avec 0 #~ 1, et tel
que:

e Deux éléments quelconques x, y de 8B ont une borme inférieure, notée
xNy ouinf(x, y), et une borne supérieure notée x Uy ou sup(x, y). De plus,
xN(yUz)=(xNy)U(xNz) quels que soient x, y, z dans B.

e Pour tout élément x de B, il existe x’ € B tel quexNx’ =0, xUx’ = 1.
Un tel x’ est appelé complémentaire de x.

On montre alors que chaque élément x de 8B a un seul complémentaire,
gu’'on notera x° : si x’, x” sont des complémentaires de x, on a x’N(xUx") =
x'Nx)U @' Nx"); comme x Ux"” = 1, le premier membre est x’; comme
x'Nx =0, le second est x’ Nx", dou x’ < x”; de méme x” < x/, dou
x'=x".

On a immédiatement (x N y)° =x°Uy“; (x Uy)* =x°Ny°; par suite
xU(yNz)=(xUy)N(xUz), quels que soient x, y, z € B.

On vérifie facilement que 8B a une structure d’anneau commutatif, si 'on
posex+y=xUy)NxNy"-etxy=xNy.

Un élément a # 0 de B est appelé atome si ses seuls minorants sont 0
et a. On vérifie aisément qu'un atome de 'algebre de Boole & est exactement
un atome de 'ensemble ordonné B ~ {0}, au sens de la définition page 126.

Une algebre de Boole B est dite complete si toute partie X de 8B a une
borne supérieure (notée sup(X) ou sup, .y x). Alors toute partie X de 8 a
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une borne inférieure, et on a infyex x = (sup, cx x°)°.

e SiXC B, aeB alrsanNsup(X) =sup,x(@Nx) et aUmf(X) =
infyex(a U x).

On a, en effet, a = x Na et sup(X) = x Na pour tout x € X. Donc
a Nsup(X) = x Na pour tout x € X; dott a Nsup(X) = sup,.x(x Na).
Inversement, soit y un élément de B, y = x Na pour tout x € X. Alors
yUa® = x, et par suite yUa® = sup(X). Donc y = aN(yUa®) = aNsup(X).

e SiX, Y CB,onasup(X)Nsup(Y) =sup{xNy; xe X, yeY}

Car sup,.cx(x Nsup(Y)) = sup(X) Nsup(Y) d’apres ce que 'on vient de
montrer; de méme x Nsup(Y) = sup,cy x N y. Donc sup(X) Nsup(Y) =
SUP,cx SUPyey X M Y.

Lemme 16.1. (Avec AC.) Soient B une algebre de Boole complete, et (a;)ic1
une famille d'éléments de B. Il existe une famille (b;)ic; déléments de B
deux a deux disjoints (i # j = b; Nb; = 0), telle que b; < a; pour tout
i €1, etsup;c;a; =sup;c; b

Soit & I'ensemble des fonctions f : I — B tellesquei # j = f(i)N
f(j) =0et f(i) <a; (pouri,j € I). Sur & on met la relation d’ordre
f<ge VMie(f@E) < g@)). Si X est une partie totalement ordonnée
de &, on définit 7 : I — B en posant h(i) = SUp rex; f(@i) pour chaque
i € I. On voit immédiatement que /& € & et est un majorant de X.

On peut donc appliquer le théoreme de Zorn, et on trouve un élément
maximal f, de &. On montre que f; est la famille cherchée, c’est-a-dire que
sup;c; fo(i) = sup;c;a;: sinon, il existe c € B, ¢ # 0, ¢ < sup;;a; et
cNsup;¢; fo(i) = 0.1l existe donc iy € I tel que ¢ Na;, = ¢’ # 0. On définit
alors f; : I — B, enposant fi(i) = fo(i) pouri # iy, et fi(ip) = folip)UC .
Onaalors fi € €, et fi > fy ce qui contredit la maximalité de fj.

C.Q.E.D.

Algebre de Boole compléte d'un ensemble ordonné

Soit C un ensemble ordonné; pour chaque partie X de C, on pose X¢ =
{p € C; p est incompatible avec tout élément de X}. Il est clair que X est
une partie saturée de C; XN X =0; X CY = X D Y%; X D X. Par
suite

o X = X quel que soit X C C
car X°““ D X¢, et d’autre part, X°“ D X, donc X°““ C X°.
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Notons aussi que
e p e X°“ & tout minorant de p est compatible avec un élément de X.

En effet, p ¢ X°“ < p est compatible avec un élément de X ; comme X* est
saturé, cette condition s'écrit (3g < p)(g € X). Donc p € X°° & (Vg < p)
(g ¢ X°) ce qui est le résultat cherché.

Lemme 16.2. Si X, Y sont des parties saturées de C, alors
(XNY)«“ =XcnYye,

On a, en effet, X, Y O (X NY)%, donc X“ NY DO (X NY)e.
Inversement, soit p € X““NY*““. On montre que tout minorant p’ de p a un
minorant dans X N Y, d’ot le résultat, d’apres la propriété précédente.
Ona p' € X, donc p’ ¢ X¢; il existe donc ¢’ < p/, ¢’ € X (puisque X est
saturé). Ona g’ < p € Y, donc ¢’ € Y*“, et il existe donc g < ¢’, q € Y,
par le méme raisonnement. Par suite ¢ < p’ et ona g € X NY, puisque
q<q.

C.Q.E.D.

On désigne par B(C) l'ensemble des parties X de C telles que X°“ = X.
Pour que X € B(C), il faut et il suffit que X =Y pourun ¥ C C (évident
d’apres ce qui précede). Tout élément de B(C) est donc une partie saturée
de C.

Théoreme 16.3. L'ensemble B(C), muni de la relation d’inclusion, est une al-
gebre de Boole complete. On lappelle algebre de Boole complete de l'ensemble
ordonné C.

1l est clair que ¢ et C € B(C) sont respectivement le plus petit et le plus
grand élément de B(C). Par ailleurs, si (X;);<; est une famille d’éléments de
B(C), elle a une borne inférieure dans B(C) qui est ();; X; : on a, en effet,
(Nier Xi C X, donc (¢, Xi)™ C X pour tout j € I. Comme X} = X,
ona ((")e; X)) C(jer Xj- Donc (Yo X; € B(C).

L’application X — X¢ de B(C) dans lui-méme est bijective (elle est sa
propre inverse) et renverse 1'ordre. Donc toute famille (X;);<; d’éléments de
B(C) a une borne supérieure qui est (();c; X7)“. Cest aussi (| J;; Xi)“:
en effet, (Ui 1 X)) D Ul- <1 Xi, donc majore chaque X; ; inversement, si
Y € B(C) majore chaque X;, ona Y D | Jic; Xi, donc ¥ D (e Xi)e
puisque Y°“ =Y. En particulier, si X, Y € 8(C), onainf(X,Y) =XNY;
sup(X, Y) = (XUY)* = (X°NY)°. Douinf(X, X¢) = @; sup(X, X¢) =C.

Il reste a montrer que, si X, Y, Z € B(C), on a:

sup[inf(X, Y), inf(X, Z)] = inf[ X, sup(Y, Z2)],
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ce qui sécrit sup(XNY, XNZ)=XNsup(Y,Z). Orsup(XNY,XNZ)=
[(XNYHUXNZD]C =[(XNT UZJC = XN UZ)€ (dapres le
lemme 16.2) = X N (Y U Z)<¢ (puisque X°“ = X) = X Nsup(Y, Z2).

C.Q.E.D.

Cas particulier. Soient 4 un anneau de Boole, et C = A ~{0}. Deux éléments
P, q de C sont donc incompatibles si et seulement si pNg = 0. Pour chaque
acAonpose X, ={pecC; p<a}.Onaalors X,np =X, NXp; Xy =
(X4)¢. Cela montre que X, € B(C) pour tout a € A, et que 'application
a — X, est un isomorphisme d’anneau de Boole de 4 dans B(C).

Si 'on suppose que 4 est une algebre de Boole complete, alors I'appli-
cation a — X, est un isomorphisme de A sur B(C): soit en effet X = Y*
un élément de B(C); on pose b = sup(Y) et a = b° (a, b € A). On a alors
X, =X;carsi p € A~{0}, ona:

peX, op<aspnNb=0&VxeY)(pNx=0) & peYe.

On voit donc que toute algebre de Boole complete B est isomorphe a
I'algebre de Boole complete d'un ensemble ordonné C; il suffit de prendre
C =8~{0}.

Algebres de Boole completes de bons ouverts

Soient E un espace topologique, C une base d'ouverts de E (tout ouvert de
E est la réunion d'une partie de C), ordonnée par inclusion. Un ouvert U de
E est appelé un bon ouvert si U est l'intérieur de sa fermeture (U = int(U)).
Il revient au méme de dire que U est l'intérieur d'un fermé: car si U est
l'intérieur du fermé F, on a U C F, donc int(U) C U = int(F), d’'ou
int(U) = U.

Pour chaque partie X de C, on désigne par U(X) l'ouvert | ,cx p-

e Si X € B(C), alors U(X) est un bon ouvert et p € X < p C U(X).

OnaX=Y%doncpe X< MgeY)pnNg=0¥) < pnUF) =0
U(X) est donc la réunion des ouverts de la base C qui sont disjoints de
U(Y); autrement dit U(X) = int[E ~U(Y)], donc U(X) est un bon ouvert.
Deplus,sipeC,onapCUX)< pnNUY)=0<peX.

e Soit U un bon ouvert de E; on pose X = {p € C; p C U}. Alors
X e BC)etU=U(X).

D’apres le résultat précédent, il suffit de montrer que X € B(C). Or
U = int(F), F étant un fermé; I'ouvert V = E ~ F est la réunion d'une
partie Y delabase C.Onaalors: p e X & pC F & pNV =0<%
Mg eY)(pNg=1¥);donc X =Y et X € B(C).
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On a ainsi montré que l'application X +— U(X) est un isomorphisme
d’ensembles ordonnés de B(C) sur 'ensemble BO(E) des bons ouverts de
E. En particulier :

e L'ensemble BO(E), ordonné par inclusion, est une algebre de Boole
complete.

Considérons, par exemple, I'ensemble C des applications de domaine
fini, inclus dans un ensemble A, a valeurs dans un ensemble B ; la relation
d’ordre sur C est définie par: p < g < p D ¢q. Si E est I'espace topologique
B4 muni de la topologie produit (B étant muni de la topologie discrete), C
est isomorphe a une base d’ouverts de E: si p € C, on lui associe I'ouvert
élémentaire {f € B4; f DO p}. 1l en résulte que B(C) est isomorphe a
I'algebre de Boole des bons ouverts de I'espace topologique E.

Ultrafiltres M -complets

Soient M un modele transitif de ZF 4 AF, qui est une collection dans 1'uni-
vers U, et A une algebre de Boole de M. Rappelons qu'une partie  de 4
est appelée un ultrafiltre si 'on a:

abcD=anNbeD;acD, beA b=2a=>bcD;

aeA=> (1+aeD aé¢ D).

Soit ® : A — {0, 1} un homomorphisme d’anneaux de Boole. Alors I'en-
semble {x € A; ®(x) = 1} est un ultrafiltre sur A ; et inversement, tout
ultrafiltre sur 4 correspond a un tel homomorphisme et a un seul (voir [3,
12]).

Un ultrafiltre O sur 4 (qui est dans U, mais pas forcément dans M) est
dit M-complet si, pour toute partie X de D, qui est dans M, et qui a une
borne inférieure dans «4, on a inf(X) € $. Un homomorphisme d’anneaux
de Boole ® : A — {0, 1} (qui est dans U, mais pas forcément dans M) est
dit M-complet si, pour toute partie X de 4, qui est dans M, et qui a une
borne supérieure dans +4, on a ®[sup(X)] = sup,x P(x).

1 est facile de voir que, pour qu'un ultrafiltre £ sur + soit M-complet,
il faut et il suffit que 'homomorphisme ® : A — {0, 1} qui lui est associé
soit également M-complet.

Théoreme 16.4. Les ultrafiltres M-complets sur un anneau de Boole A sont
exactement les parties génériques sur M de l'ensemble de conditions 4 ~ {0}.

Soit G une partie générique sur M de I'ensemble ordonné 4 ~ {0}. Si
P, q € G, aors pNg € G; pour tout p € A~{0}, p # 1, I'ensemble {p, p°}
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est une partie prédense de +A ~ {0}; donc p € G ou p° € G, ce qui montre
que G est un ultrafiltre sur +. Soit alors X une partie de G, qui est dans M,
et a une borne inférieure p,. Alors {p°; p € X} U {po} (si py # 0) ou bien
{p°; p e X} (si pp =0) est une partie prédense de -+ ~ {0} qui est dans M.
Elle rencontre donc G; comme p¢ ¢ G, quel que soit p € X, on voit que
po # 0 et que py € G. G est donc un ultrafiltre M-complet sur 4.

Réciproquement, soient  un ultrafiltre M-complet sur 4, et X une
partie dense de l'ensemble ordonné 4 ~ {0}, qui est dans M. Soit a un
majorant de X ; sia® € A~{0}, il existe x € X, x < a¢, ce qui est impossible,
puisque x < a par définition de a. 1l en résulte que a“ = 0, ou encore a = 1.
Donc sup(X) existe et vaut 1. Par suite, sup(X) € D, et, puisque D est M-
complet, on a X N D # . Cela montre que D est générique sur M, pour
I'ensemble de conditions + ~ {0}.

C.Q.E.D.

Le théoréme suivant montre que, pour tout ensemble ordonné C de M,
les C-génériques sur M correspondent canoniquement aux ultrafiltres M-
complets sur I'algebre de Boole B(C).

Théoreme 16.5. Soient C un ensemble ordonné de M, B(C) lalgebre de
Boole complete qui lui est associée dans M. Si G est un ensemble C-générique
sur M, alors D = {X € B(C); X NG # B} est un ultrafiltre M-complet
sur B(C). Inversement, si D est un ultrafiltre M-complet sur B(C), il existe
un ensemble G et un seul, C-générique sur M tel que D = Dg; ona G =
{peC; {p} €D}

On définit, dans M, I'application J : C — B(C)~ {0} en posant J(p) =
{p}<¢; on a évidemment p < g = J(p) C J(q).

e J(C) est une partie dense de B(C) ~ {0}.

En effet, si X € B(C), X #0, onprend p € X etl'on a {p}*“ C X =X,
soit J(p) C X.

L'étude des génériques sur M pour B(C) ~ {0}, c’est-a-dire des ultra-
filtres M-complets sur B(C), se ramene donc a celle des ensembles J(C)-
génériques sur M (théoreme 11.3).

e Soient p, q € C; alors p et g sont compatibles si, et seulement si, J(p)

et J(q) sont compatibles dans J(C).
Sir < p,g,onal(r) C J(p), J(g), donc J(p) et J(g) sont compatibles.
Inversement, si J(r) C J(p), J(g),onar € {p}, {g}“. Donc tout minorant
de r est compatible avec p et avec g. Il existe donc ' <r, p, puisr’ <71/, q;
donc " < p, g, ce qui montre que p et ¢ sont compatibles.
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e Si D C C est prédense dans C, alors J(D) est prédense dans J(C).
Soit J(p) € J(C); il existe ¢ € D compatible avec p; donc J(q) € J(D) et
est compatible avec J(p).

e Si S est une partie dense saturée de J (C), alors J~'(S) est dense saturée
dans C.

1l est clair que J~!(S) est saturée. Soit alors p € C; il existe J(g) € S
compatible avec J(p); donc g est compatible avec p; soit r < p,g; on a
r € J7I(S), puisque J(r) C J(g) € S, et que S est saturée.

e Si G est C-générique sur M, alors J(G) est J(C)-générique sur M, et
J71J(G) =G.

Soient p € G, g € C tels que J(g) = J(p); tout minorant de p est donc
compatible avec g. Comme p € G, onaq € G (sinon g serait incompatible
avec un élément de G, que 'on pourrait prendre < p). Donc J(q) € J(G);
cela montre que la premiere condition de définition des génériques est sa-
tisfaite par J(G), et aussi que J~'J(G) = G.

La deuxieme condition l'est aussi, car si p, g € G, ils sont compatibles
dans C, donc J(p) et J(g) sont compatibles dans J(C).

Enfin, soit S une partie dense saturée de J(C) qui est dans M. On a vu
que J71(S) est dense saturée dans C. Donc G N J~1(S) # @, et, par suite
J(G)NS #0.

e Si H est J(C)-générique sur M, alors J~' (H) est C-générique sur M.

Si p,q € J7U(H), J(p) et J(q) sont éléments de H, donc sont compa-
tibles dans J(C). Par suite, p et g sont compatibles dans C. Si D est une
partie prédense de C qui est dans .M, on a vu que J (D) est prédense dans
J(C); donc J(D) N H #, et, par suite DN J~'(H) # 0.

On a ainsi montré que:

e Lapplication G — J(G) est une correspondance biunivoque entre
lensemble des C-génériques sur M, et l'ensemble des J(C)-génériques sur
M, Lapplication inverse étant H — J~'(H).

Le théoreme 11.3 établit d’autre part une correspondance biunivoque
entre les J(C)-génériques sur M, et les génériques sur M pour B(C) ~ {0},
c'est-a-dire les ultrafiltres M-complets de B(C). Si D est un tel ultrafiltre, le
J(C)-générique qui lui correspond est H = DN J(C); donc le C-générique
qui lui correspond est G = {p € C; J(p) € D}.

Inversement, si G est C-générique sur M, il lui correspond 'ultrafiltre
D={XeBO); @peG)(J(p) C X)}.0r,si XeB(C),ona:

J(p) CX & {p}“ C X & p e X (puisque X = X°°).
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Donc D ={X e B(C); XNG #0}.

C.Q.E.D.

Soient G un C-générique sur M, D !'ultrafiltre M-complet sur B(C), et
® ’homomorphisme M-complet de B(C) dans {0, 1} qui lui sont associés.
D’apres le théoreme précédent, il est clair que tout modele transitif de ZF,
contenant M, et ayant I'un des trois ensembles G, D, ® pour élément, a
aussi pour éléments les deux autres. Le modele M[G] est donc également
noté M[D] ou M[P].

Valeurs booléennes pour les énoncés

Considérons un modele M transitif dénombrable de ZF + AF, et, dans M, un
ensemble ordonné C'; soit B(C) I'algebre de Boole complete de C dans M.

Si y = F(x) est une relation fonctionnelle dont le domaine est une
collection A(x) dans M, a valeurs dans B(C), alors I'image de F est un sous-
ensemble de B(C); la borne supérieure (resp. inférieure) de cet ensemble
sera notée sup, . () F(x) (resp. infy; ox) F(x) ouencore (), . Aty F(x), puis-
que la borne inférieure d'une famille d’éléments de B(C) est I'intersection
de cette famille). En particulier, si le domaine de F' est M tout entier, on
utilisera les notations sup, F'(x) et inf, F(x) (ou (), F(x)).

Soit E(ay, . .., a,) est un énoncé clos a parametres dans M. On montre
que {peC; plFnon E(a,...,a,)} € B(C): soit, en effet, X = {p € C;
p - E(a,...,a,)}; on a alors, par définition du forcing (page 131):
plFnon E(ay, ..., a,) sietseulement si p € X¢.

Par suite, {p € C; p +* E(ai,...,ay)} est un élément de I'algebre
de Boole B(C), qu'on appelle valeur booléenne de 'énoncé E(ay, ..., ay,)
et que l'on note || E(ay, ..., a,)|. Pour chaque énoncé E(xi, ..., x,) sans
parametre, on a ainsi défini dans M une relation fonctionnelle a n va-
riables xi, ..., x, de domaine M, a valeurs dans B(C), que 'on note y =
|E(x1,...,X,)]||. Dapres les propriétés du forcing faible (page 141), on a
immédiatement :

L E@,....a,) et E'(@,...,a)ll
=E@,....a)lNIE @, ...,a)l

2. |lnon E(ay, ..., a) |l = | E(a, ..., an)|"
3. IVxE(x,ar,....ap)l =L NIEX, ar, ..., an)ll

11 en résulte aisément que
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4 |E@,....an) ou E'@,....an)l = ) ) ]
sup(1E(@r, ... a)ll, |1 E' (@, - ..., an)l)

5. ”HXE(X5 C_lh ey (/_ln)” = Sup, ”E(is C_lh ey &n)”

Les égalités (2), (4), (5) permettraient de définir ||E(ay, ..., a,)| par in-
duction, au sens intuitif, sur la longueur de I'énoncé E, a partir des deux
relations fonctionnelles y = ||x; € xz||, y = ||X1 = X2]|

C'est la méthode qui est suivie dans la théorie des «modeles booléens »
de ZF (voir [13, 27]) qui constitue une autre présentation de la théorie de
P. Cohen.

Notons que, siI'énoncé E'(ay, . . ., a,) est conséquence de E(a, . . ., a,)
dans la théorie ZF + AF, alors || E(ay, ..., a,)|| < ||E' (a1, ..., a,)] : en effet,
on a vu (page 142) que, pour tout p € C, p IF* E = p IF* E'. De méme,
tout énoncé qui est conséquence de ZF 4 AF a pour valeur booléenne 1.

Notons aussi que, si E est un énoncé clos, a parametres dans M, | EM ||
est 1 ou 0 suivant que E est vrai ou faux dans M (théoreme 11.19).

Dans les deux lemmes suivants, on considere un C-générique G sur M ;
on désigne par D l'ultrafiltre M-complet sur B(C), par ¢ : B(C) — {0, 1}
I’homomorphisme M-complet qui lui sont associés (théoreme 16.5) ; et par
¢ l'application contractante de M sur M[G].

Lemme 16.6. Pour qu'un énoncé clos E(pgay, . .., Pca,) a parametres dans
M[G] soit vrai dans M[G], il faut et il suffit que (|| E(ai, ...,a,)|) =1,
cest-a-dire |E(ai, ...,a,)| € D.

En effet, d’apres le lemme de vérité, 'énoncé E(¢gai, . . . , pca,) est véri-
fié dans M[G] si, et seulement s'il existe p € G tel que p I+ E(ay, ..., a,);
dongc, si et seulement si || E(ay, - . ., a,)||NG # @, ce qui veut dire exactement
que (|E(ar, ..., an)l)) = 1.

C.Q.E.D.

Lemme 16.7. Pour que | E(as, ..., a,)|| = 1, il faut et il suffit que, pour tout
C-générique G sur M, l'énoncé E(¢can, ..., pgan) soit vrai dans M[G].

11 est immédiat que la condition est nécessaire, d’apres ce que I'on vient
de montrer. Inversement, soit p € C, et G un C-générique sur M tel que
p € G.Puisque E(¢cai, ..., pcay) est vrai dans M[G], d’apres le lemme de
vérité, il existe g € G, que I'on peut supposer < p, qui force E(ay, ..., a,).
Cela montre que {g € C; g I+ E(ay, ..., a,)} est dense dans C, et donc
IE(@,....a)ll =1

C.Q.E.D.
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Le théoreme suivant permet de calculer la valeur booléenne d'un énoncé
qui commence par un quantificateur restreint.

Théoreme 16.8. Soient X un objet de M, et E(x,ay,...,a,) un énoncé a
une variable libre a parametres dans M. Alors
”Hx(x S Xet E(xs C_lh ey ‘_ln))” = SupuEX ”E(Ms C_lh ceey (/_ln)” et

IVx(x € X = E(x, a1, ..., an)|| = infyex |E(u, ay, ..., an)||-

Supposons que [|Tx(x € X et E(x))| # sup,cx [E@)]|; on pose 8 =
[3x(x € X et E(x))|| + sup,cx |Ew)| (e symbole 4 désignant I'addition
dans I'anneau de Boole B(C)); on a donc 6 # 0. D’apres le théoreme 11.5,
il existe un ensemble D, générique sur M pour I'ensemble de conditions
B(C) ~ {0}, tel que 8 € D; D est donc un ultrafiltre sur B(C), et, puisque
0 cD onasup,yl|Em)| €D < ||IIx(x € X et E(x)| ¢ D, ou encore,
puisque D est M-complet: (Ju € X)(JE@)|| € D) & [|[FIx(x € X et
E(x))|| ¢ D. Or, pour chaque énoncé clos F, on a ||F|| € D < M[D]
satisfait F'. Par suite (Ju € X)(M[D] satisfait E(u)) < M[D] ne satisfait
pas x(x € X et E(x)) ce qui est évidemment une contradiction.

Méme démonstration pour la deuxieme partie du théoreme.

C.Q.E.D.

On définit un objet A de M en posant:
A={(X,p); X e B(C), p € X).
e Ona¢A =D (¢ étant l'application contractante de M sur M[G]).
En effet, siXAe D,ona XNG # P;onprend p € XNG, etona()A(, p) € A,
donc X =¢X € ¢A. Inversement, si ¢x € A, onapx =gy et (y, p) € A,
avec p € G. Par suite y = X avec X € B(C) et p € XN G; donc X € D.
Or X =¢X = ¢y =¢x; donc px € D.

Théoreme 16.9. Si X € B(C), ona | X € A|| = X.

Sipe X, ona(X,p) e Adoncpi-X e€ZAetpel|Xehl.
Inversement, soit p € C~ X tel que p I+ X € ‘A. Comme X = X°,
p & X etil existe donc ¢ < p, ¢ € X°. Comme p IH* X € A, il existe
r<q,ri-X e A;onaalorsr - X =i, (u,5) € A, s >r. 1l en résulte
que u = X et s € X. Mais alors g € X¢, s € X, et g, s ont un minorant
commun 7, ce qui est une contradiction.

C.Q.E.D.

Théoréme 16.10 (principe du maximum). On suppose que M satisfait AG et
on considere un énoncé E(x,ai, ..., a,) a une variable libre, a parametres
dans M. 1l existe alors un objet a de M tel que
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IAxE(x, a1, ..., a)ll = |E(a, ai, ..., an)l.
On montre d’abord le

Lemme 16.11. Soient (a;)ics et (6;)icr deux familles dans M; on suppose
que 6; € B(C) et 6, NO; =0pouri,jel,i# j. Il existe alors un objet a
de M tel que |la = a;|| = 6; pour touti € I.

Pour chaque i € I, on pose:

bi ={(u,p); peb; etilexisteg € C, g = p tel que (1, q) € a;},
et I'on définit a = _J;; b;.

Supposons alors que p € 6; et p I+ a # a;; par définition du forcing
(page 131), il y a deux possibilités:

-ilexisteq € C, g = p etu, tels que (4,q) € a; et p I+ u ¢ a. Alors,
par définition de b;, on a (1, p) € b;; donc (u,p) € aetpl-u € a;
contradiction.

-illexisteq € C, g = petu,telsque (u,q) €caetpl-u ¢a.Ona
alors (u,q) € b; pour un j € I. Donc g € 6;; comme p < g, et que 60; est
une partie saturée de C, on a p € 6;. Donc 6; N6, # (), et, par hypothése,
il en résulte que i = j. Donc (i, q) € b;, et, par suite, il existe r = g tel que
(u,r) €a;.Orr = petpl-u¢a;; contradiction.

11 en résulte que, pour tout p € 6;, p I+ a # a;. Comme 6; est une partie
saturée de C, on voit que p € 6, = p - a =a;. Donc |la = a;|| D 6;.

C.Q.E.D.

Soit y = F(x) la relation fonctionnelle de domaine M, a valeurs dans
B(C), définie par y = ||E(x, ai, ..., a,)]|. 1l existe un ensemble A de M
tel que Im(F) = Im(F' [' A) : pour chaque 6 € Im(F), soit ®(0) 'ensemble
des x de rang minimum tels que F'(x) = 6; il suffit alors de poser A =
Uoetm(r) P(6). On a donc sup, F(x) =sup,cq F(x).

D’apres le lemme 16.1 (qu'on peut appliquer puisque, par hypothese,
M satisfait AC), il existe une famille (6,),c4 d’éléments de B(C), deux
a deux disjoints, tels que 6, < F(x) pour tout x € A, et sup, .46 =
sup,c4 I'(x) =sup, F(x). D’apres le lemme 16.11, il existe un objet a de M
tel que ||la = x|| = 6, pour tout x € A. Or, pour chaque x € A, on a:

lE@@,ay,...,ap)|| = ||x=aetEXx,a,...,a)|
puisque E(a, ay,...,a,) est conséquence de x = a et E(x, aj, ..., ay).
Mais 0, < |la=x|,et0, <||E(X,a,...,a,)]|, etdonc ||E(a,a,...,a,)|
Z 0, pour tout x € A; soit ||[E(a, ai, ..., an)|| = sup,cq 6 = sup, F(x) =

”HXE(X5 &15 L) &I’l)”
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L'inégalité inverse est évidente.
C.Q.E.D.

Applications a la théorie des algebres de Boole completes

Etant donnée une algebre de Boole complete B, une partie B’ de B est
appelée sous-algebre de Boole compléte de B si:

- B’ est une sous-algebre de Boole de B, c’est-a-dire B’ #~ (et x¢, xNy €
B’ quels que soient x, y € B’

- pour tout X C B/, la borne supérieure de X dans B appartient a B’

Soit X une partie de B ; la sous-algebre complete engendrée par X dans
B est, par définition, la plus petite sous-algebre complete de & contenant
X, c'est-a-dire l'intersection de toutes les sous-algebres completes de B
contenant X. On dit que X engendre 8B si cette sous-algebre est B elle-
méme.

Lemme 16.12. Considérons, dans un modele transitif M de ZF + AF, une
algébre de Boole complete B, et une partie X de B engendrant B. Soient D
un ultrafiltre M-complet sur B, et N un modele transitif de ZF, contenant
M, tel que DNX € N. Alors D € N, et dans N, D est le seul ultrafiltre
M-complet sur B dont l'intersection avec X, est D N X.

On définit, dans M, par induction sur les ordinaux, une relation fonc-
tionnelle y = F(«) en posant: F(0) = X; pour ¢ > 0, F(x) = {0 € B;
il existe 8 < « et &' € F(B) tels que 8 = 6", ou bien il existe B < o et
Y C F(P) tels que 6 = inf(Y)}.

Onadonc F(a) C B; B <a= F(B) C F(a) (si 0 € F(B), prendre
Y = {0}). 1l existe alors un ordinal o tel que F(o) = F(ap + 1): sinon,
la relation fonctionnelle y = F(x + 1) ~ F(«) de domaine On, aurait pour
valeurs des parties non vides deux a deux disjointes de 8B. Ce serait donc
une relation fonctionnelle injective de On dans J(4B), ce qui est impossible.
On a alors F(ag) = B: eneffet, si 6 € F(oy), 0° € F(ag+ 1) = F(oy); si
Y C F(aw), inf(Y) € F(ap +1) = F(ap); F (o) est donc une sous-algebre
de Boole complete de B contenant X, donc est égale a 8 par hypothese.

On définit maintenant, dans N, par induction sur les ordinaux, une re-
lation fonctionnelle y = Z(«) en posant: Z(0) = D N X; pour o > 0,
Z(a) =1{0 € F(o); il existe B < et 0 € F(B) ~Z(p), tels que 0 =0,
ou bien il existe 8 < «, et une partie ¥ de Z(8), qui est dans M, telle que
6 =inf(Y)}.



Chapitre 16. Algebres de Boole complétes 213

Noter que cette définition se fait bien dans le modele N, puisque D N X est
un objet de -V, ainsi que I'ensemble des parties de 8 qui sont dans M.

On a donc Z(«) C F(w), pour tout ordinal & de M. Soit alors &' un
ultrafiltre M-complet sur B tel que D' NX = DN X (D' étant, ou non,
dans ). On montre, par induction sur o, que Z(x) = D' N F(x). Cest
évident pour ¢ = 0; pour & > 0, montrons d’abord que Z(xx) C D’'; si
0 € Z(x), on a deux possibilités par définition de Z(x):

-0 =0 avec 0 € F(B) ~ Z(B), B < «; par hypothese d'induction,
e FB)~ND NF(B),donct ¢ D' eth e D'.

-0 =inf(Y), Y étant une partie de Z(B) qui est dans M ; par hypothese
d'induction, ona Y C O/, donc 6 € D'.

Inversement, montrons que ' N F(x) C Z(w); sif € D' N F(x), on a
deux possibilités par définition de F'(x):

-0 =0¢ avectd € F(B), B <«; alors 6’ ¢ I, puisque 6 € O’; donc
0 ¢ Z(B), puisque Z(8) = D' N F(B) par hypothese d’induction. Donc
0 € Z(x) par définition de Z(«).

-6 = inf(Y), Y étant une partie de F(8) qui est dans M ; comme 6 € D/,
tout majorant de 9 est dans D', donc ¥ C £'. Dou Y C Z(f), puisque
Z(B) = D' NF(P) par hypothese d’'induction. Donc 6 € Z(«) par définition
de Z().

Comme F (o) = B, onvoit que &' = Z (o). On a ainsi montré que tous
les ultrafiltres M-complets D' tels que D' N X = D N X, sont identiques
(donc identiques a D) et que D est un objet de N (puisque Z () est défini
dans V).

C.Q.E.D.

Le théoreme suivant donne la forme de certains modeles intermédiaires
entre M et M[G], G étant un ensemble générique sur M.

Théoreme 16.13. Soient M un modele transitif de ZF 4+ AF, C un ensemble
ordonné de M, G un C-générique sur M, et A un objet de M[G], A C M.
1l existe alors un ensemble ordonné D de M, et un ensemble H, D-générique
sur M, tel que M[H] soit le plus petit modele transitif de ZF contenant M et
ayant A pour élément. Ce modele est donc noté M[A].

Soient B(C) I'algebre de Boole complete de C, construite dans le modele
M, et D l'ultrafiltre M-complet associé a G. Désignons par ¢ I'application
contractante de M sur M[G], et par u un objet de M tel que ¢pu = A; on
pose X6 = {|lx € u]l; x € M, rg(x) < rg(A)}. X est donc une partie de
B(C) qui est dans M ; soit B la sous-algebre complete de B(C) engendrée
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par X (dans le modele M). On pose H = D N B; il est alors clair que H
est un ultrafiltre M-complet sur B, c’est-a-dire un (B ~ {0})-générique sur
M. Si x est un élément quelconque de M, de rang < 1g(A), onax € A &
lx € ul| € O (lemme 16.6) < ||x € u|| € H. Comme A C M, on voit que
A={x e M; rg(x) <rg(A) et ||x € u|| € H}, et donc que A € M[H].

Il reste a2 montrer que, si N est un modele transitif de ZF qui contient
M et a A pour élément, il a aussi H pour élément. D’apres le lemme 16.12,
il suffit de prouver que H N X € N, puisque X engendre B. Or c’est
évidemment le cas, puisque H N X est 'ensemble des ||x € u|| pour x € A.

C.Q.E.D.

Lemme 16.14. Soient M un modele dénombrable transitif de ZF 4+ AF, B et
C deux algeébres de Boole completes de M, B étant une sous-algébre complete
de C. On suppose que, si & est un ultrafiltre M-complet quelconque sur C,
et D =ENB, alors & € M[D] et & est, dans M[D)], le seul ultrafiltre
M-complet sur C qui prolonge D. Alors B = C.

Notons que, si & est un ultrafiltre M-complet sur C, D = & N B est
évidemment un ultrafilre M-complet sur B.

Les valeurs booléennes d’énoncés, qui apparaissent dans cette démons-
tration, sont calculées dans l'algebre de Boole compléte B.

Soit & un élément quelconque de C; on pose 6’ = || Fx(x D A et x
est un ultrafiltre M-complet sur C et 6 € x)| (A est I'objet de M défini
page 210). Par définition, 6’ € B.Si 0 #=0’, ona 6 + 6" # 0. 1l existe donc
un ultrafiltre M-complet & sur C (c’est-a-dire un (C ~ {0})-générique sur
M) tel que 0 + 60" € & (théoreme 11.5, que I'on peut appliquer puisque le
modele M est supposé dénombrable); donc 8’ € & < 0 ¢ &. Si l'on pose
D =ENB, on a, puisque ¥’ € B:

(%) 0 eD&OEE

Soit ¢ I'application contractante de M sur M[D]. D’apres le lemme 16.6,
onaf € D siet seulement si I'énoncé «Ix(x D PA et x est un ultrafiltre
M-complet sur C et 6 € x)» est vrai dans M[D]. Comme pA = D, et
que, par hypothese, & est, dans M[D], le seul ultrafiltre M-complet sur
C prolongeant £, on voit que cet énoncé équivaut a & € &. On a donc
0 €D &0 € &, ce qui contredit (x). On a donc 6 = ¢’, c'est-a-dire 6 € B.

C.Q.E.D.

Théoreme 16.15. Soient M un modéle dénombrable transitif de ZF, et, dans
M, une algebre de Boole complete C et une partie X de C. Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes :
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1. X engendre C (dans M).

2. Quel que soit l'ultrafiltre &, M-complet sur C, on a & € M[ENX] et, dans
M[E N X, & est le seul ultrafiltre M-complet sur C dont l'intersection avec
X soit & N X.

1 = 2. Immédiat d’apres le lemme 16.12.

2 = 1. Soit $B l'algebre de Boole complete engendrée par X dans C. Si
& est un ultrafiltre M-complet sur C, et D =EN B, alors ENX =D N X.
Par hypothese, on a & € M[E N X], dou & € M[D]. Par ailleurs, on a
M[D N X] = M[D] d’apres le lemme 16.12, et donc M[D] = M[E N X].
Par hypothese, & est donc, dans M[D] le seul ultrafiltre M-complet sur C
prolongeant . Donc (lemme 16.14), on a B = C.

C.Q.E.D.

La notion de valeur booléenne pour un énoncé, et les théoremes pré-
cédents, peuvent étre utilisés pour obtenir des résultats sur les algebres de
Boole completes. On donne ci-dessous deux exemples de théoremes qu’on
peut prouver ainsi. Faisons tout d’abord une

Remarque. Soit £ un énoncé clos sans parametre, écrit avec € et =; pour
montrer que E est un théoreme de ZF + AF 4+ AC, il suffit de prouver que,
quel que soit 'univers U et 'ensemble M dénombrable transitif pris dans
U, satisfaisant ZF + AF + AC, alors M satisfait I'énoncé &.

En effet, si £ n’était pas conséquence de ZF + AF + AC, la théorie T :
ZF + AF + AC+ non E serait non-contradictoire, donc (théoreme 10.1) la
théorie 7* aurait un modele U, ce qui contredit '’hypothese.

Théoreme 16.16. [30] Quel que soit le cardinal infini «, l'algébre de Boole
complete BO(k®) des bons ouverts de l'espace topologique k® (muni de la
topologie produit, k étant muni de la topologie discréte) est dénombrablement
engendrée. Il existe donc une algebre de Boole complete dénombrablement
engendrée de cardinal arbitrairement grand.

D’apres la remarque précédente, il suffit de montrer que, si M est un
modele dénombrable transitif de ZF + AF + AC, cet énoncé est vrai dans M.

Soient donc « un cardinal infini de M, et C 1'ensemble des fonctions
de domaine fini C w a valeurs dans « ; B(C) étant I'algebre de Boole com-
plete de C (construite dans M), on a vu, page 205, qu'elle est isomorphe
a l'algebre des bons ouverts de «®. Il reste donc a prouver que B(C) est
dénombrablement engendrée dans M.

Soit G un ensemble C-générique sur M ; on a vu, page 186, que g =
|G est une surjection de w sur «, et que G est I'ensemble des restrictions
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de g aux parties finies de w. On définit un objet n de M en posant n =
{(n, @), p); @ €k, p € C,n € Dom(p), p(n) =a}.

Il est immédiat que ¢n = g (¢ étant 'application contractante de M
sur M[G]). On pose alors X = {||[n(m) < nm)||; m,n € w} I'énoncé
n(m) < n(n) étant écrit par exemple: I3B[On(B) et € P et (n, ) € i
et (n, ) € nl).

X est, dans M, une partie dénombrable de B(C); on montre que X en-
gendre B(C), au moyen du théoreme 16.15.

Soient donc & un ultrafiltre M-complet sur B(C), G le C-générique sur
M qui lui est associé, et g = | JG. On a (lemme 16.6): ||n(m) < n(n)| €
ENX & g(m) < g(n). Dong, sil'onpose O = {(m, n) € v?; gim) < g(n)},
ona @ € M&N X]. Puisque g est une surjection de w sur «, il est clair
que O est, dans M[g], une relation binaire bien fondée sur w, et que g est
I'application contractante pour cette relation binaire. Mais alors @ est, dans
M[E N X], une relation binaire bien fondée ; donc I'application contractante
pour O est dans le modele M[& N X]. On a ainsi montré que g € M[ENX];
donc G € M[E N X], et &, qui est I'ultrafiltre associé a G, est aussi dans
M[E N X] (théoreme 16.5).

Soit maintenant & € M[& N X] = M[G], un ultrafiltre M-complet sur
B(C) tel que & NX = &N X, et soit g’ la surjection générique de w sur
Kk, associée a & (théoreme 16.5). De la méme facon que ci-dessus, on a
lnm) < n(n)| € & NX < g'(m) < g’ (n). Comme & NX =ENX, onen
déduit que g'(m) < g'(n) < g(m) < g(n), quels que soient m, n € . 1l en
résulte que g = g/, et donc & = &'. La propriété (2) du théoreme 16.15 est
donc satisfaite, et par suite, X engendre B(C) dans M.

C.Q.E.D.

Théoreme 16.17. Soient M un modele transitif dénombrable de ZF+AF+AC,
et dans M, deux ensembles ordonnés infinis C et D tels que:

o 1l existe, dans D, une antichaine de cardinal C.
e Pour tout D-générique H sur M, et tout p € C, il existe, dans M[H], un
C-générique G sur M tel que p € G.

Alors B(C) est, dans M, isomorphe a une sous-algebre de Boole complete
de B(D).

Les valeurs booléennes d’énoncés que nous utiliserons au cours de la
démonstration, sont relatives a I'ensemble de conditions D, et a son algebre
de Boole complete B(D).

On définit de la fagon suivante une famille (6,) ,cc d’éléments non nuls,
deux a deux disjoints, de B(D), tels que sup,.c 8 = 1: par hypothese,
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il existe une antichaine (g,),cc dans D. On choisit py € C, et on définit
0, = {g,}“ pour p # py, et 0,, = {g € D; g incompatible avec tous les
qp pour p # po}. Il est clair que la famille (6,) ,cc a les propriétés voulues
(noter que g, € 6, quel que soit p € C, donc 6, # 0).

Par hypothese, quel que soit le D-générique H sur M, le modele M[H]
satisfait (Vp € C)E(p), ou E(p) est I'énoncé «3IG(p € G et G est C-
générique sur M)» (M est un symbole de relation unaire, dont I'interpré-
tation dans M[G] est M). D’apres le lemme 16.7, on a donc || E(p)|| = 1
pour tout p € C.

D’apres le théoréme 16.10 appliqué a I'énoncé E(p), il existe g, € M tel
que ||p € g, et g, est C-générique sur M| = 1. D’apres le lemme 16.11, il
existe g € M tel que ||g = g, || = 6, pour tout p € C. On a alors, pour tout
pecC:

0, <|lg =gpllNIlgy, est C-générique sur M||

< ||g est C-générique sur M]||.

11 en résulte que:
(*) llg est C-générique sur M| =1
Onademéme 6, < |g =gplIN|p € gpll, puisque ||p € g,|| =1, et donc:
(%) llp € gll =6, pour tout p € C.

On définit, dans M, une application 4 : B(C) — B(D) en posant:

h() = 1§ N g # V|| pour tout § € B(C).

On montre que / est un homomorphisme d’algebres de Boole completes. En
effet, si G est un C-générique sur M, d’apres le théoreme 16.5, I'ensemble
{&€ € B(C); £ NG # @} est un ultrafiltre M-complet sur B(C). Par suite:

si£ e BO),aAlorsENG=0<ENG#0;

si (&)ies est, dans M, une famille d’éléments de B(C), alors

(supies &) NG £ 0 & @i € D(E NG # ).
Pour tout D-générique H sur M, on a donc dans M[H]:
VG{G est C-générique sur M = (ENG =0 E NG £D) et
[(supic; &) NG # 0 & @i € D& NG #D)]).
D’apres le lemme 16.7, on a donc:
llg est C-générique sur M = ENg=0 <& Ng#D)et
[supic, E)NE #PD & @ e DE NG # D] =1.

D’apres (%), on en déduit || Ng =@ < £ N g # V|| = 1, C'est-a-dire
¢ Ng # DIl = 11§ Ng # DIl ou encore h(§°) = (h(§))".

On en déduit aussi ||(sup;c; &) Ng #D & T e N Ng D) =1,
c'est-a-dire ||(sup;c; &) Ng # Y|l = @i € )& Ng # P ou encore
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h(sup;c; §i) = sup;c; h(&).

On a ainsi montré que 4 est un homomorphisme d’algebres de Boole
completes. I reste a voir qu'il est injectif, c’est-a-dire que, si § € B(C) est
# 0, alors h(§) # 0. Comme & # (J, il existe p € &, donc ||[p € &|| =1
(théoreme 11.19). D'apres (x*), on a donc ||p € § Ng|| = 6,, dou 'on
déduit || N g # || = 6), et donc h(§) # 0.

C.Q.E.D.

Théoreme 16.18. Toute algebre de Boole complete se plonge dans une algebre
de Boole complete dénombrablement engendrée.

En utilisant la remarque page 215, on considere un modele transitif dé-
nombrable M de ZF + AF + AC, et on montre que cet énoncé est vrai dans
M. Soit donc B une algebre de Boole complete de M, et k le cardinal de
P(B) dans M; soient D I'ensemble des fonctions de domaine fini C w
a valeurs dans «, et B(D) l'algebre de Boole complete de D. D’apres le
théoreme 16.16, B(D) est dénombrablement engendrée.

Il existe dans D, une antichaine de cardinal « : en effet, pour chaque
a €k, {(0,a)} € D, et ces conditions sont deux a deux incompatibles.

Soit H un D-générique sur M. Dans M[H], « est un ordinal dénom-
brable, et donc PM (B) I'ensemble des parties de B qui sont dans M) est
dénombrable. Soit C I'ensemble ordonné $B ~ {0}. D’'apres le théoreme 11.5,
pour chaque p € C, il existe, dans M[H], un C-générique G sur M tel que
p € G. Les deux hypotheses du théoreme 16.17 sont donc vérifiées, et il en
résulte que B(C) est isomorphe a une sous-algebre de Boole complete de
B(D). D’ou le résultat, puisque B est isomorphe a B(C).

C.Q.E.D.
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Arbres

Soit A = [ J,c,10, 1}" I'ensemble des fonctions dont le domaine est un en-
tier, a valeurs dans {0, 1}, ordonné par inclusion; p, p’ € A sont donc dits
comparables si p C p/ ou p’ C p; oy, ce qui revient au méme, s'il existe
geAqgDp,p.

Si p € {0, 1}"*, 'entier n (domaine de p) sera appelé aussi la longueur de
p. Pour ¢ =0 ou 1, on notera p - ¢ la fonction g : n +1 — {0, 1} telle que
pCqetqgn) =e.

Une partie P de A sera appelée un arbre si c’est un segment initial de A,
c'est-a-dire si 'on a:

(Ype P)Y(Vp' e A(p' Cp=p' €P).

Un arbre totalement ordonné est appelé une branche. Si P est une
branche infinie, et si & = [ J P, alors h € {0,1}”, et P = {h[n; n € o}.
Les branches infinies correspondent donc canoniquement aux éléments de
{0, 1}*.

Si P est un arbre quelconque, une branche infinie de P est, par définition,
une branche infinie O C P. Il lui correspond une fonction / : w — {0, 1}
telle que (Vrn € w)h['n € P. Par abus de langage, on dira parfois: «/ est
une branche infinie de P ».

Soit P un arbre, qui n'est pas une branche; on montre facilement que
(U{p € A; p est comparable a tout élément de P} est un élément de P, que
I'on appelle la tige de P, et que 'on note 7(P). La longueur de 7(P) sera
notée [(P).

A chaque arbre P on peut associer une partie P de {0, 1}, définie par:
P=1{he{0,1}*; (YnewhlneP)

219



220 Deuxiéme partie: Forcing

P est alors un fermé de {0, 1}*: en effet, si & € ({0, 1}* ~ 13), il existe un
entier n tel que 2 ['n ¢ P. Pour toute &’ € {0, 1} telle que &' ['n = h[n, on
al' ¢ P, ce qui montre que {0, 1}* ~ P est ouvert.

Remarque. On voit que P est essentiellement I'ensemble des branches infi-
nies de P.

Dans ce chapitre, nous allons considérer deux exemples d’extensions
génériques remarquables, obtenues au moyen de conditions qui sont des
arbres, 'ordre étant I'inclusion. Dans le premier cas, les fermés associés a
ces arbres sont les ensembles parfaits (c’est-a-dire fermés sans points isolés),
et dans le second, ce sont les fermés de mesure positive.

Extensions génériques minimales

Soit M un modele transitif dénombrable de ZF + AF + AC; aucune des ex-
tensions génériques M[G] de M considérées jusqu’ici n'est une extension
minimale: autrement dit, pour chacune de ces extensions, il existe G’, gé-
nérique sur M tel que M & M[G'] & M[G] (voir I'exercice 32(i)).

On se propose, dans cette section, de construire une extension générique
minimale de M. Plus précisément, on va montrer le résultat suivant, di a
G. Sacks [26] :

Théoréme 17.1. Soit M un modele dénombrable transitif de ZF 4 AF. 1l existe
un ensemble ordonné C de M, sans atome, tel que tout C-générique G sur M
a la propriété suivante: si X € M[G] et X C M, alors, ou bien X € M, ou
bien M[G] est le plus petit modele transitif de ZF qui contient M et a pour
élément X.

Dans la preuve de ce théoreme, nous utiliserons I'ensemble de conditions
C défini comme suit:
P eC & P estun arbre et

~VMpe P)@p,p" e PY(pCp,pCp’etp, p’ sontincomparables).
Une condition P est donc un arbre sans atome; P est alors évidemment
infini. La relation d’ordre sur C est celle induite par P (A), c'est-a-dire
I'inclusion.

Si P € C, P n'est évidemment pas une branche, et la tige 7(P) de P est
donc définie. Elle a les propriétés suivantes :

Lemme 17.2. i) t(P) € P pour tout P € C.
i) Si P, P’ € C et P' C P alors t(P") D t(P).
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iii) Si P, P’ € C sont compatibles, alors t(P) et T(P’) sont comparables.
iv)SiPeCetnew,ilexiste P € C, P C P tel quel(P') = n.

i) Déja vu plus haut.

ii) Immédiat, par définition de 7 (P).

iii) Immédiat, d’apres (ii).

iv) Soit py € P de longueur = n. On pose P’ = {p € P; p comparable
apt.Alors PP €C, PP C Pet py Ct(P) doncl(P) = n.

C.Q.E.D.

P, P' € C seront dits divergents si T(P) et T(P’) sont incomparables. P
et P’ sont alors incompatibles, d’aprés le lemme 17.2(iii).

Lemme 17.3. Si P, P’ € C, il existe Q, Q' € C divergents tels que Q C P et
o cP.

Il existe p € P et p’ € P’ qui sont incomparables: soient en effet p, g €
P incomparables. Si p’ € P’ est comparable a p, g, alors p’ C p ou p’ C
q (on n'a pas p O p,q). Comme P’ est infini, il existe donc p’ € P’
incomparable a2 p oua q.

On pose alors Q = {g € P; g comparable a p} et ' ={q' € P'; ¢
comparable a p'}. Ona p C ©(Q) et p' C ©(Q'), donc Q et Q' sont
divergents.

C.Q.E.D.

On en déduit que C n'a pas datome (faire P = P’ dans le lemme 17.3).

Soit G un C-générique sur M; si P, P’ € G, t(P) et T(P’) sont com-
parables, et pour tout n € w, il existe P € G tel que [(P) = n, d’apres
le lemme 17.2(iv) ('ensemble des P € C tels que /(P) = n est dense). 1l
en résulte que, dans M[G], on peut définir g : @ — {0, 1} en posant
&= UPEG T(P )

Lemme 17.4. G = {P € C; gln € P pour tout n € w}. Autrement dit,
P eG & P eC etg est une branche infinie de P.

Si P € G, etn € w, 'ensemble des P’ C P tels que I[(P’) = n est dense
en dessous de P, d’apres le lemme 17.2(iv). 1l existe donc un tel P’ € G.
Alors g ['n C ©(P') par définition de g, donc g['n € P',et g|'n € P.
Inversement, soit P € C tel que g['n € P quel que soit n € w. Par
définition de g, on a, dans M[G]: VO[O € G = 1(Q) € P].
Soient ¢ la fonction contractante de M sur M[G], et " I'objet de M défini
page 130, tel que ¢ (I") = G. D'apres le lemme de vérité, il existe Py € G tel
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que Py I-VYQI[Q € ' = 7(Q) € P]. On montre ci-dessous que Py C P, et
donc P € G, ce qui est le résultat cherché.

Soit donc py € Fy; on pose Py = {p € Py; p comparable a po}. Alors
Py C Py et po C 1(Fp). Soit G’ un C-générique sur M tel que Py € G’
(théoreme 11.5). On a Py € G/, donc, d’apres le lemme de vérité, on a, dans
M[G']:VO[Q € G' = 1(Q) € P] (en effet, si ¢’ est la fonction contractante
de M sur M[G'], ona ¢'(I") = G'). Comme PO’ € G/, on a donc r(PO’) e P,
et donc py € P.

C.Q.E.D.

Il en résulte que tout modele transitif de ZF qui contient M et a pour
élément g contient M[G]. Le modele M[G] est donc noté aussi M[g].

Pour démontrer le théoreme 17.1, considérons maintenant X € M[G],
X C M; soit b € M tel que ¢p(b) = X. 1l existe alors X, € M tel que
X C Xo: par exemple Xy = V(;M, avec o = rg(X). On définit, dans M,
a={(m, P);me Xy, PeC, Pl-meb).

Lemme 17.5. Ona ¢(a) = X, et P I+a C X, pour toute condition P € C.

On a 5(0 = {(m, P); m € Xy, P € C}. Par suite, a C )A(o, et donc toute
condition force a C Xj.

Un élément quelconque de ¢ (a) est de la forme ¢ (1), avec (u, P) € a et
PeG.Onadoncu=retP-meb, dou¢p(u) =m € ¢p(b) = X d’apres
le lemme de vérité. Inversement, sim € X, il existe P € G, P m € b
(lemme de vérité), donc (m, P) € a, doum € ¢(a).

C.Q.E.D. N

Pour chaque P € C, on définit un minorant P de P, en examinant les
deux possibilités suivantes pour P :

1. Il existe Q < P tel que, pour tout m € Xo,gu bien O IH* m € a ou
bien Q IF* m ¢ a. On choisit alors un tel Q pour P.

2. Pourtout Q < P,ilexisteme Xy, QW meaet QW mé¢a.llen
résulte que, pour tout Q < P, il existe m € Xy et Q', Q" < Q, tels que
O méaet Q' mea.

On définit alors, dans M, deux fonctions Fp : A — C et &p : A — X,
par induction sur la longueur de p € A; pour alléger I'écriture, nous les
noterons simplement F' et £. On pose F () = P; ayant défini F(p) € C
pour p € {0,1}", F(p) < P, on chaisit Q', Q" < F(p) et £&(p) € X tels
que Q' IH* &(p) ¢ a et Q" IF* £(p) € a. En appliquant le lemme 17.3, on
définit alors F(p-0) < Q' et F(p-1) < Q" telsque F(p - 0), F(p - 1)
soient divergents. On a donc:

F(p-0) - &(p)¢aet F(p-1) - &(p) €a.
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On pose alors:
={ueA; @peAuct(F(p)}

11 est clair, par construction, que F' est une fonction décroissante. Plus
précisément, on a le

Lemme 17.6. Pour p,q € A:
i) p et q sont comparables si et seulement si T(F(p)) et t(F(q)) le sont.

i) pCq<s F(p) DF(q) ©t(F(p) Ct(F(@).

i) Si pCq,ona F(p) D F(g) donc t(F(p)) C t(F(q)).Si p n'est pas
comparable a g, soit n le premier entier tel que p(n) # g(n), par exemple
p(n) =0etgn) =1.Soitr =pn=¢qln.Onar-0C p,r-1Cugq,
donc F(p) C F(r —0) et F(g) C F(r —1), ce qui montre que F(p) et F(g)
sont divergents.

ii) Il est clair que p C g = F(p) D F(g) = ©(F(p)) C ©1(F(g)). 1l
suffit donc de montrer que 7(F(p)) C ©(F(g)) = p C q.0Or,si p ¢ g,
il existe ¢ D ¢ et incomparable avec p. Donc t(F(p)) et 7(F(g’)) sont
incomparables, et T(F(p)) ¢ t(F(g)).

C.Q.E.D.

Comme F(p) C P pour tout p € A, ona P C P. On vérifie que PecC:
tout d’abord, il est clair que P est un arbre. Si u € P, il existe p € A tel
que u C T(F(p)); sionpose v’ =t(F(p - 0)) etu” =t(F(p - 1)), alors
u’, u” sont incomparables (puisque F(p - 0) et F(p - 1) sont divergents) et
u',u” :) u (car F(p ~0), F(p ~ 1) C F(p)). Enfin, par définition de P, on
au,u” P, cequimontrequePeC

L’ensemble {P P e C}est emdemment dense dans C (puisque P < P),
et il existe donc P € C tel que P € G. Si on est dans le cas 1, on a
Pl meaouP - m ¢ a pour tout m € Xo. D'apres le lemme de vérité,
onadonc X =¢(a) = {m € Xy; Plime a}, ce qui montre que X € M.

On suppose donc maintenant que l'on est dans le cas 2 de définition
de P.

Lemme 17.7. Pour tout p € A, ona F(p) € G & t(F(p)) C g.

Si F(p) € G, ona t(F(p)) C g par définition de g. Inversement, sup-
posons que T(F(p)) Cg.Ona P € G, etilexistedonc Q € G, Q < P, tel
que [(Q) = I(F(p)) (lemme 17.2(iv)). On a 7(Q) C g, par définition de g,
et donc T(F(p)) C t(Q). Soit u € Q quelconque; u est donc comparable a
7(F(p)). Par ailleurs u € P, et il existe donc g € A tel que u C T(F(q)).



224 Deuxiéme partie: Forcing

Siu C 1(F(p)),onau € F(p). Siu D t(F(p)), ona t(F(p)) C
7(F(q)), donc F(p) D F(g) (lemme 17.6). Comme u € F(g), on a encore
u € F(p).

On a ainsi montré que O C F(p), et donc F(p) € G.

C.Q.E.D.

Soit ® = {p € A; ©(F(p)) C g}. D'apres le lemme 17.6, ® est une
branche. On a de plus g = ( {z(F(p)); p € P}: eneffet, sin € w, ona
gln € P, puisque P € G; il existe donc p € Atel que g['n C T(F(p)),
par définition de P.

1l en résulte que |_J @ est une fonction f : w — {0, 1}, et que 'on a:

(*) g=UltF(p): pCfl; f=UpeA; T(F(p) Cgl
D’apres le lemme 17.7, ona donc f = J{p € A; F(p) € G}. On en déduit
que, pour tout entier n:

(3%) fm)=1<&(fIn) eX.
Posons eneffet p= f['n.Si f(n) =1,onap-1C f,donc F(p - 1) € G.
Or F(p-1) IF* &(p) € a, par définition de F'. D’apres le lemme de vérité, on
adonc&(p) € X.Si f(n) =0, onaé&(p) ¢ X par la méme démonstration.
Soit alors & un modele transitif de ZF contenant M et ayant pour élé-
ment X. La propriété (»x) constitue, dans -V, une définition par récurrence
de la fonction f : w — {0, 1}. Il en résulte que f € N. Mais, d’apres (x), on
ag e N, donc G € N d’apres le lemme 17.4. 1l en résulte que N D M[G],
ce qui termine la preuve du théoréme 17.1.
C.Q.E.D.

Consistance de ACD + «toute partie de R est mesurable »

On se propose, dans cette section, de montrer un résultat bien connu de
R. Solovay [29]:

Théoreme 17.8. Si ZF + AC + CI est non-contradictoire, alors ZF+AF+ACD +
«toute partie de R est mesurable-Lebesgue» l'est aussi.

(Rappelons que (I est 'axiome: «Il existe un cardinal inaccessible »).

Remarque. Ce résultat est intéressant, car il montre que 'on peut admettre
I'axiome : «toute partie de R" est mesurable », tout en conservant une forme
de I'axiome du choix (a savoir ACD) qui est tout a fait suffisante pour déve-
lopper la théorie de la mesure de Lebesgue et, en fait, pratiquement toute
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'analyse. Bien entendu, on ne peut pas conserver I'axiome du choix lui-
méme, puisqu’il a pour conséquence l'existence de parties non mesurables
de R (voir [11]).

Soit P un arbre; alors P N {0, 1}*+! < 2(P N{0,1}"): en effet, si p €
P N{0,1}"*, alors pI'n € PN{0,1}", et p['n a, au plus, deux prolonge-
ments dans P N {0, 1}**!. 1l en résulte que 2~*(P N {0, 1}") est une suite
décroissante de réels compris entre 0 et 1. Sa limite est appelée mesure de
P et notée u(P).
On a immédiatement :

e SiPC P alors0<u(P)<uP)<l

o W(PUP)+u(PNP)=pu(P)+ un(P).

e Si P est fini, alors u(P) = 0.
On désignera par S I'ensemble des arbres de mesure > 0, ordonné par in-
clusion.

Lemme 17.9. Soient n € w, et Py un arbre tel que u(Fy) = 0; alors {P € S ;
PN Py est fini et P N{0, 1} = 1} est dense dans S.

Etant donné Q € S, on choisit m = n tel que 27 (P, N {0, 1}") < u(Q),

ce qui est possible, puisque (Py) = 0. Pour chaque p € A, on pose:
0p =1{q € Q; g est comparable a p}.

On voit immédiatement que Q = | J{Q,; p € {0, 1}"},etque,sip, p’ €
{0,1}" et p # p/, alors Q, N Q,y C {0, 1)1, donc Q, N O,y est fini.

Onpose Q' = JQp; pe {0, 1}"NA}et Q" = NQp; p {0, 1}"~
Py}. Alors Q'N Q" est fini (car il est contenu dans {0, 1}~ 1), et 0 = Q'UQ".
Il en résulte que (Q) = u(Q") + u(Q"). Or u(Q') <27 (K N{0, 1}") <
w(0Q), et donc u(Q"”) > 0.

Or (Q") = > {u(Qp); p € {0, 1} ~ Py}, puisque, si p, p’ € {0, 1}"
et p # p/, alors u(Q, N Q) = 0. On peut donc choisir p € {0, 1} ~ Py
tel que u(Qp) > 0. On pose P = Qp, etonadonc P € S, P C Q, et
P N {0, 1}" a pour seul élément p ['n; de plus P N Py C {0, 1}~ est fini.

C.Q.E.D.

Soient M un modele dénombrable transitif de ZF + AF + AC, et S 'en-
semble des arbres de mesure > 0 qui sont dans M. Cet ensemble sera aussi
noté S, pour simplifier, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguiité.

Théoréme 17.10. Soit N un modele transitif de ZF, qui contient M.
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i) Soient g : w — {0,1}, g € N, et Gg ={P € Sy; gln € P pour
tout n € w}. Pour que G soit S -générique sur M, il faut et il suffit que G,
rencontre toutes les antichaines maximales de Sy qui sont dans M.

ii) Inversement, soit G € N, G étant S -générique sur M. Alors ﬂ G est
une branche infinie; autrement dit, il existe, dans N, une fonction g : © —
{0, 1} et une seule, telle que g|'n € P pour tout n € w et tout P € G. On a
alors G = Gq.

i) La condition est évidlemment nécessaire, puisquune antichaine maxi-
male est une partie prédense de S. Inversement, supposons que G, ren-
contre toutes les antichaines maximales de S qui sont dans M. D'apres le
théoreme 11.2, il suffit de vérifier que, si P, P’ € G,, alors P et P’ sont
compatibles, autrement dit que w(P N P’) > 0.

Or, si w(PNP)=0,Tensemble D ={0 € S; PN P NQ est fini}
est dense dans S, d’apres le lemme 17.9. D’apres le lemme 11.1, il existe une
antichaine maximale X de S, X C D. Par hypothése, ona X NG, # 0, et il
existe donc Q € G tel que P N P’ N Q soit fini. Ceci est une contradiction,
puisque g['n € PN P "N Q pour tout € w.

ii) D’apres le lemme 17.9, appliqué avec P, = 0, il existe O, € G tel que
0, N {0, 1}* ait un seul élément g,. Si P € G, P est compatible avec Q,,
donc PN Q, € S.0nadonc PN Q, N{0,1}" @, dou g, € P. Par suite
gn =1{0,1" N G. 1l en résulte aussi que m <n = g, C g, et il existe
donc g : w — {0, 1} telle que g, = g ['n.

Soit maintenant P, un arbre tel que gf'n € P pour tout n € w. On
montre d’'abord que F, € S: en effet, si ce n’est pas le cas, on a u(F) =0,
etdonc {P € §; PN P, est fini} est dense dans S, d’apres le lemme 17.9.
Il existe donc P € G tel que P N Py soit fini, ce qui est une contradiction,
puisque g ['n € PN Py pour tout n € w.

Soit P un élément quelconquede G.Onag['n € PNF, donc PNF € §
d’apres ce que I'on vient de montrer. Il en résulte que P, est compatible avec
tout élément de G, et donc P, € G (cf. page 124).

C.Q.E.D.

Une fonction g : @ — {0, 1} telle que G, soit Sy-générique sur M
est appelée réel de Solovay sur M, ou encore réel aléatoire sur M. Tout S -
générique sur M correspond donc canoniquement a un réel aléatoire sur M.

Si g est un réel aléatoire sur M, tout modele transitif de ZF qui contient
M et a pour élément g (resp. G¢) a aussi pour €élément G, (resp. g). Le
modele M[Gy] est donc aussi noté M|[g].
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Soit U C {0, 1}*, avec n € w. Nous noterons A(U) 'arbre {p € A; p est
comparable a un élément de U}. Un arbre P sera dit simple s'il existe n € w

et U C {0, 1}" tels que P = A(U). Notons que 'on a alors p(P) = 27T

Lemme 17.11. i) Si P = A(U) est un arbre simple, avec U C {0, 1}"", alors
pour toutn =2 m, ona P = A(V), avec V=P N{0, 1}".

ii) Si P, Q sont des arbres simples, P U Q et P N Q le sont aussi.

iii) Soient P un arbre, et ¢ > 0. Il existe un arbre simple P’ tel que P ~ P’
soit fini, et W(P') < u(P) +e.

i) Immédiat.

ii) Soient U C {0, 1}" et V C {0, 1}" tels que P = A(U), Q = A(V).
Supposons m < n; on a alors P = A(U’) ou U' = P N {0,1}". Donc
PUQ=AUUV)etPNQO=AUNYV).

iii) On choisit n € w tel que 27*(P N {0, 1}*) < w(P) + . On pose
U=Pn{0,1}", et P = A(U). Alors P~ P’ C {0,1}""! et est donc fini.
De plus w(P') =27"U < u(P) +e.

C.Q.E.D.

Lemme 17.12. Soit (Qi)kew Une suite croissante darbres (Qx C Qk+1 pour
tout k € w) telle que supy,, (Qk) < 1. Il existe alors P € S tel que P N Ok
soit fini quel que soit k € w.

Soit ¢ > 0 tel que sup, w(Qk) < 1 —3e. D'apres le lemme 17.11(iii), il
existe un arbre simple Q) tel que Qi ~Q;, soit fini, et £(Q}) < w(Op)+2ke.
On pose Q] = QyU...UQ;. Alors (Q])kew st une suite croissante d’arbres
simples, d’apres le lemme 17.11(ii), et O ~ @y est fini. De plus u(Q)) <
u(Qx)-+2¢ : on montre, en effet, par récurrence sur &, que w(Q)) < w(Qp)+
e+¢&/2+---+¢&/2k Cest vrai pour k = 0, puisque QO = Q. En admettant
ce résultat pour k, on a 1(Q},,) = u(Q) U 0}.,)) = u(Q}) + i(Q)y) -
QN Q). OF O~ Oy C Qi ~ Q. (puiisque Qr € Qpepn), done
0i~0;,,, est fini. Par suite, 11(Q[NQ;,,) > (Q{NQp) = ju(Qy) (puisque
0/ > 0u); il en résulte que p(0),,) < [L(Q)) — (@] + 1(Q},,) <
le4+e/24- - +&/2 4+ [(Qxs1) +&/2FH1], ce qui donne le résultat voulu.
Puisque 1£(Qx) <1 —3e¢, on a ainsi montré que u(Q;) <1 —e.

Comme Q] est un arbre simple, on a Q] = A(Uy), avec Uy C {0, 1}*.
D’apres le lemme 17.11(i), on peut supposer que la suite d’entiers n; est
strictement croissante. _ _

Onal—e > u(Q)) = u(AUx)) = 27" Uy. Donc Uy <2"(1 —¢).

On pose U; = {0, 1}* ~ U, et on définit I'arbre:
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P={peA; @k ecw)@qgecU)pCql.

Ona u(P) = infie, 27" (P N {0, 1}"+) puisque la suite 7 est strictement
croissante. Comme P N {0, 1}* D U, on a u(P) = infyc, 2*’”@. Or F]i =
2% — Uy = 2"¢. 1l en résulte que iu(P) > ¢, et donc P € S.

Soit p € PN Q}; on montre que I'entier Dom(p) est < ny : supposons
en effet que Dom(p) > ny. Puisque p € Q) = A(Uy), il existe r € Uy qui
est comparable a p. Mais Dom(r) = n; < Dom(p), et donc r C p. Puisque
p € Pilexiste | € wetq € U tels que p C g. Comme n; = Dom(g) >
Dom(p) > ny, on voit que l > k. Orr € Uy, r C g, donc g € A(Uy) = Qy.
Comme [ > k, ona Q/ D @, donc g € Q] = A(U). Mais cela contredit le
fait que ¢ € UJ.

On a ainsi démontré que P N Qy est fini pour tout k € w. 1l en est donc
de méme de P N Qy, puisque O ~ Q) est fini.

C.Q.E.D.

Théoreme 17.13. i) S satisfait la condition d'antichaine dénombrable.
ii) Pour qu'une antichaine (P,), e, de S soit maximale, il faut et il suffit que

e (P =1

P, P’ € S sont incompatibles si, et seulement si (PN P’) = 0. Par suite,
si {P,..., P} est une antichaine finie de S, on a u(P) +--- + uw(P) =
WP U...UP) <.

i) Soient alors X une antichaine de S, et pour chaque entier n > 0, X, =
{P € X; u(P) > 1/n}. Alors X, est de cardinal < n. Donc X = | J,.o X»
est dénombrable.

i) Soit (Py)ner une antichaine de S telle que >, ., u(F,) = 1. Soit
P € § incompatible avec tous les P,. Si k est un entier > 0, il existe N € w
tel que Y, <y w(Py) =1—1/k. Comme {P, Py, ..., Py} est une antichaine
finie de S, on a w(P) + ), <y u(F) < 1, et donc u(P) < 1/k. Comme
k est arbitrairement grand, on a w(P) = 0, ce qui est une contradiction.
L’antichaine (P,),c. est donc maximale.

Inversement, soit (F;; ), Une antichaine de S telleque ), ., u(F,) < 1.
On pose Ok = | J,<x P alors (O )kew est une suite croissante d'arbres, et
SUPc, M(Ok) =D e, W(Py) < 1. D'apres le lemme 17.12, il existe P € S
tel que P N QO soit fini quel que soit k € w. Donc w(P N Q) =0, et P
est incompatible avec Ok, donc aussi avec Py, pour tout k € w. L’antichaine
(Po)kew n'est donc pas maximale.

C.Q.E.D.
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Dans la suite de ce chapitre, nous utiliserons des notions et des résultats
classiques de théorie de la mesure, que le lecteur pourra trouver, par exemple,
dans [11]. Nous les énumérons ci-dessous:

o L'ensemble des boréliens de {0, 1}* est le plus petit ensemble B de
parties de {0, 1}* ayant les trois propriétés suivantes:

i) tout ouvert-fermé de {0, 1}* est élément de B;

(rappelons qu'un ouvert-fermé de {0, 1}* est de la forme {& € {0, 1}*;
h(ny) = &1,...,h(ny) = &}, avec ny,...,n, € wet e, ..., & €
{0,1);

ii) si B € 8B, alors ({0, 1} ~ B) € B;

iii) si B, € 8 et B, C B,41 pour tout n € w, alors |_J,,, B: € B.

e Si (By)new est une suite de boréliens, alors | _J,c,, Bu €t (), By sont
boréliens.

e La mesure de Lebesgue A sur {0, 1} est la seule application de I'ensem-
ble B des boréliens dans [0, 1], telle que:

i) A est dénombrablement additive, en d’autres termes: si (By)nco
est une suite de boréliens deux a deux disjoints, alors A(|_J,c,, Bn) =

Znew )‘(Bn);

ii) A\({h € {0,1}*; h'n = p}) = 27" quels que soient I'entier n et
p € {0, 1}"; en particulier , A est une probabilité, ce qui veut dire que
A({0, 1)) = L.

e Une partie X de {0, 1}* est dite mesurable-Lebesgue s'il existe deux
boréliens B, B’ de {0, 1}, tels que B C X C B/, et A(B) = A(B).

Théoréme 17.14. Soient M C N deux modeles dénombrables transitifs de
ZF + AF + AC. On suppose que P(w)M est dénombrable dans N. Alors
l'ensemble des réels aléatoires sur M qui sont dans N est, dans N, un borélien
de {0, 1}, qui est de mesure 1 pour la mesure de Lebesgue.

Soit 4 € M 'ensemble des antichaines maximales de S, qui sont dans
M. A est un ensemble de parties dénombrables de Sy, (théoreme 17.13(i)).
Donc 4 a au plus la puissance du continu dans M, et par suite, est dénom-
brable dans V.

Soit g : @ — {0, 1}, g € N. D'apres le théoreme 17.10(i), pour que g soit
un réel aléatoire sur M, il faut et il suffit que G, N X # ¥, pour tout X € A.
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Pour chaque arbre P, soit P le fermé de {0, 1}* associé a P, défini
page 219. 1l est clair que u(P) = A(ﬁ) (mesure de Lebesgue du fermé p).

Si X € +, la condition G, N X # ) s’écrit (3P € X)P € G,, autrement
dit g € U{IS; P € X}. Par suite, pour que g soit un réel aléatoire sur .M, il
faut et il suffit que g € (xcs UIP; P € X}

Comme X est une antichaine maximale de S, donc est dénombrable,
U{IS; P € X} est un borélien (en fait, une réunion dénombrable de fer-
més). D'apres le théoreme 17.13(ii), ce borélien est de mesure 1. Or A est
dénombrable dans -V, et donc I'ensemble [y, 4 U{IS; P € X} est une
intersection dénombrable de boréliens de mesure 1. C'est donc aussi, dans
&, un borélien de mesure 1 de {0, 1}*.

C.Q.E.D.

On considere maintenant a nouveau le modele de Lévy, construit au
chapitre 15, page 189. Nous utiliserons ici les notations de cette section:

M est un modele transitif de ZF+AF+CI+V = L; k est un cardinal inac-
cessible de M; G = (Gg)o<i st C-générique sur M, avec C = ), _, Cu,
G, étant C,-générique sur M. Pour chaque o < x, ona G = H, x H*;
H, = (Gp)p<a €t H* = (Gp)a<p<c sont génériques sur M respectivement
pour les ensembles de conditions R)z<, Cp et Ry -p, Cp-

Lemme 17.15. Pour tout o € «, l'ensemble ordonné ®a</3<;< Cp est iso-
morphe a une partie dense de C.

Sia < B, alors Cp est isomorphe a une partie dense de C,, x Cg, d’apres
I'exercice 32(ii) (puisque 8g = R, x Rg). Donc ®E o Cate estisomorphe a
une partie dense de Q); _,, (Cs X Cyt6) = Qg <+ Ce- Donc Qy<p- Cp =
X <o Caté X Qyq<s <« Ce estisomorphe a une partie dense de I'ensemble
X <ata Ce X QRuyra<t <« C¢ qui est isomorphe a C.

C.Q.E.D.

Lemme 17.16. Soit g € M[G] un réel aléatoire sur M. On a alors M[G] =
M[glG'], oit G’ est C-générique sur M|g].

D’apres le lemme 15.6, il existe « € « tel que g € M[H,], et donc
M[g] C M[Hy]. Or Hy est Q<. Cp-générique sur M, et I'ensemble de
conditions Rz, Cp est de cardinal ¥, dans M, et donc dénombrable dans
M[H,]. On peut alors appliquer I'exercice 36(ii), en prenant N = M[g]. Il
en résulte que, si r est Co-générique sur M[Hy ], il existe Gy, qui est Co-
générique sur M[g], tel que M[H,][r] = M[g][G.].
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Par ailleurs, on a M[G] = M[H,][H%], ou H* est ®a</3<;< Cg-générique
sur M[H,]. L'ensemble ordonné C,; est isomorphe a une partie dense de
Co x Cyy1, d'apres l'exercice 32(ii) (puisque N,+1 est équipotent a ¥y x
Ra-+1). Donc I'ensemble de conditions ), .5, Cp = Cot1 X Qpyy1<p<x C8
est isomorphe a une partie dense de Co X Cot1 X Qyy1<p< Cp = Co X
®a<ﬁ</< C/i; D’apres le théoreme 11.3, on a donc M[GJ = M[H,|[H*] =
M[Hy][r][H*], ou r est Cy-générique sur M[H,], et H* est ®a</3<;< Cs-
générique sur M| H,][r]. N

Or, ainsi qu’gn l’g vu phis halg, on a M[H,][r] = M[gllG,]; donc
M[G] = M[gllGyI[H¥], ot G, x H* est générique sur M[g] pour |'ensem-
ble de conditions Co X Q-5 Cp, C'est-a-dire K, <5, Cp. D'apres le
lemme 17.15, cet ensemble de conditions est isomorphe a une partie dense
de C. 1 existe donc (théoreme 11.3), un C-générique G’ sur M|g] tel que
M[G] = MIgI[G'].

C.Q.E.D.

Remarque. Le lemme 17.16 est vrai avec, comme seule hypothese sur g, que
g est une suite d’éléments de M qui est dans M[G]. La preuve est la méme,
le modele M[g] étant alors défini en utilisant le théoreme 16.13.

Théoreme 17.17. Dans M[G], toute partie de {0, 1} qui est définissable en
termes déléments de M est mesurable-Lebesgue.

Soit U € M[G], U C {0, 1}*, définissable en termes d’éléments de M.
Onadonc U = {r € {0, 1}*; M[G] satisfait F'(r)}, ou F(x) est un énoncé
fixé, a une variable libre, a parametres dans M.

Soit ¥ C {0, 1} 'ensemble des réels aléatoires sur M qui sont dans
M[G]. D'apres le théoreme 17.14, ¥ est un borélien de mesure 1. 1l suffit
donc de montrer que U N X est un borélien.

Soit g € X; pour que g € U, il faut et il suffit que F(g) soit vrai
dans M[G]. D'apres le lemme 17.16, on a M[G] = M[g][G'], ou G’ est
C-générique sur M[g]. Comme I'ensemble de conditions C est homogene
(théoremes 14.2 et 14.3), on peut appliquer le lemme 13.4 a ce générique G’;
on en déduit que M[g][G'] satisfait I'énoncé F(g) si, et seulement si M[g]
satisfait 'énoncé (3p € C)p - F(g). Si 'on désigne par F’(x) 'énoncé
(3p € O)p I F(x), cette condition s'exprime: «.M[g] satisfait F’'(g)»; ou
encore: « M[g] satisfait F”'(g)», F”(x) étant 'énoncé F’(x), a une variable
libre, a parametres dans M.

Soit G, le S-générique sur M associé au réel aléatoire g. D'apres le
théoreme 17.10(ii), g est la seule fonction de w dans {0, 1} telle que g 'n =
{0, 1}" N G, pour tout n € w. On a donc montré que, pour tout g € X,
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ona g € U si et seulement si M[g] satisfait E(G,), ou E(x) est I'énoncé
suivant, a une variable libre, & parametres dans M :
(3h € {0, J*)[F"(h) et (Vn € w)(h['n = {0, 1} N(x)].

Soit I" 'objet de M, défini page 130, associé a I'ensemble de conditions
S. On a donc ¢(I') = G,, ¢ étant la fonction contractante associée au
générique G,. D'apres le lemme de vérité, M[g] = M[Gy] satisfait £(Gy)
si et seulement s'il existe P € G, tel que P I- E(T"). 11 en résulte que

UNE={geX; @PeG,)PIF E(f)}

A chaque P € Sy, on a fait correspondre un fermé P de {0, 1} dans
M[G], défini par P = {hef{0,1}?; he M[G] et (Vn e w)h|n e P}.Or,
la condition P € G, équivaut a (Vn € w)(g rn € P) (théoreme 17.10(i)),
C'est-a-dire a g € P.OnadoncUNE _U{P Pe Sy, PI-ED).

Comme Sy est dénombrable dans M[G], il en résulte que U N X est
une réunion dénombrable de fermés, donc est un borélien.
C.Q.E.D.

Théoreéme 17.18. Dans M[G], toute partie de {0, 1} qui est définissable en
termes d'une suite déléments de M est mesurable au sens de Lebesgue.

Soit U C {0,1}?, U € M[G], définissable en termes d'une suite d’élé-
ments de M. On a donc U = {r € {0,1}*; M[G] satisfait F(r,s)}, ou
F(x,y) est un énoncé fixé, a deux variables libres, sans parametre et s :
w—> M.

D’apres le lemme 15.6, il existe o« € « tel que s € M[H,]. Orona M[G] =
M[Hy|[HY], ou H* est ®a<ﬁ</< Cg-générique sur M[H,]. L'ensemble de
conditions ), -5 C8 = Qy+1<p« Cp €st isomorphe a une partie dense
de C (lemme 17.15). D’apres le théoreme 11.3, il existe donc G/, C-générique
sur M| H,], tel que M[G] = M[H,][G']. On obtient alors le résultat cherché,
en appliquant le théoreme 17.17 avec M| H, ] au lieu de M, et G’ au lieu de
G, puisque I'énoncé F'(x, s) est a parametres dans M[Hy].

C.Q.E.D.

Théoreme 17.19 (Solovay). Si ZF + AC+ (I est consistant, alors les théories
suivantes le sont également :

i) ZF + AF 4+ AC+ «toute partie de {0, 1}* qui est définissable en termes
d'une suite d'ordinaux est mesurable-Lebesgue ».

ii) ZF + AF + ACD+- «toute partie de {0, 1} est mesurable-Lebesgue ».

Preuve de (i): Le modele M[G] satisfait cette théorie, d’apres le théo-
reme 17.18.
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Preuve de (ii) : La collection HDM® construite dans M|[G] satisfait ZF +
AF 4 ACD (corollaire 14.5). Or {0, 1}* est évidemment le méme ensemble,
dans les modeles M[G] et HDM”. On montre alors le

Lemme 17.20. Tout sous-ensemble de {0, 1}*, qui est borélien dans M[G],
lest aussi dans HDM®, et sa mesure y est la méme.

On considere, dans M[G] I'ensemble X des boréliens de {0, 1}* qui ont
cette propriété. On vérifie que:

- Si B est un fermé élémentaire de {0, 1}*, alors B € X.

- Si B € X, alors ({0, 1} ~ B) € X; en effet, A({0, 1}* <~ B) =1 —A(B).

- Si (By)new est une suite croissante d’éléments de X;, alors |_J,,, Bx €
X. En effet, 1a suite (B,)nen est dans HDM” d’apres le lemme 14.4; de plus,
onaA(J,e, Bn) = sup,c., A(Bn).

D’apres la définition de I'ensemble des boréliens de {0, 1}, il en résulte
que tout borélien de M[G] a cette propriété.

C.Q.E.D.

Fin de la preuve du théoreme 17.19(i) : soit X une partie de {0, 1}* qui
est dans HDM?. D’apres le théoreme 17.18, X est mesurable-Lebesgue dans
M[G], ce qui veut dire qu'il existe, dans M[G], deux boréliens B, B’ de
{0, 1}*, telsque B C X C B’ et A(B) = A(B’). D'apres le lemme 17.20, cette
propriété est aussi vraie dans HDM, ce qui veut dire que X est mesurable-
Lebesgue dans HDM®.

C.Q.E.D.

On sait (voir [11]) qu'il existe une bijection de {0, 1} sur R qui est me-
surable ainsi que son inverse, la définition de cette bijection n'utilisant pas
I'axiome du choix. Le théoréme 17.8 se déduit alors immédiatement du théo-
reme 17.19(i).






Exercices

Chapitres 1, 2, 3

1. Montrer que, dans la théorie ZF privée de I'axiome de l'infini, 'énoncé
suivant équivaut a I'axiome de l'infini: «il existe un ensemble a et une in-
jection de a dans une partie propre de a ».

Indication. Prendre xy € a ~Im(f), et définir x,, par induction sur n, en
posant xp41 = f(Xn).

2. (Théoreme de Cantor-Bernstein.) On se place dans un univers satisfaisant
ZF. Soient X un ensemble, Y une partie de X, ¢ une injection de X dans
Y. Une partie Z de X sera dite close (pour ¢) si x € Z = ¢x € Z. Pour
chaque partie P de X, on note P la plus petite partie close de X contenant
P (intersection de I'ensemble des parties closes de X contenant P).

On pose A = X ~ Y; montrer que ¢ A est une bijection de A sur

A NIm(¢). On définit 1/ : X — Y, en posant ¥/(x) = ¢(x) pour x € A,
¥ (x) = x pour x € X ~ A. Montrer que v/ est une bijection de X sur Y.

En déduire que, si a, b sont deux ensembles tels qu'il existe une injection

de chacun d’eux dans I'autre, alors il existe une bijection de a sur b.

3. Etant donné deux ordinaux «, 8, on dit que « est cofinal a B, s'il existe
une fonction f : 8 — « strictement croissante (y < Y’ < 8 = f(y) <
f(¥")) dont I'image n’est pas strictement majorée dans o (pour tout § € «,
il existe y € B tel que f(y) =9).

Montrer que la relation «o est cofinal a 8» est réflexive et transitive.
Quels sont les ordinaux cofinaux a 1?

La cofinalité de o (notée cof(w)) est, par définition, le premier ordinal
auquel « est cofinal. Un ordinal « est dit régulier si cof(x) = k. Montrer que,
pour tout ordinal ¢, cof(«) est un ordinal régulier < .

235
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Montrer que tout ordinal régulier est un cardinal; que R,; est régulier
quel que soit .

Etant donnés un cardinal infini « et un cardinal régulier infini o, montrer
quel’ona cof(x) = p si et seulement s'il existe une famille croissante (ky)o<p
de cardinaux < « tels que k =}, ko (on suppose que AC est satisfait).

Un cardinal infini est dit singulier s'il n’est pas régulier. Quel est le pre-
mier cardinal singulier?

4. On considere un univers satisfaisant ZF+AC. Soient o un cardinal infini,
A un ordinal, (Xy)q<; une famille croissante (@ < 8 < A = X, C Xp)

d’ensembles, tous de cardinal < o. Montrer que | J,_; Xo <O0.

5. Soit A un ordinal tel que cof(A) = o > w (voir l'exercice 3). Soit B
I'ensemble des parties X de A ayant les deux propriétés suivantes:
e X n'est pas majoré dans A (pour tout @ € A, il existe 8 € X, 8 = o).
e Si (0)new est une suite croissante d’éléments de X, alors sup o, € X.
Montrer que si (Xs)s<,, est une famille d’éléments de 8B indexée par un
ordinal 4 < o, alors m8<u X5 € B (autrement dit, B est une base d'un
filtre o-complet sur ).

Indication. Etant donné o < A, on construit une famille off (§ < w,
n < w) d'éléments de A de la fagon suivante: o est le premier élément de
Xp qui est > «; agH est le premier élément de X, qui est > sup;_, o ;
pour § > 0, o est le premier élément de Xs qui est > sup, _; &), Montrer
alors que supag € ()5, Xs et est > a.

6. (Lemme de Konig.) On considere un univers satisfaisant ZF 4 AC.

i) Soient (a;)ies, (bi)ic; deux familles d’ensembles telles que T < b:l
pour tout i € /. Montrer que Y ., @ < ]_[ielfi.

ii) Montrer que cof(2:’<) > K, quel que soit le cardinal infini «.

Indications. i) On peut supposer les a; deux a deux disjoints. Soit f une
application surjective de |_J;; a; sur [ [;; bi s'il en existe. Pour chaque j € I,
soit fj : a; — b; la fonction composée de I'injection canonique de a; dans
(Ujes @i> de f, et de la projection canonique de [ [;; b sur b;; f; n’est pas
surjective d'ou (d’apres AC) une famille (y;);c; telle que y; € b; ~ Im(f;)
pour tout i € I. Il existe x € | J;c; a; tel que f(x) = (yi)ies, puisque f
est surjective. Alors x € a; pour un j € I, et fj(x) = yj, ce qui est une
contradiction.
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ii) Si A = cof(2=’<) est <k,ona 2% = > wen Kar (Ka)aen €tant une famille
de cardinaux_< oK Exercice 3). D’apres le résultat précédent, on a alors
> wer Ka < 2)* =2,

7. Soit y = F(x) une relation fonctionnelle, de domaine On, a valeurs dans
On, croissante (@ < B = F(«) < F(B)). Etant donné un ordinal limite «,
F est dite continue en « si F(«) = supg_, F(B); F est dite continue si elle
est continue en tous les ordinaux limites.

On appelle point fixe de F' un ordinal « tel que F(o) = c.

i) Montrer que, si F' est croissante et continue (ou méme seulement
continue pour tous les ordinaux cofinaux a w), alors, pour tout ordinal ¢, il
existe un point fixe de F' qui est > «.

ii) Montrer que si F, F’ sont croissantes et continues pour tous les or-
dinaux cofinaux a w, alors, pour tout ordinal ¢, F et F’ ont un point fixe
commun > .

Montrer (en supposant AC) qu'il existe des ordinaux o aussi grands que

l'on veut, tels que V, =X, =a.

Indication. Définir une suite (¢, )ne d’ordinaux, avec o > o, en posant
a1 = F(oy) (cas i) ou F'(F(ay)) (cas ii). Utiliser le lemme 2.1.

8. On considéere un univers qui satisfait ZF + AF 4+ AC. Un ensemble a est
dit héréditairement dénombrable si Cl(a) est dénombrable ou finie. Soit HD
la collection des ensembles héréditairement dénombrables.

Montrer que HD(x) = rg(x) < 8;; en déduire que HD est un ensemble.
Montrer que HD satisfait tous les axiomes de ZF+ AF+ AC sauf I'axiome
de 'ensemble des parties.

9. On considere les trois énoncés suivants:

a) Vx[x est bien ordonnable = $(x) est bien ordonnable] ;

b) Yo[On(a) = &P («) est bien ordonnable];

¢) Vx[x est totalement ordonnable = x est bien ordonnable].

Montrer, dans ZF, que ¢ = a,a < b.

Montrer, dans ZF+ AF, que ces trois énoncés sont équivalents a 1’axiome
du choix.

Indications. Pour montrer que (a) = AC, considérer le premier ordinal o
tel que V,, ne soit pas bien ordonnable (s’il existe un tel ). Montrer que o
est limite. Soient A la borne supérieure des ordinaux qui sont isomorphes a
un bon ordre sur V3 pour 8 < «, et r un bon ordre sur #().
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Définir par induction une fonction 8 — rg, de domaine «, rg étant un
bon ordre sur Vg, d’'ordinal Ag, de fagon que, si y < 8 < «, V,, muni de r,,
soit un segment initial de Vg muni de g : si B est un ordinal limite, on pose
rg = UV</3 ry.Sip=y+1,onali, <A (par définition de 1); r étant un
bon ordre sur #(1), on en déduit immédiatement un bon ordre sur &(A,),
donc sur P(V,) = V.

Alors (_J, .47 est un bon ordre sur Vy, ce qui est une contradiction.

10. On considere un univers qui satisfait Z+ AF 4 AC (Z est la théorie des
ensembles de Zermelo). Soit My un ensemble transitif tel que v C M,. On
définit M,(n € w) par récurrence, en posant M, ; = P(M,). Soit M la
réunion (au sens intuitif) des ensembles M, pour n € w.

i) Montrer que M, est une suite croissante d’ensembles transitifs, et que
M est une collection.

ii) Montrer que M est un modele de Z+ AF + AC.

iii) Montrer que, si la théorie Z -+ AF 4 AC est consistante, alors les deux
énoncés suivants n’en sont pas conséquences:

dald eaetVx(x €a= {x} €a)l;
dald €eaetVx(x € a = P(x) €a)l.

Indication. i) M est définie par 'énoncé M(x): (In € w)Af(f est une
fonction de domaine n + 1 et f(0) = My et (Vk e n) f(k +1) = P(f(k))

etx € f(n)).
iii) Prendre M, = w.

Chapitres 4, 5, 6

11. On considere un univers satisfaisant ZF + AF 4 AC. Montrer que les or-
dinaux limites « tels que V,, satisfasse I'énoncé: « tout ensemble est équipo-
tent a un ordinal » sont les points fixes de la relation fonctionnelle croissante

continue y = V,, (voir I'exercice 7).

12. Soient U un univers satisfaisant ZF 4+ AF, x un ordinal régulier de
U (exercice 3), et E(x1,...,x,) un énoncé sans parametre. Montrer que,
pour tout ordinal ¢, il existe un ordinal 8 > «, de cofinalité «, tel que Vj
convienne a I'énoncé E(x1, ..., X,).

13. i) Montrer que, si les deux collections DO et HDO sont identiques, alors
on a Vx DO(x).
ii) Montrer que, si DO satisfait 'axiome d’extensionnalité, on a Vx DO(x).
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iii) Montrer que la collection DO satisfait tous les axiomes de ZF, sauf
peut-étre I'axiome d’extensionnalité.

Indications. 1) Considérer les ensembles V.

ii) En appliquant (i), on peut raisonner par I'absurde, en supposant que
DO # HDO. Soit a de rang minimal tels que DO(a) et non HDO(a), et
b ={x € a; DO(x)}. Montrer que I'on a HDO(b), donc a # b, et que a et
b ont les mémes éléments dans DO.

14. Soient U un univers satisfaisant ZF+AF, et D la partie (au sens intuitif)
de U formée des objets définissables de U (a est définissable s’il existe un
énoncé E(x) sans parametre, tel que Vx(E(x) < x = a) soit vrai dans U).

i) Montrer que, si une collection C définie par un énoncé sans parametre
contient tous les objets de D, elle contient tous les objets de DO.

ii) Montrer que tout énoncé clos a parametres dans D est simultanément
vrai ou faux, dans D et dans DO (on dit que DO est une extension élémentaire
de D).

Indications. i) Considérer le premier objet de DO (suivant le bon ordre
défini sur DO) qui n’est pas dans C.

ii) Raisonner par induction (au sens intuitif) sur la longueur de E. Dans le
casou E s’écritIx F(x, a, ..., a,) et est vrai dans DO, soit a le premier objet
de DOtel que F(a, ai, ..., an). Alorsa est dans D, etdonc F(a,a;, ..., a,)
est vrai dans D.

15. Montrer qu'un objet a est dans DO si et seulement s'il existe un ordinal
o > rg(a) et une formule ®(x) a une variable libre sans parameétre tels que
val[®(x), Vol = {a}.

Indication. Considérer le premier objet a de DO qui n’a pas cette pro-
priété (s'il en existe). On I'a ainsi défini dans U par un énoncé A(x) sans
parametre. D'apres le schéma de réflexion, il est donc défini par A(x) dans
un certain Vj, (@ > rg(a)) et ona val["A(x)", V,] = {a}.

16. (Amélioration du résultat de I'exercice 15). Ecrire un énoncé E(x) a une
variable libre, sans parametre, ayant la propriété suivante: un objet a est
dans DO si et seulement s'il existe un ordinal limite o > rg(a) tel que E(x)
définisse a dans V,, (c'est-a-dire val("E(x) ", V,) = {a}).

Indications. On définit la relation fonctionnelle sans parametre ¥ =
A(®) dont le domaine est I'ensemble des formules ®(x, y) a deux variables
libres, a parametres dans V,,; pour une telle formule, A(®) est la formule
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®(x, 8), a une variable libre, a parametres dans V,,, ou 6 = ®(x, y) (donc
6 € V,). Soit A(x, y) 'énoncé sans parametre: «y est une formule a deux
variables libres, a parametres dans V,,, et x est le premier objet de DO (s'il
en existe) qui n'est défini dans aucun V,, (« ordinal limite > w) par la for-
mule A(y) ». Soient o la formule "A(x, y)' (donc o € V,), et E(x) 'énoncé
A(x, 0); a étant un objet de U, si E(a) est vrai dans U, a est défini dans U
par I'énoncé E(x). D’'apres le schéma de réflexion, il existe donc un ordinal
a limite > w, o > rg(a), tel que a soit défini dans V,, par la formule "E(x)".
Orona "E(x)' = "A(x,0)"' = A(0). L’énoncé A(a, o) est donc faux, et
on a une contradiction. Dans U, on a donc Vx non E(x), ou encore Vx non
A(x, o). Tout objet de DO est donc défini dans un V,, (« limite > w) par la
formule A(o’), donc aussi par 'énoncé E(x).

Chapitres 7, 8, 9

17. Soit U; un modele de ZF+ «la collection des atomes est un ensemble
équipotent a w» + Vx(x # @ = y[y € x et (yNx = ou y est un atome)])
(un tel modele est construit page 77). Montrer que I'ensemble A des atomes
est dans DO, mais non dans HDO.

Indication. Un ensemble définissable en termes d’ordinaux est invariant
par tout automorphisme de U;. Les atomes ne sont donc pas dans DO.

18. Soient U un univers satisfaisant ZF, X un ensemble tel que P (X)NX =
@, et R C X? une relation binaire extensionnelle sur X (si x,x’ € X et si
Yy € X)[(y,x) € R < (y,x) € R], alors x = x’). On définit une fonction
f de domaine X en posant:

f)={yeX; (y.x) €R}.

Trouver une relation fonctionnelle y = F(x) qui prolonge f, et qui est
une bijection de U sur lui-méme. Montrer que, dans l'univers U’ obtenu a
I'aide de F' (voir page 73), il existe un ensemble transitif ¥ ayant les propriétés
suivantes :

Vx[x € Y ©xeX]; VaVylx € Yetye Y = (y € x & (y,x) € R)].

Montrer que pour tout énoncé clos E(ay, .. ., ay) a parametres a, . . ., dg
€ X, le modele (X, R) satisfait E(ay, ..., ax) si et seulement si U’ satisfait
EY(ar,...,a).
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Montrer que, si ZF est non-contradictoire, alors ZF + «il existe un en-
semble transitif ¥ sur lequel la relation d’appartenance est isomorphe a la
relation d’ordre total strict (resp. large) de Q» est aussi non-contradictoire.

19. Montrer que, si ZF est non-contradictoire, alors ZF+ 3x(P(x) € x) est
aussi non-contradictoire.

20. Soit U un univers qui satisfait ZF + AC+ «la collection des atomes est
un ensemble dénombrable ». Soient A I'ensemble des atomes de U, et A(x)
I'énoncé «Cl(x) N A est un ensemble fini».

Montrer que la collection A satisfait ZF4+AC—+ «la collection des atomes
n’est pas un ensemble» + «tout ensemble d’atomes est fini».

On désigne par E la conjonction des énoncés: VxVydzVi(t €z &t € x
out €y); Vxdy(y = {y} et y ¢ x). Montrer que, dans I'univers A, I'énoncé
«il existe un ensemble transitif X tel que E < EX » est faux.

Indications. Pour obtenir le schéma de remplacement dans A, on mon-
trera d’abord les propriétés suivantes:

e six est un objet de A, et o une permutation de A qui laisse fixe chaque
élément de Cl(x) N A, alors ox = x;

e si x est un objet de A, et F un ensemble fini d’atomes tel que, pour
toute permutation o de A qui laisse fixe chaque élément de F, on ait
ox=x,alors Cl(x) NA C F.

21. Montrer que, si ZF est non-contradictoire, il existe un univers qui sa-
tisfait ZF 4+ V= L, dans lequel chaque objet est défini par un énoncé a une
variable libre sans parametre.

Indication. Appliquer le résultat ii) de I'exercice 14 a un univers satisfai-
sant ZF+ V=L

22. Soient 7 une théorie, écrite avec les symboles €, =, contenant ZF+-AF,
et E(x, ..., x;) un énoncé sans parametre. Montrer que E(x, ..., x;) est
équivalent, dans la théorie 7, 2 un énoncé g.u.b., si et seulement si, quels
que soient I'univers U satisfaisant 7, I'ensemble transitif M de U satisfaisant

T,etaiy,...,ar € M,onadans U: EM(ai, ...,a) = E(a, ..., a).
Indications. On suppose que I'énoncé E(xy, ..., X;) a cette derniere pro-
priété. On considere la théorie suivante (écrite avec €, =, et les symboles

de constante M, cy,...,ci): T + TM+ « M est un ensemble transitif» +
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«ci E Met... etcy € M» (TM est la théorie obtenue en relativisant 2 M
chaque axiome de 7).

D’apres I'hypothese faite sur 'énoncé E, elle a pour conséquence:
(%) EM(ci,...,c1) = E(ci, ..., cr).

D’ot1 une conjonction 7" d’axiomes de la théorie 7 telle que la théorie
To: T 4+ TM4 « M est un ensemble transitif» + «c; € M et ... etcy € M»
ait aussi pour conséquence I'énoncé (x).

On montre alors que dans la théorie 7, E(x1, ..., xx) équivaut a 'énoncé
A(xy, ..., xx): 3X[X est un ensemble transitif et x; € X et ... et x; € X et
TX et EX(x1, ..., x)] qui est visiblement un énoncé g.ub.

Soient en effet U un univers satisfaisant 7, et aj, ..., a; des objets de
U. Si A(ay, ...,a) est satisfait, la théorie 7; est satisfaite dans U, si on
interprete les symboles ¢y, ..., ck, M par ai, ..., ax, X; donc:

EX(ay,...,a) = E(ay, ..., &)

est vrai dans U, et par suite aussi E(ai, ..., ar). Inversement, si 'énoncé
E(ay, ..., a) est vrai, on choisit un ordinal o > rg(a), ..., rg(ax) tel que
V., convienne aux énoncés 7T et E(xy, ..., x;), etI'énoncé A(ay, ..., a;) est
alors satisfait, avec X = V,,.

23. Soit U un univers satisfaisant ZF+AF+AC; dans U, soit D un ultrafiltre
non trivial sur w.

On considere un ensemble Z transitif, tel que w € Z, qui convient a
I'énoncé Ent(x): «x est un entier naturel». Soit X 1'ensemble quotient de
Z® par la relation d’équivalence ~ définie par:

f~genew; f(n)=gn)}e D, pour f g€ Z”
On définit une relation binaire R C X? en posant:
(f.89 eRe{new; f(n) € g} € D, pour f,g €Z
( f désignant la classe d’équivalence de f).

Montrer que, pour toute formule close ®(fi, ..., fi) 2 parametres dans

X,ona:

X, R =®(fi,..., fi) © new; ZEDI(fin),..., fi(n)} € D.
En particulier, le modele (X, R) satisfait les mémes formules closes sans
parametre que Z.

Pour chaque n € w, soit f;, : @ — o définie par f,(x) = sup(0, x — n).
Montrer que (X, R) satisfait les formules "Ent(f,)", "fu11 € f,' pour
chaque n € w. En déduire que la relation R n'est pas un bon ordre sur
I'«ensemble des entiers de (X, R)» (C'est-a-dire la valeur de la formule
"Ent(x)" dans le modele (X, R)).
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24. Montrer que, si ZF est non-contradictoire, I'énoncé Ent(x): «x est un
entier naturel » n’est équivalent, dans la théorie ZF 4+ AC, a aucun énoncé
g-ub. En déduire qu'’il en est de méme pour I'énoncé On(x).

Indications. Soit A(x) un énoncé g.u.b. équivalent, dans ZFH+-AC, a Ent(x).
On désigne par T I'énoncé Vx[A(x) < Ent(x)]. On considere un univers U
satisfaisant ZF+AC, et on prend un ordinal & > o tel que Z = V,, convienne
aux énoncés T et Ent(x). On considere le modele (X, R) construit a partir
de Z dans 'exercice 23, et on lui applique le résultat de I'exercice 18. On
obtient ainsi un univers W satisfaisant ZF + AC, et dans U’ un ensemble
transitif Y, satisfaisant 7', tel que, dans U/, la relation d’appartenance ne soit
pas un bon ordre sur I'«ensemble des entiers de Y » (valeur dans Y de la
formule "Ent(x)"). Comme Y satisfait 7', '«ensemble des entiers de Y » est
aussi {x € Y; AY(x)}. Comme A(x) est q.ub., et Y transitif, cet ensemble
est inclus dans la collection définie par I'énoncé A(x) dans U/, c’est-a-dire
'ensemble des entiers de U'. On a ainsi une contradiction, puisque la relation
d’appartenance est un bon ordre sur cet ensemble.

25. (Théoreme de Lob.) On désigne par TH une théorie axiomatisée conte-
nant ZF, et par Demry(x) 'énoncé suivant a une variable libre: «x est une
formule close sans parametre, et tout modele de TH satisfait x ». Soit F un
énoncé clos qui est conséquence de TH + Demyy (" F'). Montrer que F est
alors conséquence de TH.

Indication. Soit TH la théorie TH + non F. L'énoncé Demmy("F") équi-
vaut évidemment a non Cons(7H). 1l en résulte que F' est conséquence de
TH + non Cons(TH'), ou encore que Cons(TH') est conséquence de TH.
D’apres le deuxieme théoreme d’incomplétude de Godel, la théorie TH est
donc contradictoire, ce qui donne le résultat cherché.

Remarque. Le théoreme de Lob (qui n'est, en fait, qu'un autre énoncé du
deuxieme théoreme d’incomplétude de Godel) est assez paradoxal : il affirme
en effet que, pour démontrer un énoncé F dans ZF, par exemple, on peut
supposer qu'il existe une démonstration de F' a I'aide des axiomes de ZF.

Chapitres 10, 11, 12

26. Soit TH une théorie axiomatisée contenant ZF. Montrer que 1'énoncé
suivant ne peut étre prouvé dans ZF:

Si TH est non contradictoire, alors TH + «il existe un ensemble m qui
satisfait TH » est aussi non contradictoire.

En quoi le théoreme 10.1 differe-t-il de cet énoncé?
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Indications. Voir page 108; en effet, «il existe un ensemble / qui satisfait
TH» implique Cons(TH).

Dans le théoreme 10.1, la théorie 7 considérée n’est méme pas suppo-
sée axiomatisable, alors que cette hypothese est indispensable pour pouvoir
écrire 'énoncé Cons(7"). Méme en supposant que la théorie 7 est axio-
matisée, 'ensemble d’axiomes 7 n'implique pas Cons(7"), car il signifie
seulement que m satisfait toutes les formules de 7 qui correspondent a des
énoncés, c’est-a-dire qui sont standard.

27. i) Soit Uy un modele de ZF + AF 4+ AC. Montrer qu'il existe un univers
U, et un ordinal p de U, cofinal a w dans U, tels que:

e U satisfait les mémes énoncés clos que Uy ;

e V, convient a tout énoncé E(xy, ..., x,) (on dit alors que U est une
extension élémentaire de V). En particulier, V), satisfait les mémes énoncés
clos que U et Up.

ii) Montrer que p est alors un cardinal de U, et que p =X, dans U.

iii) Soient C € V, un ensemble ordonné, et G un C-générique sur V,,.
Montrer que G est C-générique sur U, et que U[G] est une extension élé-
mentaire de V,[G].

Indications. i) La preuve est analogue a celle du théoreme 10.1. Soit 7; la
«théorie de U, », c’est-a-dire 'ensemble (au sens intuitif) des énonceés clos
qui sont vrais dans Uy. Soit p un symbole de constante, et 7; 1'ensemble
(au sens intuitif) des énoncés suivants:

Vxr . VX [E(x, .. x0) < EVo(xy, ..., x0)]
pour tout énoncé E(xy, ..., x,) écrit avec les symboles € et =.

11 s’agit de trouver un modele de la théorie 7 + 77+ «p est un ordinal
cofinal a w». Or, si cette théorie était contradictoire, la contradiction serait
obtenue en utilisant un nombre fini d’axiomes de 77, soit ’J‘l’ , correspondant
aux énoncés E, ..., E. La théorie 7y + ’J‘l’-i- «p est un ordinal cofinal a
w» serait donc contradictoire. Or ceci est faux, car U, est un modele de
cette théorie, si on interprete p comme un ordinal de Uy, cofinal a w, tel
que V,, convienne aux énonceés Eji, ..., E;. Un tel ordinal est donné par le
théoreme 4.2 (on vérifiera que, dans la preuve de ce théoreme, I'ordinal que
I'on construit est cofinal a w).

ii) On voit facilement que les ordinaux (resp. cardinaux) de V,, sont les
ordinaux (resp. cardinaux) de U qui sont < p. Pour tout ordinal «, on a
donca < p =R, < p.Donc p =sup{Ry; a < p} =R,.

iii) Les parties denses de C qui sont dans U sont dans V,,, ce qui montre
que G est générique sur U.
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Soit ¢ l'application contractante de U sur U[G], pour la relation bi-
naire R bien fondée sur U, définie page 129. Comme V), est évidemment
R-transitif, I'application contractante pour R, de V,, sur V,[G], est ¢ [ V.

Soit alors E(¢a, ..., ¢a,) un énoncé clos a parametres ¢ay, . .., ¢pa, €
V,[G]. D’apres ce qu’'on vient de montrer, on peut SUpposer di, . . ., d, € Vp.
D’apres le lemme de vérité, si V,[G] vérifie E(¢ay, ..., ¢a,), alors il existe
p € G tel que V, vérifie I'énoncé p I+ E(ay, ..., a,). Donc U vérifie aussi
cet énoncé, et, par suite, U[G] vérifie E(¢ay, ..., ¢a,). Cela montre que
U[G] est une extension élémentaire de V,[G].

28. Soient M un modele transitif dénombrable de ZF+ AF, C un ensemble

ordonné de M, et G un C-générique sur M. Soit F' € M une application
d'un ensemble / € M dans I'ensemble des parties saturées de C, telle que
F(@)NG # @ pour tout i € 1. Montrer qu'il existe py € G tel que, quel que
soit i € I, F(i) est dense en dessous de py.

Indications. D'apres le lemme de vérité, il existe py € G tel que py 1=
VieD@p € Dp € F@) [ est I'objet de M défini page 130). Soient
q < po, et G’ un C-générique sur M tel que g € G'. D'apres le lemme de
vérité, puisque pp € G, ona (Vi € )(Ap € G')p € F(i). Si p € G' N F(i),
p est compatible avec g, et comme F (i) est saturée, ¢ a un minorant dans
F(@).

29. Soient M un modele transitif dénombrable de ZF + AF + AC, et C un
ensemble ordonné de M. On pose C' = {p € C; p est incompatible avec
tous les atomes de C}.

i) Montrer que C’ = ¢ si et seulement si tout C-générique sur M est
trivial. Dans la suite, on suppose C’ # (/.

Montrer que les C’-génériques sur .M correspondent canoniquement aux
C-génériques non triviaux.

ii) Montrer que tout élément de C’ a une infinité de minorants deux a
deux incompatibles.

iii) Soient p, ¢ € C' compatibles, et M » I'ensemble des minorants de p.
Montrer qu'il existe r < g et une antichaine maximale infinie X, de M,
telle que r € X,

iv) On désigne par €2 'ensemble des fonctions f : n — w pour n € w,
n=1(€ =/}, «) muni de la relation d'ordre f < g < f D g. Soit
C un ensemble ordonné dénombrable sans atome. Montrer qu'il existe une
partie dense de C qui est isomorphe a €2.
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v) Soient C un ensemble ordonné dénombrable de M, et G un C-
générique non trivial sur M. Montrer qu’il existe un €2-générique H sur
M tel que M[G] = M[H].

Indications. 1) Si A est 'ensemble des atomes, alors A U C’ est dense
dans C. Si C’ = (J, alors A est dense, donc tout générique rencontre A, donc
est trivial (théoreme 11.4).

Si G est C-générique et non trivial, alors G N A = (J (théoreme 11.4),
donc GNC' # P et G' = GNC' est C'-générique. De plus, si p € G, il existe
p € G' telque p = p': prendre py € GNC’, puis p’ € G, p' < p, pp. Atout
C-générique G non trivial est donc associé le C’'-générique G' = GNC’, et
inversement, G = {p € C; (3g € G')p = q} est C-générique non trivial si
G’ est C'-générique.

ii) On a C' N A = @, donc tout élément de C’ posséde deux minorants
incompatibles. Soit p € C’; on définit, par récurrence, deux suites p,, g, de
minorants de p: py, go sont deux minorants incompatibles de p; p,+1, gn+1
sont deux minorants incompatibles de ¢,. La suite cherchée est (p,)nce-

iii) Soit Y une antichaine infinie formée de minorants de p, obtenue
en appliquant (ii). D’'apres le théoreme de Zorn, il existe une antichaine
maximale Z O Y de M,. Il existe s € Z qui est compatible avec g. On
choisit r < s, g puis, en appliquant de nouveau le théoreme de Zorn, on
construit une antichaine maximale Z’' de M; telle que r € Z'. 1l suffit alors
de poser X, = (Z~{s})UZ.

iv) Soit {p1,..., pu,...} une énumération de C. On a Q = | J,»; @";
on définit une injection ¢, : «* — C par induction sur n, de fagcon que
@, = Im(¢,) soit une antichaine maximale de C, et qu'il existe g, < p,,
qn € ®,. En appliquant (iii), on construit tout d’abord une antichaine maxi-
male dénombrable X de C, et ¢1 < p1, 1 € X. Soit ¢ une bijection
quelconque de ' sur X.

Supposons définie ¢, ; comme ®,, = Im(¢,) est une antichaine maximale
de C, il existe c € ®, qui est compatible avec p,.;. Pour chaque p € ¢,
soit X, une antichaine maximale dénombrable de M,,. Lorsque p = ¢, on
suppose de plus que X, contient un minorant de p; 1 ; ces antichaines sont
construites a I'aide de (iii). On fixe également une bijection v, : @ — X),.

On définit alors la bijection ¢, 11 : /™! — Upea, Xp de la facon sui-
vante: si f € o1, soit p = ¢,(f ['n); on pose ¢,11(f) = Y, (f (). On
vérifie que ¢, a les propriétés voulues.

Comme (@"),>) est une partition de €2, on définit finalement la fonction
¢ cherchée comme | J,-, ¢. Alors ¢ est une injection de €2 dans C, qui
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conserve l'ordre, et son image est dense dans C, puisque Im(¢,) contient
un minorant de p;,.

v) En remplacant C par C’, on voit que 'on peut supposer que C est
sans atome. D’apres (iv), il existe, dans M, un isomorphisme ¢ : Q2 — D, D
étant une partie dense de C. D’apres le théoréme 11.3, on peut remplacer
C par D, donc supposer que ¢ est un isomorphisme de €2 sur C. On pose
alors H = ¢~1(G), et on a évidemment M[G] = M[H].

Remarque. Tous les ensembles ordonnés dénombrables donnent donc es-

sentiellement les mémes génériques non triviaux sur M, qui sont les «réels
de Cohen sur M ».

30. Soit M un modele transitif dénombrable de ZF + AF + AC.

i) Soient C un ensemble ordonné de M, et G une partie de C, qui est C-
générique sur M. Montrer que, dans M, il existe U C P(C) x C tel que, pour
toute partie X de C, X € M, onait: XNG =0 <& @peG)(X,p) €U.

ii) Soient maintenant C, U € M, quelconques, et G C C (on ne suppose
pas que C est ordonné, ni que G € M). On suppose que, pour toute partie
XdeC, XeMona: XNG=0 & @peG)(X,p) el.

On définit, dans M, une partie / de C x C, en posant:

(p,g) el & p#gqgetdX[(peXet(X,g €cU)ou(ge X et
(X, p) € U)].

On définit, dans M, un préordre < sur C, en posant:

p<q & (VreC)((g,r)el=(pr)el.

a) Montrer que 'on ne peut avoir p,q € G et (p,q) € 1.

b) Montrer que, si p € G, g € C, p < g alors g € G.

¢) Montrer que, quels que soient p,q € G, il existe r € G, r < p,q (on
considérera X ={s € C; (p,s) €l ou(q,s) € I}).

d) Montrer que G est C-générique sur M, C étant muni du préordre <.

Indications. i) Prendre U = {(X, p); p est incompatible avec tout élé-
ment de X}, et noter que X U {p € C; (X, p) € U} est prédense dans
C.

ii,b) Noter que, si g ¢ G, alors {g} NG = (. Donc il existe r € G tel que
({gq},r) € U; de plus, g # r puisque g ¢ G. On a donc (g,r) € I, donc
(p,r) € 1, puisque p < q. Cela contredit (ii,a).

ii,c) Comme p, g € G,ona XNG = d’apres (ii,a); il existe donc r € G
tel que (X,r) e U.Onmontre que r < p:siona (p,t) € [, alorst € X;
on a, de plus, r # ¢t (sinon p,t € G et (p,t) € I, ce qui contredit (ii,a)).
Commet € Xet(X,r) eU,ona(r,t)€l. Deméme, onar <gq.
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ii,d) Si X est dense dans C, et XN G =, il existe p € G, (X, p) € U.
Onprendg € X, g < p.Ona (p,q) €l etg < p,donc (q,q) € 1, ce qui
est une contradiction.

31. Soient M un modele transitif dénombrable de ZF + AF + AC, C un
ensemble ordonné de M, G un C-générique sur M, et N un modele transitif
de ZF 4 AC, tels que M C N C M[G]. Montrer qu'il existe, dans N, une
relation de préordre < sur C telle que G soit (C, <)-générique sur N.

Indications. On utilise 1'exercice 30(ii,d), et on cherche donc U € N tel
que, pour tout X € N, X CC,onait XNG=0 < @p e G)(X, p) e U.

Soient f € N une bijection d'un ordinal « sur $£* (C) (’ensemble des
parties de C qui sont dans V), et a € M tel que ¢p(a) = f, ¢ étant la
fonction contractante de M sur M[G]. Soit I" I'objet de M défini page 130,
telque p(I) =G.SiX e N, X CC,ona X = f(x) pour un o € «.
Si X NG = (J, dapres le lemme de vérité, il existe donc p € G tel que
pIFa(e) NT = . On pose alors:

U={X,p) e PY(C)xC; Quen)fl@=XetplalNT =0]}.

U est bien définie dans -V, et a la propriété voulue.

Chapitres 13, 14, 15

32. Soient M un modele transitif dénombrable de ZF+AF+AC, A, B € M,
A étant infini, B de cardinal = 2. On désigne par C(A, B) I'ensemble des
fonctions de domaine fini C A, a valeurs dans B, muni de 1’ordre inverse de
I'inclusion.

i) Soit A = A’UA” une partition de A en deux ensembles infinis. Montrer
que C(A’, B) x C(A”, B) est isomorphe a une partie dense de C(A, B). En
déduire que, si G est C(A, B)-générique sur M, M[G] n'est pas une exten-
sion générique minimale de M ; c’est-a-dire que 'ona M & M[G'] & M[G],
G’ étant C'-générique sur M pour un ensemble ordonné C’ convenable.

ii) Montrer que C(A, B x B’) est isomorphe a une partie dense de
C(A, B) x C(A, B'). En déduire que, si G x G" est C(A, B) x C(A, B')-
générique sur M, on a M[G][G'] = M[H], ou H est C(A, Bx B’)-générique
sur M.

Indications. i) C(A, B) est un ensemble ordonné sans atome: en effet,
si p € C(A, B), on choisit i € A ~ Dom(p) (ce qui est possible car A est
infini), et jo, i € B, jo # ji- Alors go = p U{(i, jo)} et g1 = p U{(, ju)}
sont deux minorants de p qui sont incompatibles.
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Si G est C(A, B)-générique sur M, on a M[G] = M[G'][G"], ou G’ est
C(A’, B)-générique sur M et G” est C(A”, B)-générique sur M[G']. Comme
C(A', B) et C(A”, B) sont sans atome, ona G’ ¢ M, et G’ ¢ M[G']. Donc
M E M[G'] & M[G].

ii) L'ensemble des couples (p, p') € C(A, B) x C(A, B’) qui sont tels
que Dom(p) = Dom(p’) est une partie dense de C(A, B) x C(A, B'), qui
est isomorphe & C(A, B x B’). On applique alors le théoreme 11.3.

33. Soient M un modele transitif dénombrable de ZF + AF, C, D deux en-
sembles ordonnés de M, et G x H un C x D-générique sur M. Montrer que
MIG]INM[H] = M.

Indications. On considere X € M[G] N M[H] de rang minimum tel que
X ¢ M.Onadonc X C M, dot1 X C A € M (par exemple A = V;* pour
a > 1g(X)). Les notions de forcing pour C, D sont notées respectivement
I~c et I-p. Les fonctions contractantes associées aux génériques G, H sont
notées respectivement ¢, ¢ . Soient ¢, d € M tels que ¢g(c) = pr(d) =
X. D’apres le lemme de vérité appliqué dans M[G] et M[H], on a pour tout
meA: ~

meX<&@peGplrcmecs FgeH)gl-pmedet

m¢X<s@BpeG)plbemé¢cs (Fge H)glFpméd.
On définit, dans M :

Ch={peC; prcmec};C, ={peC; pkcm¢c};

Di={geD;qrpmed}; D, ={geD; qpm¢d}
et on a donc, dans M[G x H]:

(¥m € AL(C,; x D) U (Cyy x D)) N (G x H) £,

D’apres l'exercice 28, appliqué au générique G x H, il existe (py, qo) €
G x H tel que, pour tout m € A, (C; x D) U(C,, x D,,) soit dense en
dessous de (po, go). Soit alors m € X; d’apres le lemme de vérité appliqué
a M[G], il existe p; € G, p1 < py, ;1 € C,}. Si g < qo, (p1,¢q) est minoré
dans (C} x D})U(C,, x D;,), mais non dans C,, x D,,, puisque p; n’est
pas minoré dans C,,. Donc ¢ a un minorant dans D;/, ce qui montre que
Dj} est dense en dessous de gy, autrement dit go IH5, m € d. 11 en résulte
que X ={meA;q lF,m € d}, ce qui montre que X € M.

34. Soient M un modele transitif dénombrable de ZF + AF + ACD, C l'en-
semble des parties infinies de @ qui sont dans M, ordonné par inclusion, et
G un C-générique sur M.

Si p,q € C, on pose, par définition, p < g < p ~¢q est une partie finie
de w.
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i) Montrer que, si p € G et p < g, alors g € G. Montrer que, pour tout
énoncé E, si p < q etq IFnon E alors p I+ non E.

ii) Soit (py)new une suite décroissante d’éléments de C. Montrer qu'il
existe p € C tel que p < p, pour tout n € .

iii) Soit (Dy)new une suite de parties denses de C. Montrer que {p € C;
(Vn € w)(3q € D,)p < g} est une partie dense saturée de C.

iv) Soit X une partie de w qui est dans M[G]. Montrer que X est, en fait,
dans le modele M.

v) Montrer que, dans M[G], G est un ultrafiltre non trivial sur w.

vi) Soit (pn)new une suite d’éléments de G qui est dans M[G]. Montrer
qu’il existe p € G tel que p < p, pour tout n € w.

Indications. i) Deux conditions sont incompatibles si, et seulement si leur
intersection est finie. Or, si ¢ ¢ G, il existe r € G incompatible avec g.

i) On définit une suite k, € w par récurrence: k, est le plus petit élé-
ment de py; k,+1 est le plus petit élément > &, de p,+;. On prend pour p
I'ensemble des k, pour n € w.

iii) Soit p € C; en appliquant ACD, on définit, par récurrence, une
suite décroissante p, d’éléments de C: on prend py € Dy, py < p; puis
P+l € Dyt1, Puy1 < pu- Dapres (i), il existe g € C, g < p, p, pour tout
n € w; p N g donne donc le résultat voulu.

iv) Soit a € M tel que ¢(a) = X, ¢ étant la fonction contractante de
M sur M[G]. On applique (iii), en prenant D, = {p € C; p I n e a
ou p IF* n ¢ a}. Il existe donc p € G, et, pour tout n € w, p, > p, tel
que p, F* n €aoup, F n ¢ a. Dapres (i), ona donc p IF* n € a ou
plFné¢apourtoutn €w, etilenrésulteque X ={n€w; p-neal
qui est dans M.

vi) On montre d’abord, par la méme preuve que pour le théoreme 15.9,
que toute fonction f : @ — M qui est dans M[G] est, en fait, dans M. La
suite (py)new €st donc dans M. On définit alors D, = {p € C; p < p, ou
p incompatible avec p,}, et on applique (iii).

35. Soit M un modele transitif dénombrable de ZF+ AF+ AC+ HGC. Pour
chaque n € w, on définit, dans M, 'ensemble C, des applications de do-
maine fini C w a valeurs dans ®,,, muni de 'ordre: p < ¢ < p D ¢g. On
pose C = (), <., Cn, et soit D I'ensemble des suites finies (po, ..., p,) pour
n € w, avec p; € C;. Onadonc D = [ J,.,(Cy x --- x Cp) et D est une
partie dense de C.

i) Soit G = (Gy)new un C-générique sur M. Montrer que, dans M[G],

Na"‘f (le cardinal X, du modele M) est dénombrable.
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ii) On pose X, = {0Gy; o est un automorphisme de C,, 0 € M}.
Montrer que tout élément de X, est C,-générique sur M.

iii) On pose X = {Xy, ..., Xy, ...}, et on désigne par N le sous-modele
HDP de M[G], ou P(x) est la collection définie dans M[G] par 1'énoncé
«Mx oux = X ou (3n € w)x = G, ». Montrer que X et chaque X,, sont
dans V.

iv) On pose I, = {(p,q); p € C,, g € C, g(n) est défini et < p}.
Montrer que ¢(I'y) = G, ¢ étant la fonction contractante de M sur M[G].

v) Soit (07);e Une suite, o; étant un automorphisme de C;. A une telle
suite est associé, de facon évidente, un automorphisme de C, noté <o; >;c,.
Soit Gr(C) le groupe des automorphismes de C qui sont de cette forme.

Onpose A, ={I7,p); peC,oeCG(O)},etA={(A,p); i €,
p € C}. Montrer que ¢ (A,) = X, et p(A) = X.

vi) On introduit un nouveau symbole de relation binaire S en posant,
pour pe C:pl-Sxy = (Fi <n)p - (x =i et y=1I}). Linterprétation
de S dans M[G] est donc la relation fonctionnelle i — G; de domaine n+1.

Soit E(A, S) un énoncé clos, dont les parametres sont A et des éléments
de M, comportant_le symbole S. Montrer que, si p € C, p - E (A, S), alors
phm+1) I E(A,S).

vii) Montrer que, sia € N et a C M, alors il existe n € w tel que
a € M[Gy x -+ x Gyl

viii) Montrer que X n’est pas dénombrable dans ., et que:

j,.(w)w — U J)(w)M[Gox~~~xG,L].
new
ix) Montrer que N satisfait ZF+AF et les deux énoncés suivants: «le pre-
mier ordinal non dénombrable est réunion d'une suite croissante d’ ordinaux
dénombrables» et « P (w) est réunion d'une suite croissante d’ensembles
dénombrables ».

Indications. i) Pour chaque n € o, U G, est une surjection de w sur N;;“ ,
qui est donc dénombrable dans M[G]. Comme XM = | J,., RN, et que
M[G] satisfait AC, on voit que Nz’;‘ est dénombrable dans M[G].

iii) 11 est clair que G, € , donc aussi 0 G,, pour tout automorphisme o
de G, qui est dans M. Par ailleurs, X, est défini par un énoncé qui a pour
parametres C et G, ; comme tous ses éléments sont dans N, ona X, € N.
Enfin, tous les éléments de X sont dans ./, donc X € N, puisque X est
défini par I'énoncé x = X.

iv) Si p € Gy, il existe ¢ € G tel que g(n) = p. Alors (p,q) € Ty,
donc ¢(p) € ¢(I'y), soit p € ¢p(I,). Inversement, si ¢(a) € ¢(I',), on peut
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supposer que (a, q) € Iy, avec ¢ € G. Par définition de I',, onaa = p et
g(n) = p. Donc ¢(a) = p = q(n), et p(a) € G,

V) Soit 0 = <0;>icpy € Gr(C); onal'? = {(p,0q); (p.q) € I} =
{(P,q); q(n) est défini et < o, p}. Il en résulte facilement que $p(I'7) =
0,7 1G,. Par suite, ¢(A,) = {¢p(I'9); o € Gr(C)} = {0, ' G, ; 0, automor-
phisme de C,} = X,,. On a alors ¢(A) = {¢p(A,); n € v} = X.

vi) On raisonne par I'absurde, en supposant que p I+ E(A, S) et qu'il
existeq < p[(n+1), g - non E(+A, S). On définit o € Gr(C) en posant
o; =lidentité sur C; pouri < n. Pouri > n, on prend un automorphisme o;
de C; tel que o; (p(i)) soit compatible avec g(i) quand p(i) et g (i) sont tous
deux définis; sinon o; est arbitraire. On voit aisément que o p est compatible
avec g. On a A° = A (C'est vrai pour tout o € Gr(C)) et le symbole S est
invariant par o (parce que o; est l'identité pour i < n). On a donc (voir
page 157): op |- E(A, S). On a ainsi une contradiction, puisque op et ¢
sont compatibles.

vii) a est défini dans M[G] par un énoncé ayant comme parametres X, la
suite s = (Gy, ..., G,), et des éléments de M. Pour x, € M, on a donc dans
M[G]: xp €a & E(xg, X, S). D'apres le lemme de vérité, ceci équivaut a:
Ap € G)p I+ E(xo, A, S), ou encore, d’apres (vi) a: @p e G)p[(n+1) I+
E(x(),a‘i,, S).Nenrésulte quea = {xo € M; @Ap € Gy x--- xGy) p I+
E(xp, A, S)}, ce qui montre que a € M[Gy X - - - X Gy].

viii) S'il existe une bijection f : v — N;ﬁl, f € N, alors, d’'apres (vii), on
afeMGyx--xGylOrGyx---xXGyestCy X - x Cy-générique
sur M et ’ensemble de conditions Cy X - - - X C,, est de cardinal KX,, dans M,
donc satisfait la condition d’antichaine < ®,;. D’'apres le théoréme 15.3,
XM est un cardinal dans M[Gy x - -- x G,], ce qui contredit le fait que f
est dans ce modele.

Soit a C w, a € N; d'apres (vii), ona a € M[Gy X --- X G,], donc
ac cr/)(a))gM[Gox~~xGn].

ix) Pour chaque n € w, U G, est une surjection de w sur N;;“, qui est
donc dénombrable dans V. Par suite, Na"f est, dans -V, le premier ordinal
non dénombrable. Comme X, = Unew R,, on voit que, dans N, ¥, est
réunion d'une suite croissante d’ordinaux dénombrables.

Comme M satisfait HGC, 'ensemble des antichaines de C x --- x C,
est de cardinal < 8,1 ;. D’apres le théoreme 12.3, dans M[Gy X - - - X G], il
existe donc une surjection de Nﬁl sur P (w)MGox*Gnl Comme N;ﬁl est
dénombrable dans ., on voit que P (w)MGo>*xGnl est dénombrable dans
N. Dongc, dans N, #(w) est réunion d'une suite d’ensembles dénombrables.
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36. Soient M un modele transitif dénombrable de ZF 4+ AF + AC, o un
ordinal, D un ensemble ordonné de .M, sans atome, de cardinal < &, dans
M, et H un D-générique sur M, tel que R soit dénombrable dans M[H].

i) Montrer que, si r est Cy-générique sur M[H], on a M[H][r] = M[G],
ou G est Cy-générique sur M (la notation C, est définie a I'exercice 38).

ii) Soit & un modele transitif de ZF + AC, tel que M C N C M[H].
Montrer que, si r est Cy-générique sur M[H], on a M[H][r] = N[G] ou G
est C(w, XM)-générique sur V.

Indications. i) Comme Nﬁ‘ est dénombrable dans M[H], les ensembles
ordonnés Cy et Cy (définis dans M) sont isomorphes dans M[H]. Par suite,
ona M[H][r] = M[H][G'], G’ étant C,-générique sur M[H]. Donc G’ x H
est Cy x D-générique sur M, et H est donc D-générique sur M[G’]. Or
D est de cardinal < R, dans M, donc dénombrable dans M[G']. D’apres
I'exercice 29(v), il existe un Cy-générique Gy sur M[G'] tel que M[G'][H] =
M[G'][Gy]. Or G’ x G est Cy, x Cy générique sur M, et C, est isomorphe,
dans M a une partie dense de C,, x Cp, d’'apres I'exercice 32(ii) (en effet,
Cy = C(w, R,), et R, est équipotent a R, X RXy). D’apres le théoreme 11.3,
il existe donc un C,-générique G sur M tel que M[G'][Gy] = M[G].

ii) On applique le résultat de (i) au modele N et au cardinal de Nﬁl
dans V. En effet, d’apres 1'exercice 31, H est D’'-générique sur N, ol D/
est 'ensemble D muni d’'un préordre convenable. Donc D' est de cardinal

< @ dans N, et R} est, par hypothese, dénombrable dans N[H] = M[H].
D’apres (i), on a donc M[H][r] = N[H][r] = N[G] ou G est un C(w, Nﬁ‘ -
générique sur N.

37. Soient M un modele transitif dénombrable de ZF + AF + AC, G un C-
générique sur M, D un ensemble ordonné de M[G] et H un D-générique
sur M[G]. On se propose de montrer que M[G][H] est une extension gé-
nérique de M.

Dans tout cet exercice, I- désigne le forcing pour I'ensemble de conditions C.

i) Montrer qu'on peut supposer que I'ensemble de base de D est un
cardinal de M. Soient R € M[G] la relation d’ordre de D, et r € M tel que
¢(r) = R (¢ est la fonction contractante de M sur M[G]). Montrer qu'il
existe pyp € G tel que py I+ «7 est une relation d’ordre ».

ii) Sur C x D, on définit, dans M, une relation binaire < en posant
(p,q) <(P,q) & p<petpl(q,4q) €r. Montrer que < est une
relation de préordre sur Cy x D, ou Cy = {p € C; p < po}. Soit S cet
ensemble préordonné.

iii) Montrer que G x H est S-générique sur M.
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Indications. iii) Soient A € M une partie dense saturée de Cy x D,
et A ={(q,p); (p,q) € A}. Alors A’ est dense dans D: en effet, si
qgeDetpeg,ilexiste (p,q) € A, (p,q) < (p,q), donc p’ < p et
P IF(G,q) er.Donc{p € C; ¢ (p',q) e Aetp I-(q,q) €r}est
dense en dessous de p. 1l existe donc p’ € G, p' < petq € D tels que
(P,q)eAetp I-(q',q) €r.Onadonc (¢, q) € R d’apres le lemme de
vérité. Or (¢', p') € A et p' € G, donc ¢’ € pA.

1l en résulte que H N ¢pA’ # (; il existe donc ¢’ € H et p' € G tels que
@, p) e, donc (p,q") € A. On en déduit que (G x H) N A # (.

Chapitres 16, 17

38. Pour chaque ordinal «, on désigne par C,, 'ensemble des fonctions de
domaine fini C w, a valeurs dans X, muni de la relation d’'ordre f < g <
f D g (Cest 'ensemble C(w, R,) avec les notations de I'exercice 32).

Soit C un ensemble ordonné sans atome, de cardinal < ¥,. Montrer que
B(C) est isomorphe a une sous-algebre de Boole complete de B(Cy,).

Indications. On applique le théoreme 16.17, dont la premiere hypothese
est trivialement satisfaite. Pour vérifier la seconde hypothese, on remarque
d’abord que C, = C(w, RX,) est isomorphe a C(w, R, X Ry); d’apres |'exer-
cice 32, il est donc isomorphe a une partie dense de C, x Cy. D’apres le
théoréme 11.3, on peut donc remplacer C, par C, x Cy.

Soient donc H x H' un C, x Cy-générique sur M, et p € C. On montre
qu’il existe, dans M[H x H'] un C-générique G sur M tel que p € G.

Dans M[H], Nﬁ‘ est un ordinal dénombrable, donc C est un ensemble
ordonné dénombrable sans atome. D’apres I'exercice 29(iv), il existe une
partie dense D € M[H] de C, et un isomorphisme / : D — €, h € M[H].
Soit g € D, g < p. 2 est une partie dense de Cp, et Cy est un ensemble
ordonné homogene. Comme H' est Cy-générique sur M[H], il existe donc,
dans M[H][H’], un Cy-générique H” sur M| H] tel que h(q) € H”. Par suite,
h='(H") est un D-générique sur M[H] qui a comme élément g. D'apres le
théoréme 11.3, 'ensemble G = {r € C; (3s € h"'(H"))(r = s)} est C-
générique sur M[H], donc, a fortiori, sur M, et p € G.

39. Soit C une algebre de Boole complete. Si ¢ € C et XX C C, on pose
Xic = {xc; x € C}. Cc est donc 'ensemble des minorants de c.

i) Montrer que, si ¢ # 0, alors I'ensemble ordonné Cc est une algebre de
Boole complete; et que I'application A, : € — Cc définie par h.(x) = xc
est un homomorphisme surjectif d’algebres de Boole completes.
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ii) Montrer inversement que, si 27 : ¢ — B est un homomorphisme
surjectif d’algebres de Boole completes, alors il existe c € € ~ {0}, etc € C
telsque h = joh,, ou j : Cc — B est un isomorphisme d’algebres de Boole
completes.

iii) Dans la suite de I'exercice, 8 est une sous-algebre complete de C.
Pour chaque c € C, on pose ¢ =inf{b € B; b = c}.

Montrer que ¢ = 1 < ¢ est compatible avec tout élément de B ~ {0}.
Montrer que, si b € B et ¢ € C, alors bc = bc.

iv) Soit /2 : € — B un homomorphisme d’algebres de Boole completes.
On dit que / est une rétraction de C sur B, si h(x) = x pour tout x € B.
Montrer que les rétractions de C sur 8B correspondent biunivoquement aux
ceC~{0}telsque Cc =Bcetc=1.

v) Soit b € B ~ {0}; montrer que les rétractions de Cb sur Bb corres-
pondent biunivoquement aux ¢ € C ~ {0} tels que Cc = Bc et ¢ = b.

vi) La sous-algebre complete &8 de C sera dite riche, si {c € C~{0}; Cc =
Bc} est prédense dans C~{0}. Montrer que, dans ce cas, {c € C; Cc = Bc}
contient une antichaine maximale de C ~ {0}.

vii) Montrer que, pour que & soit une sous-algebre riche de C, il faut et
il suffit que, pour chaque ¢y € C ~ {0}, il existe une rétraction / de C sur B
telle que h(cy) # 0.

Indications. ii) Prendre ¢ = inf{x € C; h(x) = 1}. On a h(c) = 1, donc
¢ # 0. De plus, h(x) = h(xc) = johe(x) ou j = h[ Cc. Donc j est un
homomorphisme surjectif de Cc sur 8. Mais j est injectif, car si x < c et
j(x) =0,0nah(x) =0, donc h(c +x) =1, donc ¢ + x = ¢ par définition
dec, doux =0.

iii) Preuve de b¢ = bc: on a b¢c = bc et be € B, donc be = be. En
remplacant b par 1+b, on obtient (1+b)¢ = (1 + b)c. Mais bcU (1 + b)c >
bcU(1+b)c = ¢, donc bc U (1+b)c =¢ = becU (1+b)c. 1l en résulte que
bc =bc et (1+b)c =(1+b)e.

iv) Si & est une rétraction, on voit, en appliquant (ii), que i(x) = j(xc)
pour tout x € C.Six € B, onadonc j(xc) =x;doux € B~{0} = xc #0,
et on a donc ¢ = 1. Par ailleurs, puisque j est une bijection de Cc sur B, et
que j(xc) = x pour tout x € $B, on voit que tout élément de Cc est de la
forme xc, pour un unique x € B.

Inversement, si Cc = Bc et ¢ = 1, on en déduit que tout élément de
Cc est de la forme xc, pour un unique x € B, ce qui définit une bijection
j 1 Cc — B. On définit alors la rétraction 4 en posant h(x) = j(xc) pour
tout x € C.
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v) 1 suffit d’appliquer (iv) aux algebres de Boole completes Cb et Bb.

vi) {c € C~{0}; Cc = Bc} est évidemment saturé dans C ~ {0}. 1
est donc dense saturé, et, par suite, il contient une antichaine maximale
(lemme 11.1).

vii) La condition est suffisante: soient ¢y € €~ {0}, et & une rétraction de
C sur B telle que h(cy) # 0. D’'apres (iv), il existe ¢ € C tel que Cc = Bc,
et h(x) = h(xc) pour tout x € C. On a donc h(ccy) = h(cy) # 0, et ¢ est
donc compatible avec cy.

La condition est nécessaire: I'ensemble U = {¢; ¢ € C~{0}, Cc = Bc}
est dense saturé dans B ~ {0} : en effet, si b € B, b <T, on a b = bc = bc,
ce qui montre que U est saturé. Par ailleurs, si ¢; € C ~ {0}, il existe, par
hypothese, ¢ € C ~ {0}, compatible avec c;, et tel que Cc = Bc. Alors ¢ = ¢
est compatible avec ¢, ce qui montre que U est prédense.

Soit alors ¢y € C ~{0}, et d € C ~ {0}, d < ¢y, tel que Cd = Bd (i
en existe par hypothese). D’apres le lemme 11.1, U contient une antichaine
maximale qui ad pour élément, et il existe donc V C C~{0}, avecd € V, tel
que {c; c € V} soit une antichaine maximale de B ~ {0}, et Cc = Bc pour
tout ¢ € V. On pose v = sup V dans C, et on vérifie que Cv = Bv:six < v,
onax =sup{xc; ¢ € V}. Or xc € Cc = Bc, et il existe donc b, € B tel
que xc = b.c. On peut, bien entendu, supposer b, <, et les b, sont donc
deux a deux disjoints dans 4. Par suite, si 'on pose b = sup{b.; c € V}, on
ax =bv.

Par ailleurs, on a v = sup{c; c € V} =1 puisque {¢; c € V} est une
antichaine maximale.

D’apres (iv), il existe donc une rétraction z de C sur B, telle que /i (x) # 0
pour tout x < v, x # 0.Onadonc h(d) # 0, d'ol1h(cy) # 0, puisque d < ¢.

40. i) Soient C une algebre de Boole complete de M (modele transitif dé-
nombrable de ZF + AF 4 AQ et 8B une sous-algebre complete de C. Montrer
que, pour que JB soit une sous-algebre riche de C (voir I'exercice 39), il faut
et il suffit que, pour tout ultrafiltre M-complet & sur C, on ait & € M[ENB].

ii) Une algebre de Boole complete C sans atome est dite minimale, si
toute sous-algebre complete sans atome est riche.

Soient C € M un ensemble de conditions sans atome, et C = B(C) son
algebre de Boole complete. Montrer que, pour que C soit minimale, il faut
et il suffit que, pour tout C-générique G sur M, et tout X € M[G], X C M,
on ait ou bien X € M, ou bien M[X] = M[G].

Indications. i) La condition est nécessaire :
Soit & un ultrafiltre M-complet sur C; il existe ¢y € & tel que Ccy = By,
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puisque {c € C ~ {0}; Cc = Bc} est dense dans C ~ {0}. On a alors
&={xeC; xcy € &N B}, ce qui montre que & € M[E N B].

La condition est suffisante:

Toutes les valeurs booléennes d’énoncés qui apparaissent dans cette dé-
monstration, seront calculées dans I'algebre de Boole complete B.

Soient ¢y € C~{0}, et & un ultrafiltre M-complet sur C tel quecy € &. On
pose D = ENB. Soient ¢ la fonction contractante associée au générique D,
et A 'objet de M, défini page 210, tel que ¢p(A) = D. Puisque & € M[D],
il existe £ € M tel que ¢E = &. L'énoncé:

«cy € pE et ¢ E est un ultrafiltre M-complet sur C et 9E N B = D»
est vrai dans M[D]. Donc, si on pose:

b =||cy € E et E est un ultrafiltre M-complet sur C et ENB = A||
onab € D (lemme 16.6).

On définit & : Ch — Bb en posant h(®) = |0 € E|| N b pour tout
6 € Cb. On vérifie que & est une rétraction: si 6 € Bb, ona ||f € E||Nb =
10 € Al Nb puisque |[ENB = Al = b, et |0 € B|| = 1(emme 16.7). Or
|0 € Al =6 dapres le théoreme 16.9, puisque # € B. 1l en résulte que
h(0) = 6b = 6. En particulier, h(b) = b, et donc ||b € E|| > b.

Soit 0 € Ch; onadonc |[b+0) € E <0 ¢E|=>b douh(b+0) =
b+h@).

Soient (6;);c; une famille d’éléments de Cb qui est dans M, et 6 =
sup;c; 0. On a || sup;c; 6; € E & @i € (6 € E)|| = b, puisque || E est un
ultrafiltre M-complet sur C|| = b. Or ||(3i € I)(6; € E)|| = sup;¢;7 16; € E|
(théoreme 16.8). 1l en résulte que A(sup;; 6;) = sup;c; h(6;).

Puisque % est une rétraction de Cb sur Bb, d’apres I'exercice 39(v), il
existe ¢ € B~ 0, tel que Cc = Bc et h(x) = h(xc) pour tout x € Cb.
En prenant x = bcy, on en déduit h(bcy) = h(bcyc). Or on a h(bcy) =
lbco € E||Nb = b, puisque ||co € E|| = b. Donc coc # 0. On a ainsi montré
que {c € C~0; Cc = Bc} est dense dans C ~ 0.

ii) La condition est nécessaire: soit X C M, X € M[G], X ¢ M. D’'apres
le théoréme 16.13 (et sa démonstration), il existe une sous-algebre complete
B de C, et un ultrafiltre M-complet D sur B, tels que M[X] = M[D]. Donc
D n’est pas trivial, et il existe donc b, € D tel qu'aucun atome de B ne soit
< by.Soientby € D, B ={ceC; chy € B}, et D' ={be B'; bby € D}.
Alors 8’ est une sous-algebre complete de C, sans atome, £’ est un ultrafiltre
M-complet sur B, et M[D] = M[D'].

Par hypothese, 8B’ est une sous-algebre riche de C. D’apres (i), on a donc
& € M[D'], & étant I'ultrafiltre M-complet sur C associé au générique G.
On a donc M[G] = M[E] = M[D'] = M[X].
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La condition est suffisante: soit 88 une sous-algebre complete de C, sans
atome. On montre que B est riche en appliquant (i). Soit & un ultrafiltre M-
complet sur C. Alors D = & NB est un ultrafiltre M-complet sur B. Comme
B est sans atome, on a D ¢ M, et donc & € M[D], d’apres 'hypothese.

Remarque. L'algebre de Boole complete de I'ensemble de conditions C défini
page 220 est donc minimale.

41. Soient M un modele transitif de ZF + V=L, et k un cardinal infini de
M, de cofinalité > N; (par exemple k = R;). On pose C = C; X ®" Gy (a
notation C, est définie a I'exercice 38).

i) Montrer que C satisfait la condition d’antichaine < R;.

i) Soit G un C-générique sur M. Montrer que, dans M[G], toute partie
de {0, 1} qui est définissable en termes d’éléments de M, est mesurable-
Lebesgue.

Indications. i) Posons D = ®" Cy; alors D satisfait la condition d’anti-
chaine dénombrable (preuve identique a celle du lemme 14.13). Soit A une
antichaine de C = C; x D; pour chaque p € C;, 'ensemble A, = {q € D;
(p,q) € A} est une antichaine de D, donc est dénombrable. Comme A =
Upec, (P} X Ap, on voit que A < ;.

ii) On écrit G = Gy X Q) Ta» O Gy (vesp. 1) est C; (resp. Cp)-
générique sur M. Soit g € M[G] un réel aléatoire sur M. D’apres (i) et
le lemme 15.2, cof(k) > w dans M[G1]. D’apres le lemme 14.9 appliqué a
M[G1], il existe donc o < « tel que g € M[G1][(r8)g<al-

Par ailleurs, d’apres le théoreme 17.14, I'ensemble des réels aléatoires
sur M est, dans M[G], un borélien de mesure 1. On peut alors refaire les
démonstrations du lemme 17.16 (en plus simple), et du théoreme 17.17.

Remarque. 1l en résulte que, si ZF est consistante, alors ZF+AF+AC+ « toute
partie de {0, 1}* qui est définissable en termes d ordinaux est mesurable au
sens de Lebesgue» I'est aussi.

42. Soient U un modele de ZF + AF, et M la collection HDO de U.

i) Soit €2 un objet de U qui est définissable en termes d’ordinaux, et
@(£2) l'algebre de Boole des parties de €2 qui sont définissables en termes
d’ordinaux. Montrer qu'il existe une algebre de Boole complete B de M et
un isomorphisme d’algebres de Boole f : Q(£2) — B, qui est définissable
en termes d’ordinaux.

ii) Soient § un ordinal, et a une partie quelconque de §. Montrer qu'il
existe un ensemble ordonné C de M , et un C-générique G sur M tel que
a € M[G].
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iii) On suppose maintenant que U satisfait AC. Soit A un objet quel-
conque de U. Montrer qu'il existe un ensemble ordonné C de M , et un
C-générique G sur M tel que A € M[G].

Indications. i) Soit B = D(x) la relation fonctionnelle injective, de do-
maine DO, a valeurs dans On, définie page 70 au moyen d'un énoncé sans
parametre. Soit & I'image de @(€2) par cette relation fonctionnelle, munie
de la relation d’ordre S qui est I'image de la relation d'inclusion sur @(£2).
11 est clair que B et S sont définissables en termes d’ordinaux (on vient d’en
donner une définition). Comme leurs éléments sont respectivement des ordi-
naux et des couples d’ordinaux, on voit que (8B, S) est une algebre de Boole
qui est dans HDO. L'isomorphisme f = D[ Q(£2) de Q(£2) sur B est défini
en termes d’ordinaux.

Or B est une algebre de Boole complete dans M : en effet, si X5 C 8B est
dans HDO, alors Y = f~1(X) est une partie de Q(2) qui est dans DO, et
donc | JY € @(£2). On a donc f(|_J¥) = sup X dans B.

ii) On applique (i) avec 2 = #(§). On définit un ultrafiltre & sur ’algebre
de Boole Q(€2) en posant ¥ € § < a € Y pour tout ¥ € @(€2). Soit D
I'ultrafiltre sur &8, qui est I'image de & par f. Alors D est un ultrafiltre M-
complet sur B: en effet, si X € M, X C D, alors Y = f~1(X) C &, donc
a € (¥ etdoncinf X = f(MY) € D.

Pour chaque o € §, soit ¥, = {y € Q; o € y}. Alors ¥,, est définissable en
termes d’ordinaux, donc Y, € @(2), et f(Yy) € B.OnaY, € &§ & a €q,
donc o € a & f(Yy) € D quel que soit o < 4. 1l en résulte que a € M[D].

iii) En remplacant A par sa cléture transitive, on peut supposer que A est
transitif. Soient i une bijection de A sur un ordinal «, et a C k¥ x x I'image
par i de la relation binaire € sur A. D’apres (ii), on a a € M[G] pour un
certain générique G sur M. Or a est, dans M[G], une relation binaire bien
fondée sur «, donc I'application contractante associée (théoreme 11.6), qui
est i1, est aussi dans M[G]. Par suite A = Im(i~!) est dans M[G].

Remarque. On voit que, si un univers U satisfait AC, tout objet de U
fait partie d'une extension générique de 1'univers HDO.
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