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Introduction

La théorie des ensembles, issue des travaux de Georg Cantor au siècle der-
nier, est progressivement devenue le cadre axiomatique général dans lequel
s’écrivent les mathématiques. Il y a beaucoup de systèmes d’axiomes pos-
sibles pour la théorie des ensembles, mais le consensus s’est finalement réa-
lisé sur l’un des plus puissants: la théorie de Zermelo-Frænkel. Ce n’est pas,
il s’en faut de beaucoup, que la formalisation des mathématiques nécessite
toute la force de cette théorie, mais bien plutôt à cause de l’intérêt mathéma-
tique qu’elle présente par elle-même, de sa propre beauté interne. Le présent
ouvrage, du moins on l’espère, la fera découvrir au lecteur, dans un parcours
à travers ces étranges et incroyables objets mathématiques que sont les mo-
dèles de la théorie des ensembles, dus essentiellement à l’invention de deux
grands logiciens: Kurt Gödel et Paul Cohen.

Bertrand Russell a défini les mathématiques comme la science où l’on
ne sait pas de quoi l’on parle, ni si ce que l’on dit est vrai. C’est très bien
observé, et particulièrement dans le domaine qui nous occupe ici : à cause du
théorème d’incomplétude de Gödel, il faut, en effet, abandonner tout espoir
de montrer que la théorie des ensembles ne comporte pas de contradiction.
On ne sait donc pas si un modèle de la théorie de Zermelo-Frænkel existe,
ce qui constitue la première étrangeté d’un tel objet, et pas la moindre. Tout
ce que l’on peut obtenir, dans cette direction, c’est la non-contradiction
relative : si l’on admet qu’une certaine théorie (celle de Zermelo-Frænkel, par
exemple) est consistante, c’est-à-dire non-contradictoire, alors elle le reste
quand on ajoute certains axiomes supplémentaires (par exemple l’axiome
du choix). On le montre en supposant l’existence d’un modèle de la théorie
en question, que l’on transforme en un modèle des axiomes étudiés.

Ce livre expose les résultats classiques de non-contradiction relative en
théorie des ensembles, que l’on obtient par les méthodes dites du «modèle
intérieur» (première partie), et du «forcing» (seconde partie). Les axiomes de
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2 Introduction

Zermelo-Frænkel sont introduits dans les chapitres 1 et 2, qui développent les
éléments indispensables pour toute démonstration de consistance relative -
un des points essentiels étant la technique de définition par induction sur les
ordinaux. Plusieurs exemples de modèles intérieurs sont ensuite construits
dans les chapitres suivants. Le dernier, et le plus important, est, au chapitre 8,
celui des ensembles constructibles, qui donne le théorème de Gödel sur la
non-contradiction de l’axiome du choix et de l’hypothèse du continu [8]1.

Les chapitres 12 et suivants, dans la seconde partie, exposent les résul-
tats de Cohen sur l’indépendance de ces axiomes [2], et quelques-unes des
applications de sa méthode du «forcing», ainsi que le rapport avec la théorie
des algèbres de Boole complètes. En particulier, au chapitre 17, on montre
un résultat fort connu de Robert Solovay sur la non-contradiction relative de
l’axiome: « Toute partie de R est mesurable au sens de Lebesgue».

En théorie des ensembles, on fait constamment référence au deuxième
théorème d’incomplétude de Gödel, car il permet de mesurer la «force re-
lative» d’une théorie par rapport à une autre (on parlera, par exemple, de
«théories équiconsistantes»). Mais ce théorème lui-même peut être consi-
déré comme un résultat de consistance relative, et une preuve «sémantique»
en est donnée au chapitre 9.

Le présent ouvrage constitue aussi une introduction aux considérables
développements qu’a connus la théorie des ensembles à la suite des tra-
vaux de Gödel et de Cohen, et qui ne sont pas abordés ici : on peut citer
les innombrables résultats de consistance relative obtenus par la méthode
du «forcing», mais aussi la théorie des grands cardinaux, l’axiome de déter-
mination, particulièrement le remarquable résultat de Donald Martin sur la
détermination des jeux boréliens [21], la théorie descriptive des ensembles,
la théorie de Ronald Jensen de la structure fine de L, . . .

Plusieurs cours de troisième cycle, que j’ai donnés à l’Université Paris 7,
ont servi de base à la rédaction de ce livre (la première partie reprend es-
sentiellement le contenu de la Théorie axiomatique des ensembles [16], parue
en 1969, puis en 1972, aux Presses Universitaires de France). Le niveau requis
est donc, à peu près, celui du deuxième cycle universitaire de mathématiques,
mais il n’est supposé aucune connaissance mathématique spécifique, mis à
part le dernier chapitre, qui utilise des rudiments de théorie de la mesure.
Toutefois, on suppose que le lecteur possède une certaine pratique de la
théorie naïve des ensembles et de la méthode axiomatique.

Les connaissances logiques requises ne sont pas d’un niveau plus élevé,

1Les chiffres entre crochets renvoient à la bibliographie, page 261.



Introduction 3

mais sont malheureusement beaucoup moins répandues (en France) : il s’agit
de notions élémentaires sur le calcul des prédicats du premier ordre (forme
prénexe, modèles d’un système d’axiomes du premier ordre, etc.). Elles sont
utilisées à partir du chapitre 4; toutes les démonstrations sont faites (sauf
pour la réduction d’un énoncé à la forme prénexe), mais sans doute trop
rapidement pour un lecteur qui n’en aurait jamais entendu parler.

Quelques notions supplémentaires de théorie des modèles, qui ne servent
pas explicitement dans le texte, aideraient néanmoins beaucoup à la com-
préhension: par exemple, il est facile de saisir la distinction entre les entiers
intuitifs et les entiers d’un univers, ou entre ce qu’on appelle dans ce livre
les énoncés et les formules, si l’on connaît l’existence des modèles non stan-
dard de l’arithmétique de Peano. De même, la remarque page 48 va de soi,
pour ainsi dire, lorsqu’on connaît le théorème de complétude du calcul des
prédicats.

Ces notions de logique sont indispensables pour la lecture du chapitre 9
(le théorème d’incomplétude de Gödel), ainsi que pour certains exercices.
On les trouvera, par exemple, dans [3] (tome 1), [15] (chapitres 1, 2, 3), [22]
(chapitres 1, 2, 3), [25] ou [28].

Le point de vue adopté dans ce livre pourra paraître étrange à ceux qui
considèrent que la théorie axiomatique des ensembles doit être placée au dé-
but des mathématiques (ce qui est peut-être vrai pour la théorie naïve). En
effet, on ne demande pas au lecteur d’oublier un seul instant ce qu’il sait déjà
en mathématiques; au contraire, on s’appuie essentiellement sur l’habitude,
qu’il a acquise, de manier des théories axiomatiques, pour lui en présen-
ter une nouvelle : la théorie des relations binaires qui satisfont les axiomes
de Zermelo-Frænkel. Ensuite, et peu à peu, apparaît le trait qui la distingue
parmi toutes les théories axiomatiques: les notions que l’on est amené natu-
rellement à introduire pour étudier les modèles de cette théorie sont exacte-
ment parallèles aux notions fondamentales des mathématiques (entiers na-
turels, ensembles finis ou dénombrables, fonctions, etc.) ; et comme le vo-
cabulaire mathématique ne possède pas deux noms différents pour chaque
notion, on est contraint d’utiliser dans le modèle les mots courants du lan-
gage mathématique, évidemment dans un sens tout différent de leur sens
habituel. L’exemple classique de ce phénomène est connu sous le nom de
paradoxe de Skolem, et consiste en ceci : d’après le théorème de Löwenheim-
Skolem, si la théorie des ensembles est consistante, elle possède un modèle
dénombrable. Comment est-ce possible, puisqu’en théorie des ensembles,
on peut définir des ensembles non dénombrables, comme R par exemple?
Ce « paradoxe» provient, bien sûr, de ce que le mot «dénombrable» change



4 Introduction

de sens quand on l’interprète dans un modèle de la théorie des ensembles.

On s’aperçoit, en fin de compte, que même le sens habituel de tous ces
mots mathématiques courants n’est pas aussi clair qu’il y paraît de prime
abord, et on peut chercher à le mieux comprendre à l’aide des nouveaux
outils que nous a fournis l’étude de la théorie des ensembles (si l’on se posait
ce problème en premier, on serait tenté, par manque d’outils, de l’escamoter
en disant qu’en mathématiques, on ne fait que manipuler des symboles vides
de sens).

Il reste à déterminer ce qu’apporte exactement la théorie des ensembles,
et plus généralement la logique, sur cette grande question de la signification
des mathématiques. La découverte de relations extrêmement étroites et pro-
fondes entre les preuves mathématiques et les programmes informatiques
apporte un éclairage radicalement nouveau à ce problème philosophique
ancien, et nous oriente vers des solutions quelque peu inattendues. En effet,
la question qui se pose maintenant, est celle de la signification informatique
des programmes associés aux axiomes et aux théorèmes de la théorie de
Zermelo-Frænkel. Il s’agit ici, non plus de philosophie, mais de recherche
scientifique; un domaine de recherche passionnant, dont nous reparlerons
ailleurs . . .

Tous mes remerciements vont à René Cori, pour les nombreuses corrections, de forme
ou de fond, d’importance ou de détail, toujours pertinentes, qu’il m’a suggérées.



Première partie

MODÈLES INTÉRIEURS



Chapitre 1

Axiomes de Zermelo-Frænkel

Nous avons tous une idée intuitive de ce qu’est un ensemble, et c’est sur
elle que nous nous appuyons pour trouver les axiomes de la théorie des
ensembles (de même que la notion intuitive de l’espace à trois dimen-
sions a conduit aux axiomes d’espace vectoriel). Mais ensuite, ayant écrit ces
axiomes, nous étudierons toutes les structures qui les satisfont (de la même
façon que, pour les espaces vectoriels, on ne s’intéresse pas seulement à
l’espace R3). Ces structures, qui sont appelées habituellement univers, sont
celles d’ensembles munis d’une relation binaire (la relation d’appartenance),
satisfaisant les axiomes en question.

La théorie des ensembles se présente donc comme toutes les théories
axiomatiques que le lecteur connaît déjà, la théorie des groupes par exemple,
ou celle des anneaux, des corps, espaces vectoriels, treillis, etc.

On considère une collection d’objets, collection que l’on appellera uni-
vers, et que l’on désignera par U; on ne dit pas : « considérons un ensemble
U», car ce que nous appellerons ensembles, ce sont précisément les objets
de U (il est clair que quand on définit, par exemple, les espaces vectoriels,
il faut éviter d’employer le même mot pour désigner l’espace vectoriel et un
vecteur de cet espace).

Cette collection, supposée non vide, est munie d’une relation binaire, que
l’on note x ∈ y ; elle se lit «x appartient à y », ou « l’ensemble x appartient
à l’ensemble y », ou encore «x est élément de y ». Bien entendu, x /∈ y se lit
«x n’appartient pas à y ».

On réserve le mot « appartenir» pour désigner cette relation binaire ∈,
et il faut donc éviter, par la suite, de l’employer dans son sens intuitif (tout
au moins sans préciser qu’on l’emploie dans son sens intuitif). On dira, par
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8 Première partie : Modèles intérieurs

exemple: l’objet x est dans la collection U, au lieu de: x appartient à U.
Même remarque pour le mot «élément».

Un univers se présente donc
comme un graphe du genre de ce-
lui qui est dessiné ci-contre. Sur la
figure, la flèche de a vers b veut
dire que b ∈ a. On a, par exemple,
c ∈ c.

Les axiomes de la théorie des en-
sembles, que nous allons énoncer
maintenant, expriment les proprié-
tés que l’on impose à la relation bi-
naire ∈ considérée.
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1. Axiome d’extensionnalité

Il n’existe pas dans U deux ensembles distincts qui ont les mêmes élé-
ments ; ce qu’on peut écrire:

∀x∀y[∀z(z ∈ x ⇔ z ∈ y) ⇒ x = y].
Cet axiome n’est pas satisfait par la relation binaire représentée sur la figure:
b et c sont distincts, et ont tous deux c pour seul élément.

Axiome de la paire

(On ne lui donne pas de numéro, car il est conséquence d’axiomes ulté-
rieurs ; néanmoins il est pratique de l’énoncer tout de suite).

Etant donnés deux ensembles a et b, il existe un ensemble c, qui a
comme éléments a et b et eux seulement (il est unique d’après l’axiome
d’extensionnalité). Ce qui s’écrit :

∀x∀y∃z∀t[t ∈ z ⇔ (t = x ou t = y)].
L’ensemble c dont les seuls éléments sont a et b est noté {a,b}. L’axiome
impose en particulier que pour tout ensemble a, il existe un ensemble, noté
{a}, dont le seul élément est a (prendre a et b identiques).

Si a �= b, {a,b} est appelé une paire. L’ensemble {a} est parfois appelé
un singleton.

Etant donnés deux ensembles a,b, l’ensemble {{a}, {a,b}} est noté (a, b)

et est appelé paire ordonnée, ou couple. On a:
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Théorème 1.1. Si (a,b) = (a′, b′) alors a = a′ et b = b′.

Si a = b, alors (a,b) = {{a}} et (a,b) n’a qu’un seul élément ; donc
(a′, b′) n’a qu’un seul élément et donc a′ = b′ ; d’où {{a}} = {{a′}} et a = a′
soit a = a′ = b = b′.

Si a �= b, (a,b) a deux éléments, donc (a′, b′) a deux éléments et a′ �= b′.
Comme {{a}, {a,b}} = {{a′}, {a′, b′}}, il y a deux possibilités :

ou bien {a} = {a′, b′} et {a,b} = {a′},

ou bien {a} = {a′} et {a,b} = {a′, b′}.

La première hypothèse est fausse, puisque {a} n’a qu’un élément et {a′, b′}
en a deux. Reste donc la deuxième qui donne a = a′, et donc b = b′.

C.Q.F.D.

Etant donnés trois ensembles a, b, c, on appelle triplet (a,b, c) l’ensem-
ble (a, b, c) = (a, (b, c)).

Théorème 1.2. Si (a,b, c) = (a′, b′, c′) alors a = a′, b = b′ et c = c′.

Car (a, (b, c)) = (a′, (b′, c′)), donc a = a′ et (b, c) = (b′, c′) d’où b = b′
et c = c′.

On définit de même le quadruplet

(a,b, c, d) = (a, (b, c,d))

et pour chaque entier n > 0, on définit le n-uplet (a1, a2, . . . , an) par la
relation de récurrence (a1, . . . , an) = (a1, (a2, . . . , an)). On a le:

Théorème 1.3. Si (a1, . . . , an) = (a′
1, . . . , a

′
n) alors a1 = a′

1, . . . , an = a′
n.

Evident par récurrence sur n.

Remarquons que, étant donnés trois objets distincts a,b,c de l’univers,
rien ne nous permet encore d’affirmer l’existence d’un ensemble d qui ait
a,b,c comme éléments et eux seulement. L’axiome suivant remplit cette
lacune.

2. Axiome de la somme (ou de la réunion)

Pour tout ensemble a, il existe un ensemble b dont les éléments sont les
éléments des éléments de a. Ce qu’on écrit :

∀x∃y∀z[z ∈ y ⇔ ∃t(t ∈ x et z ∈ t)].
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Cet ensemble b est unique: si b et b′ ont cette propriété ils ont les mêmes
éléments, donc b = b′. On l’appelle réunion des éléments de a et on le note
∪a ou

⋃
x∈a x.

Soient alors a,b, c trois ensembles. Il existe un ensemble d dont les
éléments sont a,b,c et eux seulement: c’est la réunion des éléments de
l’ensemble {{a,b}, {c}}. On le note {a,b,c}.

En général, si on a un nombre fini d’ensembles a1, . . . , an, il existe un
ensemble, et un seul, noté {a1, . . . , an} qui a comme éléments a1, . . . , an, et
eux seulement: c’est immédiat, par récurrence sur n, en remarquant que la
réunion des éléments de l’ensemble {{a1, . . . , an−1}, {an}} a cette propriété.

Si a,b sont deux ensembles, la réunion des éléments de l’ensemble {a,b}
est appelée réunion de a et b et notée a ∪ b.

Il est clair que a ∪ (b∪ c) = (a ∪b) ∪ c = (b ∪a) ∪ c est la réunion des
éléments de l’ensemble {a,b,c}.

En général, si on a un nombre fini d’ensembles a1, . . . , an, la réunion
des éléments de l’ensemble {a1, . . . , an} est appelée réunion de a1, . . . , an

et notée: a1 ∪ a2 ∪ . . . ∪ an.

3. Axiome de l’ensemble des parties

Soient a,b deux ensembles ; l’énoncé ∀x(x ∈ a ⇒ x ∈ b) est noté a ⊂ b

en abrégé et se lit «a est contenu dans b», ou bien «a est une partie de b »,
ou encore «a est un sous-ensemble de b».

L’axiome de l’ensemble des parties exprime que, pour tout ensemble a,
il existe un ensemble b dont les éléments sont les objets de U qui sont des
parties de a. Ce qui s’écrit :

∀x∃y∀z[z ∈ y ⇔ z ⊂ x].
Il n’y a qu’un seul ensemble b ayant cette propriété, d’après l’axiome d’exten-
sionnalité. On l’appelle ensemble des parties de a, et on le note P(a).

Remarque. Nous utilisons maintenant les mots « partie» et «contenir» pour
désigner une relation entre objets de l’univers, et donc en un sens complè-
tement différent du sens habituel (au sens où nous parlerions, par exemple,
d’une partie de l’univers U).

Il peut donc se présenter des cas où une confusion serait possible, où le
choix à faire entre les deux sens du mot ne serait pas absolument évident ;
dans une telle situation, quand nous emploierons ces mots dans leur sens
intuitif, nous le préciserons explicitement. Par exemple:
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Chaque ensemble a définit une partie (au sens intuitif) de l’univers U,
qui est formée des éléments de a ; notons-la A (ce n’est pas un objet de
l’univers). Si b est un ensemble contenu dans a, alors B est contenue (au sens
intuitif) dans A. Mais il peut exister des parties (au sens intuitif) de A qui ne
correspondent à aucun objet de l’univers, c’est-à-dire qui ne correspondent
à aucune partie de a.

Avant de donner les autres axiomes de la théorie des ensembles, il nous
faut examiner de plus près certaines des relations que nous pouvons définir
sur l’univers U. Nous avons déjà deux relations binaires sur U: x ∈ y et
x = y (relation d’égalité qui est satisfaite par a et b si, et seulement si, a et
b sont le même objet). Les règles suivantes permettent d’en définir d’autres :

• Si on a défini une relation (à 3 arguments par exemple) R(x, y,z), et
si a est un objet de U, on a une relation binaire R(a,y,z) : elle est
satisfaite par les objets b,c si, et seulement si, R(a,b,c) est satisfaite.

• Si on a défini une relation (à 3 arguments par exemple) R(x,y, z),
alors on a une relation binaire R(x,x,z) : elle est satisfaite par les
objets a,b, si, et seulement si, R(a,a,b) est satisfaite.

• Si on a une relation (par exemple à deux arguments) R(x,y), alors on
a la relation «non R(x,y)» qui est satisfaite par les objets a,b si, et
seulement si, R(a,b) n’est pas satisfaite. Si on a deux relations (à 3
arguments par exemple) R(x,y,z), S(u,x,v), alors on a la relation à
5 arguments : «R(x,y,z) ou S(u,x, v)»; c’est celle qui est satisfaite
par les objets a,b,c,d, e si, et seulement si, R(a,b,c) est satisfaite,
ou S(d, a, e) est satisfaite.

• Si on a une relation (par exemple à 3 arguments) R(x,y,z), on a la
relation binaire: ∃yR(x,y, z) ; elle est satisfaite par les objets a,c si,
et seulement si, il existe un objet b de l’univers tel que R(a,b,c) soit
satisfaite.

Par application répétée de ces règles, à partir des deux relations binaires x ∈
y et x = y, on construit des relations à un nombre quelconque d’arguments.
Bien entendu, on peut définir des relations sur l’univers U par bien d’autres
moyens que ces règles. Mais dans toute la suite, nous ne considérerons que
celles-là.

Les relations qui sont construites à partir des deux relations binaires x ∈ y

et x = y au moyen des règles ci-dessus, sont donc définies par des énoncés
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constitués (pas de façon quelconque!) par les symboles =, ∈, non, ou, ∃, des
variables x,y,z,u, v . . . et des objets de l’univers.

Dans un énoncé E, chaque quantificateur ∃x est lui-même suivi d’un
énoncé entre parenthèses, qui est la portée de ce quantificateur. La variable
x est dite libre dans E, s’il y a une occurrence de x sur laquelle ne porte
aucun quantificateur ∃x. La notation E(x1, . . . , xn) désigne un énoncé dont
les variables libres se trouvent parmi x1, . . . , xn. Un énoncé E(x1, . . . , xn)

définit une relation à n arguments. Un énoncé sans variable libre est dit clos.
Si R(x,y) et S(y,z) sont deux relations (binaires pour fixer les idées), la

relation « nonR ou S » est notée R ⇒ S ; la relation « non (non R ou non S) »
est notée «R et S »: elle est satisfaite par les objets a,b,c si, et seulement
si, R(a,b) et S(b,c) sont toutes deux satisfaites ; la relation «(R ⇒ S) et
(S ⇒ R) » est notée «R ⇔ S » : elle est satisfaite par les objets a,b,c si, et
seulement si, R(a,b) et S(b,c) sont toutes deux satisfaites, ou toutes deux
non satisfaites.

La relation «non ∃x non R(x,y)» est notée ∀xR(x,y). Elle est satisfaite
par l’objet b si, et seulement si, R(a,b) est satisfaite quel que soit l’objet a

de U.
Une relation R(x) à un argument sera aussi appelée une collection. Une

collection est une partie (au sens intuitif) de l’univers U. Par exemple, l’énon-
cé suivant :

∀u[u ∈ x ⇒ ∃v[v ∈ x et ∀t(t ∈ v ⇔ t = u ou t ∈ u)]]
définit une collection. L’énoncé R(u,x) :

u ∈ x ⇒ ∃v[v ∈ x et ∀t(t ∈ v ⇔ t = u ou t ∈ u)]
définit une relation binaire. Si a est un objet de l’univers, l’énoncé R(a,x),
qui est :

a ∈ x ⇒ ∃v[v ∈ x et ∀t(t ∈ v ⇔ t = a ou t ∈ a)]
définit une collection.

Les objets de U qui apparaissent dans un énoncé E sont appelés les
paramètres de l’énoncé E. Par exemple, l’énoncé R(u,x) est sans paramètre,
l’énoncé R(a,x) a pour seul paramètre l’objet a.

Un énoncé clos (relation à 0 argument) est soit vrai, soit faux dans
l’univers. Par exemple, l’énoncé ∃x∃y[∀z(z /∈ y) et y ∈ x et ∀uR(u,x)]
est un énoncé clos, sans paramètre (nous retrouverons cet énoncé sous le
nom d’«axiome de l’infini »).
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Les théorèmes de théorie des ensembles (et en particulier les axiomes)
sont des énoncés clos sans paramètre.

Relations d’équivalence. Une relation binaire R(x,y) est appelée relation
d’équivalence si, quels que soient les objets a,b, c, on a:

R(a,b) ⇒ R(b, a) ; R(a,b) et R(b,c) ⇒R(a,c).

On en déduit que:

R(a,b) ⇒ R(a,a) et R(b,b).

La collection R(x,x) est appelée domaine de la relation d’équivalence
R ; R(a,b) est aussi notée «a ∼ b (mod. R)». Si a est un objet de l’univers,
la collection R(a,y) est appelée la classe d’équivalence de a.

Relations d’ordre (au sens large). Une relation binaire R(x,y) est une
relation d’ordre (au sens large) si, quels que soient les objets a,b,c, on a:

R(a,b) ⇒ R(a,a) et R(b, b) ;
R(a,b) et R(b,a) ⇒ a = b ;
R(a,b) et R(b,c) ⇒ R(a,c).

La collection R(x,x) est appelée domaine de la relation d’ordre R ;
R(a,b) est aussi notée «a � b(mod. R)». «R(a,b) et b �= a » est égale-
ment notée «a < b(mod. R)».

R est une relation d’ordre total si de plus, quels que soient les objets a,b

du domaine de R, on a R(a,b) ou R(b,a).

Relations d’ordre (au sens strict). Considérons une collection D(x) et
une relation binaire R(x,y) ; on dit que R(x,y) définit une relation d’ordre
strict sur D si, quels que soient les objets a,b,c :

R(a,b) ⇒ D(a) et D(b) ; non (R(a,b) et R(b, a)) ;
R(a,b) et R(b,c) ⇒ R(a,c).

R(a,b) est alors notée également «a < b (mod. R)».
Il est clair que si R(x,y) est une relation d’ordre strict la relation «R(x,y)

ou [D(x) et D(y) et x = y] » est une relation d’ordre large, de domaine D.
R est appelée relation d’ordre total strict sur D si on a de plus R(a, b)

ou R(b,a) ou a = b, quels que soient les objets a,b de la collection D.

Relations fonctionnelles. Considérons une relation ternaire (par exemple)
R(x,y,z). On dit que c’est une relation fonctionnelle à deux arguments si
on a:

∀x∀y∀z∀z′[R(x,y,z) et R(x, y,z′) ⇒ z = z′].
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La relation binaire ∃zR(x,y,z) est alors appelée domaine de la relation
fonctionnelle R. La collection∃x∃yR(x,y,z) est appelée image de la relation
fonctionnelle R.
Considérons une relation fonctionnelle à deux arguments R(x,y,z) partout
définie (c’est-à-dire dont le domaine est la collection «x = x et y = y »). On
introduit souvent un nouveau symbole �, et on note la relation: z = �(x,y).
Si on a un énoncé quelconque E(u,v,w), les énoncés équivalents

∃z[R(x,y,z) et E(z,v,w)]
∀z[R(x,y,z) ⇒ E(z,v,w)]

sont notés alors E[�(x,y),v,w].
Par exemple, la relation fonctionnelle

∀t[t ∈ z ⇔ t = x ou t = y]
est notée z = {x,y} ; les énoncés équivalents

∃z[∀t(t ∈ z ⇔ t = x ou t = y) et z ∈ a]
∀z[∀t(t ∈ z ⇔ t = x ou t = y) ⇒ z ∈ a]

sont écrits en abrégé: {x,y} ∈ a.
Nous pouvons maintenant énoncer d’autres axiomes de la théorie des

ensembles.

4. Schéma d’axiomes de substitution
(ou de remplacement)

Soit E(x,y,a1, . . . , ak) un énoncé dont les paramètres sont a1, . . . , ak,
qui définit une relation fonctionnelle à un argument, et soit a un ensemble
quelconque; on impose à l’univers U de satisfaire la condition suivante: il
existe un ensemble b dont les éléments sont exactement les images, par la
relation fonctionnelle considérée, des éléments de a qui se trouvent dans le
domaine de cette relation fonctionnelle.

Le schéma d’axiomes de substitution consiste donc en la liste infinie des
énoncés suivants :

∀x1 . . .∀xk{∀x∀y∀y′((E(x,y,x1, . . . , xk) et E(x,y′, x1, . . . , xk) ⇒ y = y′)
⇒ ∀t∃u∀y[y ∈ u ⇔ ∃x(x ∈ t et E(x,y,x1, . . . , xk))]}

où E(x,y,x1, . . . , xk) est n’importe quel énoncé sans paramètre, qui a au
moins deux variables libres x et y.
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Les axiomes 1, 2, 3, le schéma d’axiomes 4, et l’axiome de l’infini qui
sera énoncé plus loin (voir page 35), forment ce qu’on appelle la théorie des
ensembles de Zermelo-Frænkel (en abrégé ZF).

Comme conséquence immédiate des axiomes de substitution, on a le:

Schéma de compréhension

Considérons un ensemble a et un énoncé A(x,a1, . . . , ak) à une variable
libre dont les paramètres sont a1, . . . , ak ; alors il existe un ensemble b dont
les éléments sont ceux des éléments de a qui satisfont l’énoncé A. Le schéma
de compréhension consiste donc en la liste infinie des énoncés suivants :

∀x1 . . .∀xk∀x∃y∀z[z ∈ y ⇔ (z ∈ x et A(z,x1, x2, . . . , xk))]
dans laquelle A(x,x1, . . . , xk) est n’importe quel énoncé sans paramètre qui
a au moins une variable libre x. Pour le démontrer, il suffit de remarquer que
l’énoncé E(x,y,a1, . . . , ak) qui s’écrit «y = x et A(x,a1, . . . , ak)» définit
une relation fonctionnelle à un argument dont le domaine est la collection
A(x,a1, . . . , ak). D’après le schéma de substitution, il existe donc un en-
semble b formé des images des éléments de a qui sont dans ce domaine; b

est donc formé des éléments de a qui sont dans la collectionA(x,a1, . . . , ak).
On utilisera la notation b = {x ∈ a ; A(x,a1, . . . , ak)} pour représenter

cet ensemble.

Théorème 1.4. Il existe un ensemble et un seul qui n’a aucun élément.

Soit a un ensemble quelconque. On applique le schéma de compréhen-
sion à l’ensemble a et à l’énoncé x �= x. L’ensemble b dont l’axiome affirme
l’existence n’a donc aucun élément. L’unicité est évidente (axiome d’exten-
sionnalité) .

L’ensemble qu’on vient de définir est appelé ensemble vide et noté ∅.
Donnons une démonstration de «l’axiome» de la paire à l’aide des axio-

mes 3) et 4) : tout ensemble a qui est une partie de ∅ est vide. Donc P(∅) a
pour seul élément ∅, ce qui montre l’existence de {∅} ; ce dernier ensemble
a un seul élément; donc si a ⊂ {∅}, alors a = ∅ ou a = {∅}. Donc P({∅})
a deux éléments distincts : ∅ et {∅} ce qui montre l’existence de {∅, {∅}}.
Soient alors a,b deux ensembles quelconques. Il est clair que la relation
«(x = ∅ et y = a) ou (x = {∅} et y = b) » est fonctionnelle à un argument.
Le schéma de substitution appliqué à cette relation et à l’ensemble {∅, {∅}}
donne un ensemble c qui a pour éléments a et b et eux seulement.

C.Q.F.D.
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On dit qu’une collection A(x) correspond à un ensemble (ou même,
par abus de langage, est un ensemble) s’il existe un ensemble a tel que
∀x[x ∈ a ⇔ A(x)]. Plus généralement, on dit qu’une relation (ternaire par
exemple), A(x,y,z) correspond à un ensemble (ou même, par abus de lan-
gage, est un ensemble) s’il existe un ensemble a tel que ∀x∀y∀z[A(x, y,z) ⇔
(x,y, z) ∈ a].

Il y a des collections qui ne correspondent à aucun ensemble: par exem-
ple la collection x /∈ x ; en effet, si ∀x(x /∈ x ⇔ x ∈ a) alors, en particulier
a /∈ a ⇔ a ∈ a, ce qui est faux. Ce résultat est connu sous le nom de
paradoxe de Russell.

La collection x = x (c’est-à-dire l’univers U) ne correspond pas non
plus à un ensemble: s’il existait un ensemble a tel que ∀x(x ∈ a), d’après le
schéma de compréhension, il existerait un ensemble b tel que ∀x(x ∈ b ⇔
x ∈ a et x /∈ x) et donc ∀x(x ∈ b ⇔ x /∈ x) et la collection x /∈ x

correspondrait à un ensemble.

Intersection et différence de deux ensembles. Etant donnés deux en-
sembles a et b, les ensembles {x ∈ a ; x ∈ b} et {x ∈ a ; x /∈ b} sont appelés
respectivement intersection et différence ensembliste de a et b, et notés a∩b

et a �b.

Produit de deux ensembles. Considérons deux ensembles a et b et la
collection X des couples (x,y) tels que x ∈ a et y ∈ b.
Remarque. On a bien affaire à une collection: elle est définie, en effet, par
l’énoncé X(z) : ∃x∃y[z = (x,y) et x ∈ a et y ∈ b], c’est-à-dire d’après la
définition de la relation fonctionnelle z = (x,y) : ∃x∃y∃u∃v[z = {u,v} et
u = {x} et v = {x,y} et x ∈ a et y ∈ b] soit finalement, d’après la définition
de la relation fonctionnelle z = {u,v} :
∃x∃y∃u∃v[∀t(t ∈ z ⇔ t = u ou t = v) et ∀t ′(t′ ∈ u ⇔ t ′ = x)

et ∀t ′′(t′′ ∈ v ⇔ t ′′ = x ou t ′′ = y) et x ∈ a et y ∈ b].
Dans la suite nous ne ferons plus ce genre de vérification, mais le lecteur est
invité à en faire quelques-unes pour s’habituer à manier les énoncés.

La collection X considérée est un ensemble: en effet si x ∈ a et y ∈ b,
alors (par définition du couple (x, y)) (x,y) ∈ P(P(a ∪ b)). Donc X(z)

équivaut à «X(z) et z ∈ P(P(a ∪b))». Donc X est un ensemble d’après le
schéma de compréhension.

Cet ensemble est appelé produit de a et b, et noté a ×b.

Une relation fonctionnelle R(x,y) à un argument dont le domaine est
un ensemble a, est elle-même un ensemble: car, d’après le schéma de sub-
stitution, l’image de R est un ensemble c ; R(x,y) équivaut alors à «R(x,y)
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et (x,y) ∈ a × c». Donc, cette collection est un ensemble f d’après le
schéma de compréhension. Un tel ensemble f est appelé fonction définie
sur a, ou application de domaine a ou encore famille d’ensembles indexée
par a. Le domaine de l’application f sera noté Dom(f). L’image de f , qui
est l’ensemble c, est notée Im(f).
Etant donnés deux ensembles a et b, une application de a dans b est, par
définition, une fonction de domaine a, dont l’image est contenue dans b.

L’énoncé «f est une application de a dans b», que l’on écrit également
«f : a → b» est donc l’énoncé suivant :

f ⊂ a × b et ∀x∀y∀y′[(x,y) ∈ f et (x,y′) ∈ f ⇒ y = y′]
et ∀x[x ∈ a ⇒ ∃y((x,y) ∈ f)].

Nous laissons au lecteur le soin de faire disparaître les symboles supplé-
mentaires ⊂,×, ( ).

Notation. Etant donné un énoncé E(x), l’énoncé ∃!x E(x) est, par défi-
nition, «∃x E(x) et ∀x∀y(E(x) et E(y) ⇒ x = y) ». Le quantificateur ∃!x
se lit « il existe un x et un seul». Par exemple, avec cette notation, l’énoncé
précédent peut s’écrire:

f ⊂ a × b et ∀x[x ∈ a ⇒ ∃!y((x,y) ∈ f)].
Etant donnés deux ensembles a,b, la collection X des applications de

a dans b est un ensemble: car une application de a dans b est une partie
de a × b, donc est élément de P(a × b). Donc X(f) équivaut à «X(f) et
f ∈ P(a × b)». D’où le résultat d’après le schéma de compréhension.

L’ensemble des applications de a dans b est noté ba.

Réunion, intersection et produit d’une famille d’ensembles. Soit a une
famille d’ensembles indexée par un ensemble I ; nous utiliserons la notation
(ai)i∈I pour désigner un tel objet ; autrement dit, cette notation représente
une fonction a de domaine I .

On appelle réunion de la famille (ai)i∈I et on désigne par
⋃

i∈I ai, la
réunion des éléments de l’image de la fonction a. C’est un ensemble b

(axiome de la somme) et on a ∀x[x ∈ b ⇔ ∃i(i ∈ I et x ∈ ai)].
L’intersection de la famille (ai)i∈I est la collection X définie par X(x) :

∀i(i ∈ I ⇒ x ∈ ai). Si I = ∅, X est la collection de tous les ensembles, et
n’est pas un ensemble.

Si I �= ∅, on prend i0 ∈ I . Alors X(x) équivaut à «x ∈ ai0 et ∀i(i ∈ I ⇒
x ∈ ai)». D’après le schéma de compréhension, cette collection est alors un
ensemble; on le note

⋂
i∈I ai .

Considérons maintenant la collection X des applications f de I dans⋃
i∈I ai telles que f(i) ∈ ai pour tout i ∈ I . Une telle application est élément
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de l’ensemble (
⋃

i∈I ai)
I . Par suite, l’énoncé X(f) est équivalent à «X(f)

et f ∈ (
⋃

i∈I ai)
I ». La collection X est donc un ensemble d’après le schéma

de compréhension. Cet ensemble est appelé produit de la famille (ai)i∈I et
noté

∏
i∈I ai.

Dans le cas particulier où la fonction a de domaine I est la fonction iden-
tité de I dans I , on utilisera les notations ∪I, ∩I ,

∏
I au lieu de

⋃
i∈I ai ,⋂

i∈I ai,
∏

i∈I ai respectivement. Ces ensembles sont appelés réunion, inter-
section et produit des éléments de I . Le premier a déjà été défini plus haut.
Le second n’existe que si I �= ∅. Notons que ∪∅ = ∅ et

∏∅ = {∅}.

Remarque. Nous utilisons maintenant les mots «fonction» et «application»
dans le sens qui vient d’être défini, qui n’est pas leur sens habituel (puis-
qu’une fonction f : a → b est un objet de l’univers). Au fur et à mesure des
définitions, il va peu à peu en être de même de tous les mots du langage
mathématique. Quand nous emploierons ces mots dans leur sens intuitif (ce
qui n’arrivera pas souvent), il faudra donc le préciser. Par exemple: soient
a,b deux ensembles, A,B les parties (au sens intuitif) de l’univers qui leur
correspondent. Si f est une application de a dans b, il lui correspond, de
façon évidente, une application (au sens intuitif) de A dans B. Mais il peut
y avoir des applications (au sens intuitif) de A dans B qui ne correspondent
à aucune application de a dans b.
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Ordinaux, cardinaux

Relations de bon ordre

Considérons une relation d’ordre R(x,y) et un ensemble a, dont tous les
éléments sont dans le domaine de R. On dit que a est bien ordonné par R si
tout sous-ensemble non vide de a possède un plus petit élément (mod. R).

Il est clair que, si a est bien ordonné par R, tout sous-ensemble de a est
bien ordonné par R.

Un ensemble bien ordonné u est, par définition, un couple (a, r) tel que
r ⊂ a2 et tel que l’ensemble a soit bien ordonné par la relation «(x,y) ∈ r ».

Un ensemble bien ordonné (a, r) est totalement ordonné: en effet, si
x,y ∈ a, l’ensemble {x,y} a un plus petit élément, donc (x,y) ∈ r ou
(y,x) ∈ r.

Considérons un ensemble a, bien ordonné par la relation d’ordre R. Un
sous-ensemble s de a sera appelé segment initial s’il a la propriété suivante:
quels que soient x,y ∈ a, si x ∈ s et y � x (mod. R) alors y ∈ s.

Pour chaque x0 ∈ a, on désigne par Sx0(a,R), ou par Sx0(a) s’il n’y a pas
d’ambiguïté sur R, l’ensemble {x ∈ a ; x < x0 (mod. R)}. C’est évidemment
un segment initial de a.

• Pour que s ⊂ a soit un segment initial, il faut et il suffit que s = a, ou
que s = Sx0(a) pour un x0 ∈ a.

En effet, si s est un segment initial de a, et si s �= a, l’ensemble a � s =
{x ∈ a ; x /∈ s} est non vide, donc a un plus petit élément x0. Si x < x0, on
a donc x ∈ s ; si x � x0 on ne peut avoir x ∈ s, car alors x0 serait élément
de s.

C.Q.F.D.

19
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Un segment initial de a, qui est différent de a, est appelé segment initial
strict de a.

Une relation d’ordre total R est dite relation de bon ordre si elle a la
propriété suivante: pour tout objet x du domaine de R, la collection, (notée
Sx(R)), des objets y du domaine de R tels que y < x (mod. R) est un
ensemble et R est une relation de bon ordre sur cet ensemble.

• Soient R une relation de bon ordre, D son domaine, T une sous-
collection non vide de D (c’est-à-dire ∀x(T(x) ⇒D(x)) et ∃xT(x)). Alors T

a un plus petit élément (mod. R).

Soit en effet x0 un objet de T ; ou bien x0 est le plus petit élément de T , ou
bien la collection «T et Sx0(R)» est non vide; mais cette collection est un
ensemble (car Sx0(R) en est un) non vide et contenu dans l’ensemble bien
ordonné Sx0(R). Il a donc un plus petit élément, qui est évidemment le plus
petit élément de T .

Remarque. Quand on parle d’éléments de la collection T , il s’agit évidem-
ment d’éléments au sens intuitif.

La collection des ordinaux

On dit qu’un ensemble α est un ordinal, s’il a les deux propriétés suivantes :
1) La relation x ∈ y est, sur α, une relation d’ordre strict qui est un bon

ordre (donc un ordre total) ;
2) Si x ∈ α, alors x ⊂ α.
La relation à un argument (collection): «α est un ordinal » est écrite

On(α). L’énoncé On(α) est donc:

∀x∀y[x ∈ α et y ∈ α ⇒ x /∈ y ou y /∈ x] et
∀x∀y∀z[x ∈ α et y ∈ α et z ∈ α et x ∈ y et y ∈ z ⇒ x ∈ z] et
∀z[z ⊂ α et z �= ∅ ⇒ ∃x(x ∈ z et ∀y(y ∈ z ⇒ x ∈ y ou x = y))] et
∀x∀y[x ∈ α et y ∈ x ⇒ y ∈ α].
Par exemple, on vérifie aisément que ∅, {∅}, {∅, {∅}} sont des ordinaux.

• Soit α un ordinal; alors les segments initiaux de α sont α et les éléments
de α.

En effet, les segments initiaux de α, différents de α, sont les Sξ(α) pour
ξ ∈ α. Or :

Sξ(α) = {η ∈ α ; η < ξ} = {η ∈ α ; η ∈ ξ} = ξ ∩α = ξ

puisque ξ ⊂ α.
C.Q.F.D.
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• Tous les éléments d’un ordinal α sont des ordinaux.

Soit en effet ξ ∈ α ; alors ξ ⊂ α et donc la relation x ∈ y est un bon ordre
sur ξ . D’autre part, si x ∈ ξ et y ∈ x, alors x ∈ α (car ξ ⊂ α) donc y ∈ α

(car x ⊂ α). Comme ∈ est une relation d’ordre sur α, on a donc y ∈ ξ.
C.Q.F.D.

• Pour tout ordinal α, α /∈ α.

Soit ξ un élément quelconque de α. Alors ξ /∈ ξ puisque ∈ est une relation
d’ordre strict sur α. En particulier, si α est élément de α, alors α /∈ α, ce qui
est une contradiction.

C.Q.F.D.

• Soient α,β deux ordinaux. Alors α = β ou β ∈ α ou α ∈ β et ces trois
cas s’excluent l’un l’autre.

On pose ξ = α ∩ β. Alors ξ est un segment initial de α : si x ∈ ξ, y ∈ x,
alors x ∈ α et x ∈ β, donc y ∈ α et y ∈ β et donc y ∈ ξ . De même, ξ est
un segment initial de β. Donc : (ξ = α ou ξ ∈ α) et (ξ = β ou ξ ∈ β). On a
donc quatre cas possibles :

ξ = α et ξ = β ; alors α = β.
ξ = α et ξ ∈ β ; alors α ∈ β.
ξ = β et ξ ∈ α ; alors β ∈ α.
ξ ∈ α et ξ ∈ β ; alors ξ est un ordinal et ξ ∈ α∩β, soit ξ ∈ ξ ce qui est une
contradiction puisque ξ est un ordinal.

On ne peut avoir α = β et α ∈ β puisque β /∈ β ; on ne peut avoir α ∈ β

et β ∈ α : car α ∈ β ⇒ α ⊂ β, et si β ∈ α on a alors β ∈ β.
C.Q.F.D.

• La relation d’appartenance sur la collection On (c’est-à-dire la relation
binaire «x ∈ y et On(x) et On(y) ») est une relation de bon ordre.

On vient de montrer que c’est une relation d’ordre total strict. De plus, pour
tout ordinal α, Sα(On) = α (car ξ < α ⇔ ξ ∈ α).

Noter que si α,β sont des ordinaux, α �β ⇔ α ⊂ β.

• La collection On n’est pas un ensemble.

Supposons que On soit un ensemble a. Alors a est bien ordonné par ∈, et
tout élément de a est un ordinal donc est contenu dans a. Cela montre que
a est un ordinal. On a donc On(a), soit a ∈ a, ce qui contredit le fait que a

est un ordinal.
C.Q.F.D.

• Si α est un ordinal, le plus petit ordinal > α est α ∪ {α}. On l’appelle
successeur de α et on le note aussi α + 1.
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On vérifie en effet aisément que si α est un ordinal, β = α ∪ {α} en est
un; comme α ∈ β, on a α < β. De plus, si γ > α, alors α ⊂ γ et α ∈ γ ,
donc γ ⊃ α ∪{α} c’est-à-dire γ �β.

Comme ∅ ⊂ α pour tout ordinal α, l’ordinal ∅ est le premier ordinal ; on
le note 0; son successeur est {0} noté 1, le successeur de 1 est 1 ∪ {1} soit
{0, {0}}, et est noté 2, etc.

• Tout ensemble d’ordinaux a une borne supérieure qui est la réunion
des éléments de cet ensemble.

Soit a un ensemble d’ordinaux, et β = ⋃
α∈a α. Si x est un sous-ensemble

non vide de β, on a x ∩α0 �= ∅ pour un α0 ∈ a. Alors x ∩α0 a un plus petit
élément (sous-ensemble non vide de l’ensemble bien ordonné α0) qui est
évidemment le plus petit élément de x. Cela montre que β est bien ordonné
par ∈. De plus, si x ∈ β et y ∈ x, on a x ∈ α pour un α ∈ a, donc y ∈ α,
d’où y ∈ β. Cela montre que β est un ordinal. On a β � α quel que soit
α ∈ a ; de plus, si γ �α pour tout α ∈ a, alors γ ⊃ α pour tout α ∈ a, donc
γ ⊃ β, soit γ �β.

C.Q.F.D.

Lemme 2.1. Soient α et β deux ordinaux, et f : α → β une application
strictement croissante. Alors α� β et ξ � f(ξ) pour tout ξ ∈ α.

Soit ξ le plus petit élément de α tel que f(ξ) < ξ s’il en existe. Comme f

est strictement croissante, on a f(f(ξ)) < f(ξ). Donc, en posant η = f(ξ),
on a η < ξ et f(η) < η, ce qui contredit la définition de ξ . Pour tout γ ∈ α,
on a donc γ � f(γ) ∈ β, donc γ ∈ β. Il en résulte que α ⊂ β, donc α �β.

C.Q.F.D.

Théorème 2.2. Soient α et β deux ordinaux, et f un isomorphisme d’ensem-
bles ordonnés de α sur β. Alors α = β, et f est l’application identique.

D’après le lemme 2.1, on a α �β, et γ � f(γ) pour tout γ ∈ α. Comme
f−1 est un isomorphisme de β sur α, on a β � α (et donc α = β), et
γ � f−1(γ) pour tout γ ∈ β. En appliquant f aux deux membres de cette
inégalité, on obtient f(γ)� γ , et donc f(γ) = γ pour tout γ ∈ α.

C.Q.F.D.

Théorème 2.3. Pour chaque ensemble bien ordonné u, il existe un isomor-
phisme et un seul de u sur un ordinal.

Unicité. Si f est un isomorphisme de u sur l’ordinal α, et g un isomor-
phisme de u sur β, g �f−1 est un isomorphisme de α sur β ; donc α = β et
g � f−1 est l’application identique. D’où f = g.
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Existence. On a u = (a, r) (r ⊂ a2 est une relation de bon ordre sur a).
On pose:

b = {x ∈ a ; Sx(a) est isomorphe à un ordinal}.
Pour tout x ∈ b, Sx(a) est isomorphe à un ordinal, et un seul d’après ce qui
précède; désignons cet ordinal par β(x).

Si y ∈ b et x < y, alors x ∈ b et β(x) < β(y) : dans l’isomorphisme de
Sy(a) sur β(y), le segment initial strict Sx(a) de Sy(a), devient un segment
initial strict de β(y), donc un ordinal β(x) < β(y).

L’ensemble des β(x) pour x ∈ b (qui existe d’après le schéma de sub-
stitution), est un segment initial de On : si ξ � β(x), ξ est isomorphe à un
segment initial de Sx(a), donc à Sy(a) pour un y � x, donc ξ = β(y).

Cela montre que l’ensemble des β(x) pour x ∈ b est un ordinal δ ; alors
l’application x �→β(x) est un isomorphisme de b sur δ.

Si b �= a, on a b = Sx0(a) avec x0 ∈ a, puisque b est un segment initial de
a. Mais comme on vient de montrer que Sx0(a) est isomorphe à un ordinal,
on a x0 ∈ b, soit x0 ∈ Sx0(a), ce qui contredit la définition de Sx0(a).

Donc b = a, et on a un isomorphisme de a (muni de la relation d’ordre
r) sur l’ordinal β.

C.Q.F.D.

• Considérons maintenant une relation de bon ordre R(x,y), de domaine
D, qui n’est pas un ensemble. On définit une relation fonctionnelle J qui
établit un isomorphisme entre D et On.

On définit la relation fonctionnelle α = J(x) par l’énoncé «α est un
ordinal isomorphe au segment Sx(R) ». C’est bien une relation fonctionnelle
de domaine D, puisque pour tout x de D, il existe un ordinal et un seul
isomorphe à Sx(R). C’est bien un isomorphisme pour les ordres respectifs
de D et de On : si x < y (mod. R), alors Sx(R) est un segment initial strict de
Sy(R) ; mais il existe un isomorphisme de Sy(R) sur J(y) et l’image de Sx(R)

par cet isomorphisme est un segment initial strict de J(y), donc un ordinal
J(x) < J(y). L’image de J est un segment initial de On : si β � J(x), dans
l’isomorphisme de J(x) sur Sx(R), β devient un segment initial de Sx(R),
c’est-à-dire Sy(R) pour un y � x ; d’où β = J(y). Comme J est injective,
J−1 est une relation fonctionnelle dont le domaine est l’image de J , et dont
l’image est D. Comme D n’est pas un ensemble, le domaine de J−1 n’en est
pas un non plus (schéma de substitution). Donc l’image de J est un segment
initial de On qui n’est pas un ensemble; c’est donc On tout entier.

C.Q.F.D.

Remarquons que J est la seule relation fonctionnelle qui établisse un
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isomorphisme entre D et On : si J ′ est une telle relation, et si x est un objet
de D, J ′ définit un isomorphisme de Sx(R) sur l’ordinal J ′(x) ; donc J ′(x)

est l’ordinal du segment initial Sx(R).

Définitions par induction sur les ordinaux

Considérons un énoncé E(x) à une variable libre. Pour que E(α) soit vrai
pour tout ordinal α (il faut et) il suffit que, pour tout ordinal α, si E(β) est
vrai pour tout β < α, alors E(α) est vrai ; autrement dit que l’énoncé

∀α[∀β(β < α ⇒ E(β)) ⇒ E(α)]
soit vrai.

La démonstration est immédiate: si E(α) n’est pas vrai pour un ordinal
α, on choisit le premier tel ordinal. Alors, pour tout β < α, E(β) est vrai, et
donc par hypothèse E(α) est vrai, ce qui est une contradiction.

Cette méthode de démonstration de l’énoncé ∀αE(α) s’appelle démons-
tration par induction sur les ordinaux.

Notation. Considérons une relation fonctionnelle F et une sous-collection
C du domaine de F ; nous désignerons par F |�C la relation fonctionnelle
qui est la restriction de F à C, c’est-à-dire la relation «y = F(x) et C(x)»; en
particulier, si a est un ensemble dont tous les éléments sont dans le domaine
de F , alors F |�a désigne la fonction qui est la restriction de F à a.

Définition. Soient y = H(x) une relation fonctionnelle. Une fonction f

sera dite H-inductive si elle a pour domaine un ordinal α, et si pour tout
ordinal β < α, la fonction f |�β est dans le domaine de H, et f(β) =
H(f |�β).

Lemme 2.4. Il existe au plus une fonction H-inductive de domaine α.

Soient f et g deux fonctions H-inductives distinctes de domaine α, et β

le premier ordinal < α tel que f(β) �= g(β). On a donc f(γ) = g(γ) pour
tout γ < β, soit f |�β = g |�β. Donc f(β) = H(f |�β) = H(g |�β) = g(β),
ce qui est une contradiction.

C.Q.F.D.

Il est clair que, si f est la fonction H-inductive dont le domaine est
l’ordinal α, et si β < α, alors f |�β est la fonction H-inductive de domaine β.

Théorème 2.5. Soient y = H(x) une relation fonctionnelle, et α un ordinal
tel que toute fonction H-inductive de domaine β < α soit dans le domaine
de H. Alors il existe une fonction H-inductive et une seule de domaine α.
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Unicité. Déjà démontrée (lemme 2.4).
Existence. Soit τ l’ensemble des β < α tels qu’il existe une fonction H-

inductive fβ de domaine β. Il est clair que τ est un segment initial de α ; de
plus, d’après l’unicité, si β < β′ ∈ τ alors fβ = fβ′ |�β.

Comme τ est un segment initial de α, c’est un ordinal�α. On définit une
fonction fτ de domaine τ, en posant fτ(β) = H(fβ) pour chaque β ∈ τ.

Si γ < β < τ, on a fτ(γ) = H(fγ ) = H(fβ |�γ) = fβ(γ). Cela montre
que fβ = fτ |�β. Pour tout β ∈ τ , on a donc fτ(β) = H(fτ |�β). Autrement
dit, fτ est une fonction H-inductive de domaine τ.

Si τ < α, la définition de τ montre alors que τ ∈ τ , ce qui est faux
puisque τ est un ordinal ; donc τ = α et fτ est la fonction cherchée.

C.Q.F.D.

Il est clair que l’hypothèse du théorème 2.5 est vérifiée si H est définie
sur l’univers entier (la collection de tous les ensembles), et également si H

est à valeurs dans une collection A fixée, et a pour domaine la collection des
fonctions définies sur un ordinal β < α, à valeurs dans A. On a donc :

Corollaire 2.6. Soient α un ordinal, A une collection, M la collection des
applications définies sur les ordinaux β < α et à valeurs dans A, et H une
relation fonctionnelle de domaine M, à valeurs dans A. Alors il existe une
fonction f et une seule, définie sur α, telle que f(β) = H(f |�β) pour tout
β < α.

Quand on utilise le théorème 2.5, ou le corollaire 2.6, pour obtenir une
fonction f de domaine α, on dit que f a été définie par induction, au moyen
de H. Le théorème 2.7 (ainsi que son corollaire 2.8) ci-dessous permet de
définir par induction une relation fonctionnelle de domaine On tout entier.

Théorème 2.7. Soit y = H(x) une relation fonctionnelle, telle que toute fonc-
tionH-inductive soit dans le domaine de H. On peut alors définir une relation
fonctionnelle F , de domaine On, telle que F(α) = H(F |�α) pour tout ordi-
nal α. C’est la seule relation fonctionnelle ayant ces propriétés. De plus, F |�α

est une fonction H-inductive pour tout ordinal α.

La relation fonctionnelle y = F(α) est donnée par l’énoncé: «il existe
une fonction H-inductive fα de domaine α, et y = H(fα)».

En effet d’après le théorème 2.5, pour tout ordinal α, il existe une telle
fonction fα et une seule; ce qui montre que F est bien une relation fonc-
tionnelle de domaine On.
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De plus, si β < α, on a fβ = fα |�β. Donc F(β) = H(fβ) = H(fα |�β) =
fα(β) pour tout β < α. Cela montre que fα = F |�α (et donc que F |�α est
H-inductive). Comme F(α) = H(fα), on a donc bien F(α) = H(F |�α).

Enfin, si G est aussi une relation fonctionnelle de domaine On, telle
que G(α) = H(G|�α) pour tout ordinal α, montrons, par induction sur les
ordinaux, que F(α) = G(α). On suppose donc F(β) = G(β) pour tout
β < α. Par suite, on a F |�α = G |�α, d’où H(F |�α) = H(G|�α), soit
F(α) = G(α) pour tout ordinal α.

C.Q.F.D.

Comme précédemment, il est clair que l’hypothèse du théorème 2.7 est
vérifiée si H est définie sur l’univers entier, et également si H est à valeurs
dans une collection A fixée, et a pour domaine la collection de toutes les
fonctions définies sur un ordinal, à valeurs dans A. On a donc:

Corollaire 2.8. Soient A une collection, M la collection des applications dé-
finies sur les ordinaux, à valeurs dans A, H une relation fonctionnelle de
domaine M, à valeurs dans A. On peut alors définir une relation fonction-
nelle F , de domaine On, à valeurs dans A, telle que F(α) = H(F |�α) pour
tout ordinal α. C’est la seule relation fonctionnelle ayant ces propriétés.

Induction sur une collection stratifiée

Une collection stratifiée est la donnée d’une collection W et d’une relation
fonctionnelle y = ρ(x), de domaine W, à valeurs dans On, telles que, pour
tout ordinal α, la collection «W(x) et ρ(x) < α » soit un ensemble, noté Wα.

• Soient W(x),y = ρ(x), formant une collection stratifiée, M la collection
des fonctions dont le domaine est l’un des Wα, y = H(x,f) une relation
fonctionnelle de domaine «W(x) et M(f)». On définit ci-dessous une relation
fonctionnelle F de domaine W, telle que, pour tout objet a de W, on ait :
(∗) F(a) = H[a,F |�{x ; W(x) et ρ(x) < ρ(a)}].
C’est la seule relation fonctionnelle ayant cette propriété.

La relation fonctionnelle F qui est ainsi définie est dite définie sur la collection
W par induction sur ρ(x), par la condition (∗).

Pour chaque ordinal α, soit W′
α = {x ; W(x) et ρ(x) = α}. On a W′

α ∩
W′

β = ∅ si α et β sont deux ordinaux distincts ; Wα = ⋃
β<α W′

β pour
tout ordinal α. On définit par induction sur On une relation fonctionnelle
y = G(α) (G(α) étant, pour chaque ordinal α une fonction de domaine
W′

α) en posant : G(α) = la fonction φ de domaine W′
α définie par φ(x) =

H[x,
⋃

β<α G(β)] pour tout x ∈ W′
α.
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Ceci a bien un sens, puisque
⋃

β<α G(β) est une fonction de domaine
Wα. On écrit alors l’énoncé y = F(x) de la façon suivante: «W(x) et y =
G[ρ(x)](x)». On a alors F |�Wα = ⋃

β<α G(β) ; car si x ∈ Wα, on a x ∈ W′
β

pour β = ρ(x), β < α, d’où F(x) = G(β)(x) par définition. Par suite, pour
tout objet a de W, on a:
F(a) = G[ρ(a)](a) = H[a,

⋃
β<ρ(a) G(β)] (par définition de G)

= H[a,F |�Wρ(a)] = H[a,F |� {x ; W(x) et ρ(x) < ρ(a)}] ce qui
montre que la condition (∗) est satisfaite.

Si y = F ′(x) est une autre relation fonctionnelle de domaine W, satis-
faisant (∗), considérons le premier ordinal α tel qu’on puisse trouver a dans
W, avec ρ(a) = α et F(a) �= F ′(a) (s’il en existe). On a alors :

F(a) = H[a,F |�Wα].
Or, si ρ(x) < α, on a F(x) = F ′(x) par définition de α. Donc F |�Wα =

F ′ |�Wα, d’où:
F(a) = H[a,F ′ |�Wα] = F ′(a)

ce qui est une contradiction. On a donc F(x) = F ′(x) pour tout x dans W.

L’axiome du choix

L’axiome du choix (en abrégé AC) est l’axiome suivant :

Pour chaque ensemble a, dont les éléments sont non vides et disjoints deux
à deux, il existe un ensemble dont l’intersection avec chaque élément de a est
un ensemble à un seul élément.

Ce qu’on peut écrire:

∀a{[∀x(x ∈ a ⇒ x �= ∅) et ∀x∀y(x ∈ a et y ∈ a ⇒ x = y ou x ∩ y = ∅)]
⇒ ∃b∀x∃u(x ∈ a ⇒ b ∩ x = {u})}.

Les énoncés suivants sont équivalents à AC (moyennant les autres axio-
mes) :

AC′ : Pour tout ensemble a, il existe une application h de l’ensemble des
parties non vides de a dans a, telle que h(x) ∈ x pour toute partie x non
vide de a.
Une telle fonction est appelée fonction de choix sur l’ensemble a.

AC′′ : Le produit d’une famille d’ensembles non vides est non vide.

AC′ ⇒ AC : désignons par b la réunion des éléments de a ; on ap-
plique AC′ à l’ensemble b. Chaque élément x de a est une partie non vide
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de b. L’ensemble {h(x) ; x ∈ a} a exactement un élément en commun avec
chaque élément x de a.

AC ⇒ AC′′ : soit (ai)i∈I une famille d’ensembles non vides. On pose
bi = {i} × ai. Alors la famille (bi)i∈I est formée d’ensembles non vides et
disjoints deux à deux. Soit ξ un ensemble tel que ξ ∩bi ait un seul élément
pour tout i ∈ I. Alors (ξ ∩⋃

i∈I bi) ∈ �i∈Iai, par définition de �i∈Iai.

AC′′ ⇒ AC′ : si a est un ensemble quelconque, on forme le produit
∏{x;

x ⊂ a, x �= ∅}. D’après AC′′ cet ensemble est non vide. Si ϕ est un élément
de cet ensemble, on a bien ϕ(x) ∈ x pour toute partie x non vide de a.

Voici un autre énoncé équivalent à l’axiome du choix.

Théorème 2.9 (Zermelo). Sur tout ensemble, il existe un bon ordre.

Si cet énoncé est vrai, AC′ est satisfait : on considère un bon ordre r sur
a (r ⊂ a2) et on définit h : P(a) �{∅} → a en posant : h(x) = le premier
élément de x (mod. r).

Inversement, supposons AC′ satisfait ; soient a un ensemble sur lequel
il n’existe pas de bon ordre, et h : P(a) � {∅} → a une fonction de choix
sur a. On définit une relation fonctionnelle H, dont le domaine est la col-
lection des fonctions f dont l’image Im(f) ne contient pas a. Cette relation
fonctionnelle est définie en posant H(f) = h(a � Im(f)).

Soit f une fonction H-inductive, dont le domaine est un ordinal α. Pour
β < α, on a f(β) = H(f |�β) ∈ a � Im(f |�β), donc f(β) /∈ Im(f |�β). Par
suite, si γ < β, on a f(β) �= f(γ), ce qui montre que f est une injection
de α dans a.

Si f n’est pas dans le domaine de H, on a Im(f) ⊃ a. Par suite, f est
une bijection de l’ordinal α sur a. Il en résulte que a peut être bien ordonné,
ce qui contredit l’hypothèse.

On a ainsi montré que toute fonction H-inductive est dans le domaine
de H. D’après le théorème 2.7, on a une relation fonctionnelle y = F(α), de
domaine On, telle que F(α) = H(F |�α) et F |�α est H-inductive pour tout
ordinal α. Par suite, F |�α est une injection de α dans a, et donc F est une
relation fonctionnelle injective de domaine On, à valeurs dans a. Ceci est
impossible: en effet, le schéma de substitution appliqué à F−1 exprimerait
alors que On est un ensemble. Cette contradiction montre qu’il existe un
bon ordre sur a.

C.Q.F.D.

Remarque. On a en fait montré plus précisément (sans AC) :
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• Pour qu’un ensemble a puisse être bien ordonné, il faut et il suffit qu’il
existe h : P(a) � {∅} → a telle que h(x) ∈ x pour toute partie non vide x

de a.

Définitions. R étant une relation d’ordre, et T une sous-collection du
domaine D de R, un objet x de D est appelé majorant de T (resp. majorant
strict de T ) s’il est � (resp. >) à tout objet de T . Un objet x de D est
dit maximal s’il n’admet pas de majorant strict. Enfin, si la collection des
majorants de T dans D a un plus petit élément, on l’appelle borne supérieure
de T .

A l’aide de l’axiome du choix, on montre le:

Théorème 2.10 (Zorn). Soit u un ensemble ordonné dont toute partie bien
ordonnée est majorée. Alors u a un élément maximal.

On a u = (a, r) où r est une relation d’ordre sur a ; on suppose AC′
satisfait, et par suite on a une fonction h : P(a)�{∅} → a telle que h(x) ∈ x

pour tout x ∈ P(a) �{∅}.
Soit c l’ensemble des parties de a qui ont un majorant strict (pour

l’ordre r). On définit une application m : c → a, en posant :

m(x) = h(l’ensemble des majorants stricts de x).

Donc, pour tout x ∈ c, m(x) est un majorant strict de x.
On définit une relation fonctionnelle H, dont le domaine est la collection

des fonctions f telles que Im(f) ∈ c, en posant H(f) = m(Im(f)).
Soit f une fonction H-inductive, dont le domaine est un ordinal α. Pour

β < α, on a f(β) = H(f |�β) qui est un majorant strict de Im(f |�β). Par
suite, si γ < β, on a f(γ) < f(β), ce qui montre que f est une fonction
strictement croissante de α dans a. L’image de f est donc une partie bien
ordonnée de a, et a donc un majorant μ ∈ a.

Si f n’est pas dans le domaine de H, on a Im(f) /∈ c. Par suite, Im(f)

n’a pas de majorant strict. Il en résulte que μ n’a pas de majorant strict,
c’est-à-dire est maximal, ce qui donne le résultat cherché.

On peut donc supposer que toute fonction H-inductive est dans le do-
maine de H. D’après le théorème 2.7, on a une relation fonctionnelle y =
F(α), de domaine On, telle que F(α) = H(F |�α) et F |�α est H-inductive
pour tout ordinal α. Par suite, F |�α est une fonction strictement croissante
de α dans a ; donc F est une relation fonctionnelle injective, de On tout
entier dans a, ce qui est impossible.

C.Q.F.D.

On montre réciproquement qu’un énoncé, en apparence plus faible que
le théorème de Zorn, implique l’axiome du choix.
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Réciproque. On suppose que tout ensemble ordonné qui a la propriété que
tout sous-ensemble totalement ordonné possède une borne supérieure, possède
un élément maximal. Alors AC est vrai.

Considérons en effet un ensemble a dont tous les éléments sont non
vides et disjoints deux à deux. Soit b la réunion des éléments de a ; soit
X l’ensemble des parties de b qui rencontrent chaque élément x de a en
un élément au plus ; X est ordonné par inclusion. Soit Y un sous-ensemble
totalement ordonné de X ; alors

⋃
y∈Y y ∈ X : en effet si x ∈ a, ou bien

x ∩ y = ∅ pour tout y ∈ Y , donc x ∩ ⋃
y∈Y y = ∅ ; ou bien x ∩ y0 = {u}

pour un y0 ∈ Y ; alors x ∩⋃
y∈Y y = {u} (si v ∈ x∩⋃

y∈Y y, alors v ∈ x∩y1
pour un y1 ∈ Y ; or y0 ∪ y1 = y0 ou y1 puisque Y est totalement ordonné
par inclusion; donc x ∩ (y1 ∪ y0) a un élément au plus, et u = v).

Par suite l’ensemble ordonné X a la propriété exigée dans l’énoncé; d’où
un élément maximal y0 de X. Alors x ∩ y0 est un ensemble à un élément
pour tout x ∈ a : en effet, si x ∩ y0 = ∅ pour un élément x de a, on prend
ξ ∈ x ; alors y0 ∪ {ξ} ∈ X, ce qui contredit la maximalité de y0.

C.Q.F.D.

Cardinaux

(Dans ce paragraphe, nous utilisons l’axiome du choix.)
Deux ensembles a et b sont dits équipotents s’il existe une bijection de a

sur b.

Remarque. Soient A,B les parties (au sens intuitif) de l’univers U formées
respectivement des éléments de a et de b. Alors A et B peuvent être équi-
potentes (au sens intuitif) sans que a et b soient équipotents: en effet, dire
que a et b sont équipotents revient à dire qu’il existe une bijection (au sens
intuitif) de A sur B et, de plus, que cette bijection correspond à un objet de
l’univers.

Il est clair que la relation «x est équipotent à y » est une relation d’équiva-
lence dont le domaine est la collection de tous les ensembles.

D’après l’axiome du choix, tout ensemble a est équipotent à un ordinal :
car il existe un bon ordre sur a, donc un isomorphisme de a muni de ce bon
ordre sur un ordinal.

On appelle cardinal de a, et on désigne par a, ou par card(a), le plus
petit ordinal équipotent à a.

Par suite: deux ensembles a et b sont équipotents si et seulement si

a = b.



Chapitre 2. Ordinaux, cardinaux 31

La collection des cardinaux est désignée par Cn. Elle est donc définie
par l’énoncé Cn(α) : «α est un ordinal qui n’est équipotent à aucun ordinal
β < α ».

Théorème 2.11. Soient a,b deux ensembles non vides. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :
1) Il existe une injection de a dans b ;
2) Il existe une surjection de b sur a ;

3) a � b.

S’il existe une injection j : a → b, on définit une surjection s : b → a

de la façon suivante: on prend un élément x0 de a et on pose s(y) = x0
pour tout élément y de b qui n’est pas atteint par j ; s(y) = l’élément x de
a tel que y = j(x) si y est atteint par j.

Inversement, supposons qu’il existe une surjection s : b → a. D’après
AC, il existe une fonction

h : P(b) �{∅} → b

telle que h(Y) ∈ Y pour toute partie Y non vide de b. Pour x ∈ a, on définit
j(x) = h(l’ensemble des éléments y de b tels que s(y) = x) ; alors j est une
injection de a dans b.

Si a � b, on a deux bijections f : a → a, g : b → b et une injection

i : a → b qui est l’application identique (puisque a ⊂ b) . Donc g−1 � i �f

est une injection de a dans b.
Inversement, soit j une injection de a dans b ; alors g�j est une injection

k de a dans b. Soit u ⊂ b l’image de k. C’est un ensemble bien ordonné, et

il existe donc un ordinal β et un isomorphisme φ : β → u ⊂ b de β sur

u. D’après le lemme 2.1, on a β � b. Comme a est équipotent à u, donc à

l’ordinal β, on a a �β par définition des cardinaux; d’où a � b.
C.Q.F.D.

Corollaire 2.12 (théorème de Cantor-Bernstein). Pour que deux ensembles
a et b soient équipotents, (il faut et) il suffit qu’il existe une injection de
chacun d’eux dans l’autre.

En effet, s’il existe une injection de a dans b, et une injection de b dans

a, on a a � b et b� a, d’où a = b.
C.Q.F.D.

Nous avons démontré ce théorème en utilisant l’axiome du choix, mais
on peut le démontrer sans cet axiome (voir exercice 2).
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Théorème 2.13 (Cantor). Pour tout ensemble a, a < P(a).

Supposons que a �P(a) ; il existe alors une surjection h de a sur P(a).
Soit b = {x ∈ a ; x /∈ h(x)}. Alors b est une partie de a, donc il existe
c ∈ a tel que h(c) = b. Mais c ∈ b ⇔ c /∈ h(c) ⇔ c /∈ b ce qui est une
contradiction.

C.Q.F.D.

Notons qu’on a montré ainsi, sans utiliser AC:

Théorème 2.14. Pour tout ensemble a, il n’existe aucune surjection de a sur
P(a) (et, a fortiori, aucune injection de P(a) dans a).

Théorème 2.15. La collection des cardinaux n’est pas un ensemble.

Supposons que les cardinaux forment un ensemble x ; alors cet ensemble
d’ordinaux a une borne supérieure λ = ⋃

α∈x α, et tout ordinal est équipo-
tent à une partie de λ. Soit Y la collection des bons ordres sur les parties
de λ ; tout objet r de Y est sous-ensemble de λ2 ; donc Y(r) équivaut à
«r ∈ P(λ2) et Y(r)» ce qui montre (schéma de compréhension) que Y est
un ensemble.

Or l’image de Y par la relation fonctionnelle : r �→ l’ordinal isomorphe à
r, est la collection On tout entière. Cela contredit le schéma de substitution,
puisque On n’est pas un ensemble.

C.Q.F.D.

Soient a,b deux ensembles disjoints, a′, b′ deux ensembles disjoints, tels
que a soit équipotent à a′, et b à b′ ; alors a ∪ b et a′ ∪b′ sont équipotents :
car il y a une bijection de a ∪b sur a′ ∪b′ dont les restrictions à a et b sont
les bijections données de a sur a′, et b sur b′.

Soient alors α,β deux cardinaux; il existe deux ensembles disjoints, a,b

tels que a = α, b = β (on peut choisir, par exemple, deux ensembles distincts
0 et 1 et poser a = α×{0}, b = β×{1}). Le cardinal de a∪b, qui ne dépend
pas du choix de a et b, est appelé somme des deux cardinaux α,β et noté
α +β.

Il est clair que si α,β, γ sont des cardinaux, α+β = β+α et α+(β+γ) =
(α +β) +γ .

Soient a, b,a′, b′ des ensembles tels que a soit équipotent à a′, et b à b′ ;
alors a ×b est équipotent à a′ × b′ : si f est une bijection de a sur a′, et g

une bijection de b sur b′, on a une bijection h de a×b sur a′ ×b′ en posant
h(x,y) = (f(x),g(y)) pour x ∈ a,y ∈ b.
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Soient alors α,β deux cardinaux. On appelle produit des cardinaux α et
β, et on désigne par αβ le cardinal de l’ensemble α×β. C’est le cardinal de
a ×b, quels que soient a de cardinal α, et b de cardinal β.

Soient α,β, γ des cardinaux. On vérifie aisément les relations: αβ =
βα ; α(βγ) = (αβ)γ ; α(β + γ) = αβ + αγ . Par exemple, pour vérifier la
troisième relation, on choisit a,b,c de cardinaux respectifs α,β,γ , b et c

étant disjoints. Alors a × (b ∪ c) = (a × b) ∪ (a × c) d’où le résultat.
Plus généralement, soient (ai)i∈I , (bi)i∈I deux familles d’ensembles, in-

dexées par le même ensemble d’indices I, et telles que ai = bi pour tout
i ∈ I . Alors

∏
i∈I ai et

∏
i∈I bi sont équipotents : en effet pour chaque i ∈ I ,

l’ensemble Bi des bijections de ai sur bi est non vide. Par suite (axiome du
choix) le produit de la famille (Bi)i∈I est non vide; donc il existe une famille
(φi)i∈I telle que φi soit une bijection de ai sur bi , pour chaque i ∈ I. On
définit une bijection de

∏
i∈I ai sur

∏
i∈I bi, en associant à chaque élément

(xi)i∈I de
∏

i∈I ai l’élément (φi(xi))i∈I de
∏

i∈I bi.
Etant donnée une famille (αi)i∈I de cardinaux, on appelle produit de

cette famille le cardinal de l’ensemble
∏

i∈I αi. Par abus de notation, on

l’écrit aussi
∏

i∈I αi (au lieu de
∏

i∈I αi). C’est le cardinal de
∏

i∈I ai pour
n’importe quelle famille (ai)i∈I telle que ai = αi pour tout i ∈ I.

Considérons maintenant deux familles d’ensembles (ai)i∈I , (bi)i∈I telles
que ai = bi pour tout i ∈ I, et telles que i �= j ⇒ ai∩aj = bi∩bj = ∅. Alors⋃

i∈I ai et
⋃

i∈I bi sont équipotents : en effet il existe (comme ci-dessus)
une famille (φi)i∈I telle que φi soit une bijection de ai sur bi pour tout
i ∈ I . On définit une bijection de

⋃
i∈I ai sur

⋃
i∈I bi en associant à chaque

x ∈ ⋃
i∈I ai son image par la fonction φi pour l’indice i tel que x ∈ ai .

Etant donnée une famille (αi)i∈I de cardinaux, il existe une famille (ai)i∈I

d’ensembles deux à deux disjoints tels que ai = αi pour tout i ∈ I (on peut
poser par exemple ai = αi × {i}). Le cardinal de

⋃
i∈I ai , qui ne dépend

pas du choix de cette famille, est appelé somme de la famille de cardinaux
(αi)i∈I et noté

∑
i∈I αi .

Soient a,b,a′, b′ des ensembles tels que a et a′ soient équipotents, ainsi
que b et b′. Alors ab (ensemble des applications de b dans a) et (a′)b′

sont
équipotents : si f est une bijection de a sur a′, g une bijection de b sur b′, on
obtient une bijection de ab sur (a′)b′

en associant à chaque φ ∈ ab l’élément
ψ de (a′)b′

défini par : ψ = f � φ � g−1.
Etant donné deux cardinaux α,β, le cardinal de l’ensemble αβ est désigné

par α puissance β ; par abus de notation on l’écrit aussi αβ (au lieu de

αβ). C’est donc le cardinal de ab, quels que soient a de cardinal α et b de
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cardinal β.

Si α,β,γ sont des cardinaux, on vérifie aisément les relations suivantes :
αβ+γ = αβαγ ; (αβ)γ = αγβγ ; (αβ)

γ = αβγ .

Ordinaux finis

(L’axiome du choix n’est pas utilisé dans ce paragraphe.)
Etant donné un ordinal α, rappelons que le premier ordinal > α est

α∪{α}, noté aussi α+1, qu’on appelle successeur de α ; si β est le successeur
de α, on dit que α est le prédécesseur de β.

• Un ordinal α est dit fini si tout ordinal β �α, β �= ∅ a un prédécesseur.

L’énoncé «α est un ordinal fini » peut donc s’écrire:

On(α) et ∀β[On(β) et β ⊂ α et β �= ∅ ⇒ ∃γ(β = γ ∪ {γ})].
Un ordinal fini est aussi appelé un entier naturel.

Il est clair que si α est un ordinal fini et β un ordinal � α, alors β est
fini. De même si α est un ordinal fini, α +1 l’est aussi.

Le principe de récurrence. Considérons une collection P(x), telle que P(0)
soit vrai, et telle que, pour tout ordinal fini α, P(α) ⇒ P(α + 1) soit vrai ;
alors P(α) est vraie pour tout ordinal fini α.

En effet, s’il existe un ordinal fini α qui ne soit pas dans la collection P ,
soit α0 le plus petit. Alors α0 �= 0 puisque P(0), donc α0 a un prédécesseur
β0 ; on a donc P(β0), et aussi P(β0) ⇒ P(β0 + 1), d’où P(α0), ce qui est
une contradiction.

Remarque. Il faut noter, de nouveau, que cette définition des mots « fini » et
«entier naturel » leur donne un sens tout à fait différent du sens habituel ;
à partir de maintenant, lorsque nous emploierons ces mots dans leur sens
intuitif, nous devrons le préciser. Il est aisé de voir qu’un ordinal α qui n’a
qu’un nombre fini (au sens intuitif) d’éléments est fini. On dit alors que α

est un entier standard ou encore intuitif. Mais il peut arriver qu’un ordinal
fini β ait une infinité (au sens intuitif) d’éléments; dans ce cas, β > α

(puisque sinon β ⊂ α, donc β n’a qu’un nombre fini d’éléments) ; notons
aussi que, dans ce cas, la partie (au sens intuitif) de l’univers, formée des
entiers standards, n’est pas une collection: si elle était définie par un énoncé
P(x), alors on aurait «non P(β)» et donc il existerait un premier entier β0
tel que «non P(β0)». Alors β0 = γ0 + 1, d’où P(γ0), ce qui signifie que γ0
est standard, donc aussi β0 = γ0 ∪ {γ0}.

Théorème 2.16. Tout ordinal fini est un cardinal.
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On le montre par récurrence (c’est-à-dire au moyen du principe de ré-
currence énoncé ci-dessus) : il est clair que 0 est un cardinal. Supposons que
α soit un ordinal fini qui est un cardinal, et que α + 1 = α ∪ {α} n’en soit
pas un. Il existe donc un ordinal γ < α +1 et une bijection f de α +1 sur
γ . Alors γ �= 0, car α +1 �= ∅. Donc γ = β ∪{β}, et comme γ < α +1, on
a β < α.
Si f(α) = β, f |�α est une bijection de α sur β, ce qui est impossible
puisque α est un cardinal. Donc f(α) = ξ �= β ; comme f est bijective, il
existe η ∈ α + 1 tel que f(η) = β ; comme η �= α, η ∈ α. On définit une
fonction g de domaine α, en posant g(x) = f(x) pour tout x ∈ α, x �= η et
g(η) = ξ . On a ainsi défini une bijection de α sur β, ce qui est impossible.

C.Q.F.D.

• Un cardinal est dit fini si c’est un ordinal fini.

Théorème 2.17. Si α,β sont des cardinaux finis, α +β,αβ,αβ sont des car-
dinaux finis.

On montre, par récurrence sur β, que α + β est fini si α et β le sont ;
c’est évident si β = 0 ; comme α + (β +1) = (α +β) + 1, si α +β est fini
α + (β +1) l’est aussi. D’où le résultat.

De même on montre par récurrence sur β que αβ est fini si α et β le
sont ; car α(β + 1) = αβ +α ; par hypothèse αβ et α sont finis, donc aussi
α(β + 1) d’après le résultat précédent. Même démonstration pour αβ en
utilisant l’égalité αβ+1 = αβα.

Nous pouvons maintenant énoncer le dernier axiome de la théorie des
ensembles.

5. Axiome de l’infini

Il s’énonce:
Il existe un ordinal non fini.
On désigne alors par ω (ou encore par N) le premier ordinal non fini.

Alors ω est l’ensemble des ordinaux finis : car si α est un ordinal fini, on n’a
pas ω � α (sinon ω serait fini) donc α < ω, soit α ∈ ω ; d’autre part, si
γ ∈ ω, alors γ < ω, donc γ est fini par définition de ω.

Inversement on peut énoncer l’axiome de l’infini sous la forme:

• La collection des ordinaux finis est un ensemble.

En effet, si la collection des ordinaux finis est un ensemble, alors il existe un
ordinal non fini, puisque On n’est pas un ensemble.
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Un ordinal α �= 0 qui n’a pas de prédécesseur est appelé ordinal limite.
C’est donc un ordinal α �= 0, tel que β < α ⇒ β +1 < α, ou encore:

• Pour que α �= 0 soit un ordinal limite il faut et il suffit que α =
supβ<α β = ⋃

β<α β.

En effet, si α n’est pas limite, α = γ +1 et supβ<α β = γ ; si α est limite,
soit γ = supβ<α β ; comme α� supβ<α β, on a γ �α ; si γ < α, γ +1 < α

et donc γ n’est pas la borne supérieure cherchée.
C.Q.F.D.

On peut aussi énoncer l’axiome de l’infini sous la forme:

• Il existe un ordinal limite.

En effet, si l’axiome de l’infini est vrai, ω n’a pas de prédécesseur, sinon
ce prédécesseur serait fini, donc aussi ω. Inversement un ordinal limite est
nécessairement non fini.

Donnons encore une forme de cet axiome:

∃x[0 ∈ x et ∀y(y ∈ x ⇒ y ∪{y} ∈ x)].
Si l’axiome de l’infini est vrai, cet énoncé est satisfait en prenant pour

x l’ensemble ω. Inversement, supposons cet énoncé satisfait et soit a un
ensemble tel que 0 ∈ a et tel que y ∈ a ⇒ y ∪ {y} ∈ a ; soit α le premier
ordinal qui n’est pas élément de a ; alors α �= 0, et α n’a pas de prédécesseur :
si α = β ∪ {β}, on a β < α, donc β ∈ a, d’où β ∪ {β} ∈ a, ce qui est une
contradiction. Il existe donc un ordinal limite.

Ensembles et cardinaux infinis

(Dans ce paragraphe, sauf avis contraire, l’axiome du choix est admis.)

Un ensemble a est dit fini si son cardinal est fini, et infini dans le cas
contraire; a est dit dénombrable si a �ω.

Théorème 2.18. Pour que a soit infini, il faut et il suffit qu’il existe une partie
b de a, b �= a, qui soit équipotente à a.

Si a est fini et si b ⊂ a, b �= a, soit x ∈ a � b. Le cardinal de a est non
nul et fini, donc s’écrit α + 1 = α ∪ {α}. Il existe une bijection f de a sur
α ∪{α} telle que f(x) = α. Alors f |�b est une injection de b dans α, donc

b �α et b < a ; b n’est donc pas équipotente à a.
Si a est infini, a � ω. Soit f une bijection de a sur a. On définit une

injection g de a dans lui-même, en posant g(x) = x si f(x)�ω ; g(x) = y
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si f(x) = α < ω et f(y) = α + 1. Alors l’image de g est une partie propre
b de a, puisque f−1(0) /∈ b, et g est une bijection de a sur b.

C.Q.F.D.

La collection des cardinaux infinis est désignée par Cn′ ; c’est une sous-
collection de On, qui n’est pas un ensemble (sinon Cn en serait un, puisque
la collection des cardinaux finis est l’ensemble ω). Comme Cn′ est une col-
lection bien ordonnée qui n’est pas un ensemble, on a une relation fonc-
tionnelle y = ℵ(α) qui établit un isomorphisme de On sur Cn′. Le cardinal
infini ℵ(α) est aussi noté ℵα ; la relation y = ℵα s’énonce donc : «y est un
cardinal infini, et l’ensemble des cardinaux infinis < y est isomorphe, en
tant qu’ensemble ordonné, à l’ordinal α ».

On a donc ℵ0 = ω ; pour tout ordinal α, ℵα+1 est le premier cardinal
> ℵα.

• Si α est un ordinal limite, ℵα = ⋃
β<α ℵβ .

Désignons par γ l’ordinal
⋃

β<α ℵβ. Comme ℵα ⊃ ℵβ pour tout β < α,

on a ℵα ⊃ γ , donc γ � ℵα. Inversement, γ ⊃ ℵβ+1, donc γ > ℵβ , pour
tout β < α. Il en résulte que γ �ℵα, et donc γ �ℵα.

C.Q.F.D.

Pour tout ordinal α, on a 2ℵα � ℵα+1 d’après le théorème de Cantor
(théorème 2.13) ; en effet, 2ℵα est le cardinal de P(ℵα). En particulier, 2ℵ0 ,
qui est le cardinal de P(ω), est appelé la puissance du continu.

L’hypothèse du continu (en abrégé HC) est l’énoncé 2ℵ0 = ℵ1 ; ou encore:

• Il existe sur P(ω) un bon ordre dont tous les segments initiaux stricts
sont dénombrables.

En effet, l’ordinal de ce bon ordre ne peut être dénombrable (puisque P(ω)

ne l’est pas, d’après le théorème de Cantor) ; comme tout segment initial
propre, c’est-à-dire tout ordinal strictement inférieur, est dénombrable, c’est
donc le premier ordinal non dénombrable, c’est-à-dire ℵ1.

Autre énoncé de l’hypothèse du continu:

• Toute partie infinie de P(ω) est, ou bien dénombrable, ou bien équi-
potente à P(ω).

En effet, puisque P(ω) �ℵ1, il existe une partie de P(ω) qui est de cardi-
nal ℵ1.

L’hypothèse généralisée du continu (en abrégé HGC) s’énonce:

• 2ℵα = ℵα+1 pour tout ordinal α.
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Deux collections bien ordonnées

(Sauf pour le théorème 2.19 et le corollaire 2.20, l’axiome du choix n’est pas
supposé dans ce paragraphe).

i) La collection On2.
On désignera par On2 la collection des couples (α,β) où α et β sont des

ordinaux. Sur cette collection, on définit une relation de bon ordre R :
(α,β)� (α′,β′) (mod. R) si, et seulement si :
sup(α,β) < sup(α′,β′), ou sup(α, β) = sup(α′,β′) et α < α′, ou sup(α,β) =
sup(α′,β′) et α = α′ et β �β′.

Tout segment Sξ(R) est bien un ensemble: si ξ = (α0,β0) et si (α,β) <

(α0,β0) (mod. R), on a: sup(α,β)� sup(α0,β0). Donc, si γ0 = sup(α0,β0),
la collection Sξ(R) des (α,β) < (α0,β0) (mod. R) est contenue dans l’en-
semble (γ0 +1)2 donc est un ensemble.

D’autre part, si X est un ensemble non vide dont tous les éléments sont
dans On2, l’ensemble des sup(α,β) pour (α,β) ∈ X a un plus petit élément
γ0 ; l’ensemble des α tels qu’il existe β avec (α,β) ∈ X et sup(α,β) = γ0
a un plus petit élément α0 ; l’ensemble des β tels que sup(α0,β) = γ0 et
(α0,β) ∈ X a un plus petit élément β0.

Alors il est clair que (α0,β0) est le plus petit élément de X (mod. R) ce
qui montre que R est une relation de bon ordre.

Comme On2 est une collection bien ordonnée, qui n’est pas un ensemble,
on a une relation fonctionnelle γ = J(α, β) qui établit un isomorphisme de
On2 sur On.

Théorème 2.19. Pour tout ordinal α, ℵ2
α = ℵα.

Soit ρ le premier ordinal tel que ℵ2
ρ �= ℵρ, s’il en existe. Il suffit de

prouver que ℵρ ×ℵρ �ℵρ pour avoir une contradiction, car il est clair que
ℵ2

ρ � ℵρ. Or J , restreinte à ℵρ × ℵρ est injective. Il suffit donc de prouver
que J(α, β) ∈ ℵρ pour α,β ∈ ℵρ. Mais J(α,β) est l’ensemble des ordinaux
< J(α,β), donc est l’image par J de l’ensemble des (α′,β′) < (α,β) (mod.
R). Or, si γ = sup(α,β), l’ensemble de ces couples est contenu dans (γ +1)2

(car (α′,β′) < (α,β) ⇒ α′ < γ + 1 et β′ < γ + 1). Son cardinal est donc

� (γ + 1)2. Comme γ < ℵρ, on a γ +1 < ℵρ et donc (par définition de ρ)

ou bien γ + 1 est fini ou bien (γ +1)2 = γ +1 < ℵρ. Dans les deux cas,

on a J(α,β) < ℵρ, et donc J(α,β) < ℵρ.
C.Q.F.D.

Corollaire 2.20. ℵn
α = ℵα pour tout entier n� 1 et tout ordinal α.
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Evident par récurrence sur n.

ii) La collection σ(On).
Si C est une collection, une suite finie d’objets de C est par définition

une fonction définie sur un entier n, à valeurs dans C. L’entier n est appelé la
longueur de la suite. La collection des suites finies d’objets de C est désignée
par σ(C).

Sur la collection σ(On) des suites finies d’ordinaux, on définit une rela-
tion d’ordre R en posant :

s < t (mod. R) si et seulement si : sup(s) < sup(t), ou sup(s) = sup(t) et
l(s) < l(t), ou sup(s) = sup(t) et l(s) = l(t) et s �= t et s(n) < t(n) pour le
premier entier n tel que s(n) �= t(n).

l(s) désigne la longueur de la suite s, sup(s) la plus grande valeur prise
par la fonction s (tout ensemble totalement ordonné fini a un plus grand
élément).

La relation R ainsi définie est une relation de bon ordre: en effet, la col-
lection St(R) des suites s < t (mod. R) a tous ses éléments dans l’ensemble
σ(γ + 1) pour γ = sup(t). Donc c’est un ensemble.

Soit alors X un ensemble non vide dont tous les éléments sont dans
σ(On) ; soit γ le plus petit ordinal de la forme sup(s) pour s ∈ X ; soit n

le plus petit entier de la forme l(s) pour s ∈ X et sup(s) = γ ; on définit
une application f de domaine n, par induction: si i ∈ n, f(i) = le premier
entier de la forme s(i) pour s ∈ X, sup(s) = γ, l(s) = n, et s(j) = f(j)

pour tout j < i.
On voit immédiatement que la fonction f ainsi définie est le plus petit

élément de X ; cela montre que R est une relation de bon ordre.
σ(On) est ainsi une collection bien ordonnée qui n’est pas un ensemble;

d’où une relation fonctionnelle s = J(α) qui établit un isomorphisme de On
sur σ(On).)
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L’axiome de fondation

L’axiome de fondation (en abrégé AF) s’énonce:

∀x[x �= ∅ ⇒ ∃y(y ∈ x et y ∩ x = ∅)]
c’est-à-dire: tout ensemble non vide a un élément qui n’a aucun élément
commun avec cet ensemble.

Cet axiome implique qu’il n’existe pas de suite infinie (un)n∈ω (une suite
infinie est, par définition, une fonction de domaine ω) telle que un+1 ∈ un

pour tout n ∈ ω ; en effet, l’image d’une telle suite (c’est-à-dire l’ensemble
des un pour n ∈ ω) contredit AF.

En particulier, il implique ∀x(x /∈ x), et plus généralement la non exis-
tence de cycle pour la relation ∈, c’est-à-dire de suite finie x1, . . . , xn telle
que x1 ∈ x2, x2 ∈ x3, . . . , xn−1 ∈ xn, xn ∈ x1 : car l’ensemble {x1, . . . , xn}
contredirait AF.

Cet axiome permet aussi une caractérisation plus simple des ordinaux
sous la forme du

Théorème 3.1. Pour que X soit un ordinal, il faut et il suffit que :
∀u∀v[u ∈ X et v ∈ X ⇒ u ∈ v ou u = v ou v ∈ u] et ∀u[u ∈ X ⇒ u ⊂ X].

Ces conditions sont évidemment nécessaires. Si X les satisfait, la relation
∈ est un ordre total strict sur X : car, d’après AF, on ne peut avoir u ∈ u ;
d’autre part, si u ∈ v et v ∈ w, u,v,w étant trois éléments de X, alors
on n’a pas u = w (sinon u ∈ v et v ∈ u), ni w ∈ u (sinon on a le cycle
u ∈ v ∈ w ∈ u) ; donc u ∈ w.

Il reste à montrer que cet ordre total est un bon ordre: soit Y un sous-
ensemble non vide de X ; d’après AF, il existe un élément u de Y tel que
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u ∩ Y = ∅ ; alors pour tout v ∈ Y , v /∈ u, ce qui montre que u est le plus
petit élément de Y .

C.Q.F.D.

Dans l’univers U (où l’on ne suppose plus l’axiome de fondation), on
définit, par induction, une relation fonctionnelle y = Vα, de domaine On,
en posant : Vα = ⋃

β<α P(Vβ).
D’après la définition de Vα, il est clair que V0 = ∅ et

α�α′ ⇒ Vα ⊂ Vα′.

Par suite, comme Vα+1 = ⋃
β�α P(Vβ), on a

• Vα+1 = P(Vα) pour tout ordinal α.

D’autre part, si α est un ordinal limite, comme Vα = ⋃
β<α P(Vβ) on a

Vα = ⋃
β<α Vβ+1. D’où

• Vα = ⋃
β<α Vβ pour tout ordinal limite α.

On désigne par V la collection qui est la réunion (au sens intuitif) des
Vα, c’est-à-dire définie par l’énoncé V(x) : ∃α(On(α) et x ∈ Vα).

Pour chaque objet x de V , on définit le rang de x (noté rg(x)) comme
le premier ordinal α tel que x ∈ Vα. Pour tout x de V , rg(x) est de la forme
β + 1 : car si x ∈ Vα, où α est un ordinal limite, on a x ∈ ⋃

β<α Vβ et donc
α n’est pas le rang de x.

Lemme 3.2. Pour qu’un ensemble a soit dans V , il faut et il suffit que tous
ses éléments y soient. Si a est de rang α, chaque élément de a est de rang < α.

Soit a un ensemble de V de rang α = β + 1 ; alors a ∈ Vβ+1, donc
a ⊂ Vβ . Cela montre que chaque élément de a est dans V , et a un rang
�β, et donc < α. Inversement, soit a un ensemble dont chaque élément est
dans V . L’ensemble des rangs des éléments de a est un ensemble d’ordinaux,
donc est majoré par un ordinal α. Donc a ⊂ Vα et par suite a ∈ Vα+1 ; donc
a est dans V .

• Chaque ordinal α est dans V , et le rang de α est α + 1.

Soit α le premier ordinal tel que α /∈ Vα+1 s’il en existe. Alors β ∈ α ⇒
β ∈ Vβ+1 ; donc:

α ⊂ ⋃

β<α

Vβ+1 = ⋃

β<α

P(Vβ) = Vα.

Donc α ∈ Vα+1, contrairement à l’hypothèse.
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Soit α le premier ordinal tel que α ∈ Vα s’il en existe; on a alors α ∈⋃
β<α P(Vβ) ; il existe donc β < α tel que α ∈ P(Vβ) ; d’où α ⊂ Vβ et

comme β ∈ α, β ∈ Vβ ce qui contredit la définition de α.

Théorème 3.3. Pour que l’axiome de fondation soit satisfait, il faut et il suffit
que V soit l’univers entier. Autrement dit : AF ⇔ ∀xV(x).

Supposons que ∀xV(x) soit satisfait, et soit a un ensemble non vide. Soit
b un élément de a de rang minimum α.

Alors tout élément de b est de rang < α, donc ne peut être élément de
a. Donc b ∩ a = ∅, d’où AF.

Pour montrer la réciproque, définissons la notion de clôture transitive
d’un ensemble.

Un ensemble X est dit transitif si :

∀x∀y[x ∈ X et y ∈ x ⇒ y ∈ X].
Théorème 3.4. Pour tout ensemble X, il existe un ensemble Y (et un seul) qui
est transitif, qui contient X, et qui est contenu dans tout ensemble transitif
contenant X. On l’appelle clôture transitive de X et on le note Cl(X).

On définit une fonction f de domaine ω par induction en posant :
f(0) = X ; f(n+ 1) = ⋃

x∈f (n) x. On pose Y = ⋃
n∈ω f(n).

Alors, évidemment, Y ⊃ X. De plus, Y est transitif : si x ∈ Y , on a x ∈ f(n)

pour un n ∈ ω, donc x ⊂ f(n+ 1), et x ⊂ Y .
Si Z est transitif et contient X, on montre, par récurrence, que Z ⊃ f(n)

pour tout n ∈ ω : c’est vrai si n = 0 ; si Z ⊃ f(n), soit x ∈ f(n) ; alors x ∈ Z,
donc x ⊂ Z. Donc Z ⊃ ⋃

x∈f(n) x, c’est-à-dire Z ⊃ f(n + 1). Comme Z

contient f(n) pour tout n, Z ⊃ Y = ⋃
n∈ω f(n).

C.Q.F.D.

Supposons alors que AF soit satisfait et qu’il existe un objet a qui n’est
pas dans V . Soit b un ensemble transitif contenant a, et soit b′ = {x ∈ b ; x

n’est pas dans V }.
Alors b′ �= ∅ : en effet b ⊃ a, et comme a n’est pas dans V , il existe un

élément x0 de a qui n’est pas dans V ; donc x0 ∈ b′.
Pour tout x ∈ b′, b′ ∩ x �= ∅ : car, si x ∈ b′, il y a un élément y de x qui

n’est pas dans V (sinon x serait dans V ). Comme b est transitif, y ∈ b : donc
y ∈ b′ par définition de b′, et x ∩b′ �= ∅. L’ensemble b′ contredit donc AF.

C.Q.F.D.

Notons la propriété suivante de la clôture transitive:
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Théorème 3.5. Cl(X) = X ∪⋃
y∈X Cl(y).

En effet Cl(X) ⊃ X et si y ∈ X, alors y est contenu dans Cl(X) ; comme
Cl(X) est transitif et contient y, il contient Cl(y) (par définition de la clôture
transitive). Donc Cl(X) ⊃ X ∪⋃

y∈X Cl(y). Inversement, si :

Z = X∪ ⋃

y∈X

Cl(y)

alors Z ⊃ X et Z est transitif : si v ∈ u ∈ Z, alors ou bien u ∈ Cl(y) avec
y ∈ X, et alors v ∈ Cl(y), ou bien u ∈ X, donc u ⊂ Cl(u) et v ∈ Cl(u) ; donc
v ∈ Z dans les deux cas. Comme Z est transitif et contient X, Z ⊃ Cl(X).

C.Q.F.D.

Le théorème ci-dessous, qui se démontre à l’aide de l’axiome de fonda-
tion, nous servira au chapitre 8.

Un ensemble X est dit extensionnel si, quels que soient les éléments x,y

de X tels que x ∩ X = y ∩ X, on a x = y ; autrement dit X, muni de la
relation ∈, satisfait l’axiome d’extensionnalité : deux éléments de X qui ont
les mêmes éléments dans X sont égaux.

Tout ensemble transitif Y est extensionnel : car si x ∈ Y , alors x∩Y = x.
A l’aide de l’axiome de fondation on montre le:

Théorème 3.6. Tout ensemble extensionnel est isomorphe à un ensemble tran-
sitif et un seul ; cet isomorphisme est unique.

Unicité. Soient X un ensemble extensionnel, et F : X → Y , F ′ : X →
Y ′ des isomorphismes de X sur des ensembles transitifs. On considère un
élément x de X de rang minimum, tel que F(x) �= F ′(x) s’il en existe; on
a alors F(y) = F ′(y) pour tout y ∈ x ∩X ; or :

F(x) = {F(y) ; y ∈ x ∩X} = F ′(x)

d’où contradiction. On a donc F = F ′.
Existence. On cherche un isomorphisme F de domaine X ; on définit

F(x) pour x ∈ X par induction sur rg(x) (voir page 26) par la condition:

F(x) = {F(u); u ∈ x ∩X}
(la relation fonctionnelle y = H(x,f) utilisée dans cette définition par in-
duction est donc : «x ∈ X et y = {f(u); u ∈ x ∩X}»).
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F est injective: sinon, soit α le premier ordinal tel qu’il existe x,x′ ∈ X

avec x �= x′, F(x) = F(x′), rg(x)�α, rg(x′)�α. Comme X est extension-
nel et x �= x′, on a x∩X �= x′ ∩X, d’où, par exemple, u ∈ x∩X, u /∈ x′ ∩X.
On a F(u) ∈ F(x) (par définition de F),donc F(u) ∈ F(x′), d’où u′ ∈ x′∩X

tel que F(u) = F(u′). Or rg(u) < α, rg(u′) < α (puisque u ∈ x, u′ ∈ x′),
donc par définition de α, u = u′ ; mais u /∈ x′ ∩X et u′ ∈ x′ ∩X, ce qui est
une contradiction.

Par définition de F, il est clair que l’image de F est un ensemble transitif
(si x ∈ X, tout élément de F(x) est de la forme F(u) avec u ∈ X). Enfin,
F est un isomorphisme, c’est-à-dire y ∈ x ⇔ F(y) ∈ F(x) si x,y ∈ X :
car si y ∈ x et y ∈ X, il est clair, par définition de F , que F(y) ∈ F(x).
Inversement, si F(y) ∈ F(x), on a F(y) = F(u) pour un u ∈ x ∩ X, et
comme F est injective, on a y = u, donc y ∈ x.

C.Q.F.D.

Ensembles héréditairement finis

Un ensemble a est dit héréditairement fini si a ∈ Vω, donc si a ∈ Vn pour un
entier n. On se propose de définir une relation fonctionnelle sans paramètre,
qui établisse une bijection de Vω sur ω (sans l’axiome du choix).

Lemme 3.7. Si n est entier, {0,1}n est équipotent à un entier (et un seul).

L’unicité est évidente puisque deux entiers distincts ne sont pas équipo-
tents.

On montre le lemme par récurrence sur n : si {0,1}n est équipotent à un
entier k, {0,1}n+1 est équipotent à k ×{0,1}, donc à l’entier 2k.

C.Q.F.D.

On définit par récurrence sur n ∈ ω une bijection φn de Vn sur un entier
vn. Pour n = 0, φn = ∅ et vn = 0 ; φn étant supposée donnée, on a une
bijection ψn : P(Vn) → {0,1}vn , c’est-à-dire: ψn : Vn+1 → {0,1}vn définie
par :

ψn(X)(i) = 1 ⇔ (∃x ∈ X)i = φn(x)

pour X ⊂ Vn, et 0� i < vn.
Or {0,1}vn est un ensemble de suites finies d’ordinaux (ensemble des

suites de longueur vn, d’ordinaux 0 et 1). Il est donc bien ordonné par la
relation de bon ordre R(x,y) définie sur σ(On) (voir page 39). D’après le
lemme 3.7, l’ordinal isomorphe à cet ensemble bien ordonné est un entier
vn+1. Donc on a une bijection φn+1 de Vn+1 sur vn+1 définie par φn+1 =
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H(φn) où la relation φ′ = H(φ) s’énonce:
«Il existe d ∈ ω et D tels que φ : D → d, et φ′ est la fonction de domaine
P(D) obtenue en composant l’application ψ : P(D) → {0,1}d canonique-
ment déduite de φ, et l’isomorphisme de {0,1}d muni du bon ordre R sur
son ordinal ».
Cette relation est donc donnée par un énoncé sans paramètre. Par suite la
relation fonctionnelle n �→φn de domaine ω, définie ainsi par induction, est
aussi sans paramètre.

On a donc une relation fonctionnelle n �→ rn, sans paramètre, qui à
chaque entier n associe un bon ordre rn sur Vn (image par φ−1

n du bon ordre
de l’entier vn). On définit alors un bon ordre r sur Vω, en posant x < y

(mod. r) si et seulement si : «rg(x) < rg(y) ou [rg(x) = rg(y) = n et x < y

(mod. rn)] ».
Tout segment initial de ce bon ordre est isomorphe à un entier : l’en-

semble des x < x0 (mod. r) est contenu dans Vn, si n est le rang de x0 ; donc
son ordinal est un entier.

Cela montre que le bon ordre r sur Vω est isomorphe àω. L’isomorphisme
de l’ensemble bien ordonné (Vω, r) sur ω est la relation fonctionnelle cher-
chée, puisqu’elle est définie par un énoncé sans paramètre.

Énoncés restreints

Considérons une collectionX, et un énoncé E(x1, . . . , xn) à n variables, dont
tous les paramètres sont des objets de X. On désigne par EX(x1, . . . , xn)

l’énoncé E restreint à X (on dit aussi relativisé à X) ; c’est l’énoncé défini de
la façon suivante par induction, au sens intuitif, sur la longueur de l’énoncé
E (les énoncés ne sont pas des objets de l’univers ; il ne s’agit donc pas d’une
induction sur les entiers de l’univers, mais sur les entiers intuitifs).

• E est de l’une des formes x ∈ y, x = y, x ∈ a, x = a, a ∈ x, a = x,
a ∈ b, a = b (a,b sont des objets de X). On dit alors que l’énoncé E

est atomique ; l’énoncé restreint EX est E lui-même.

• E est «non F »; alors EX est «non FX ».

• E est «F ou G»; alors EX est «FX ou GX ».

• E est ∃xF(x,x1, ..., xn) ; alors EX est ∃x[X(x) et FX(x,x1, . . . , xn)].
On en déduit que, si E(x1, . . . , xn) est ∀xF(x,x1, . . . , xn), c’est-à-dire «non
∃x non F(x,x1, . . . , xn)», alors l’énoncé EX(x1, . . . , xn) est ∀x[X(x) ⇒
FX(x,x1, . . . , xn)].
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Bien entendu, si la collection X est un ensemble, la relation X(x) s’écrit
sous la forme x ∈ X.

Considérons n objets a1, . . . , an de la collection X ; il est clair que l’énon-
cé restreint EX(a1, . . . , an) est vrai dans l’univers, si et seulement si l’énoncé
E(a1, . . . , an) est vrai dans la collection X (munie de la relation binaire ∈).
Par exemple, pour qu’un ensemble X soit extensionnel, il faut et il suffit que
l’énoncé EX soit vrai (dans l’univers), où E est l’axiome d’extensionnalité:

∀x∀y[x = y ⇔ ∀z(z ∈ x ⇔ z ∈ y)].

Consistance de l’axiome de fondation

On se propose de montrer que l’introduction de AF n’amène pas de contra-
diction, en donnant un modèle de ZF + AF (c’est-à-dire un ensemble - au
sens intuitif - muni d’une relation binaire, qui satisfait tous les axiomes de
ZF et l’axiome de fondation) à partir d’un modèle de ZF supposé donné, c’est-
à-dire d’un univers U. On montre donc seulement que, s’il existe un modèle
pour ZF, il en existe un pour ZF + AF (c’est en ce sens qu’on parle de la
non-contradiction relative de AF). Plus précisément :

• Si U est un univers, la collection V construite dans U satisfait les
axiomes de ZF et l’axiome de fondation.

Cela revient à montrer, pour chaque axiome A de ZF + AF, que AV est
satisfait dans l’univers U.

Axiome d’extensionnalité. Si x et y sont dans V , tous leurs éléments y
sont aussi ; donc, si x et y ont les mêmes éléments dans V , ils ont les mêmes
éléments, donc x = y d’après l’axiome d’extensionnalité dans U.

Axiome de la somme. Si x est dans V , la réunion des éléments de x a
évidemment tous ses éléments dans V , donc est elle-même dans V d’après
le lemme 3.2.

Axiome de l’ensemble des parties. Si x est dans V , P(x) y est aussi : car
tout élément y de P(x) est contenu dans x, donc a tous ses éléments dans
V , donc est lui-même dans V (lemme 3.2).

Schéma de remplacement. Considérons un ensemble a de V et un énoncé
R(x,y) à paramètres dans V , qui, interprété dans V , définit une relation
fonctionnelle ; cette relation fonctionnelle est définie dans l’univers U par
l’énoncé: «V(x) et V(y) et RV (x, y)». D’après le schéma de remplacement
appliqué à cette relation, il existe dans U un ensemble b dont les éléments
sont les images des éléments de a par cette relation fonctionnelle. Cet en-
semble a tous ses éléments dans V , donc est lui-même dans V .
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Axiome de l’infini. Chaque ordinal est dans V et en particulier ω. Comme
∅ ∈ ω et ∀x[x ∈ ω ⇒ x ∪ {x} ∈ ω] l’axiome de l’infini est satisfait.

Axiome de fondation. Soit a un ensemble non vide, qui est dans V , et
b l’un des éléments de a de rang minimum. Alors tout élément de b est de
rang strictement inférieur à celui de b, et ne peut être élément de a. Donc
b ∩a = ∅.

Remarque. On peut donner un autre sens à cette démonstration de non-
contradiction relative (comme à toutes celles qui suivent) en considérant
la théorie de Zermelo-Frænkel comme un système formel, sans référence
aux modèles de cette théorie: les axiomes, et en général les énoncés (sans
paramètre) sont des suites finies de symboles, et on a des règles de déduc-
tion (qu’il est inutile d’énoncer ici, mais que le lecteur trouvera par exemple
dans [22]) qui, à partir d’énoncés donnés, permettent d’en déduire d’autres.
Une démonstration est une suite finie d’énoncés A1, . . . ,An, telle que cha-
cun d’eux soit, ou bien un axiome, ou bien obtenu à partir des précédents
par application d’une règle de déduction. Un théorème de la théorie est un
énoncé qui apparaît à la fin d’au moins une démonstration. La théorie est
dite non contradictoire ou consistante ou encore cohérente si 0 �= 0 n’est pas
un théorème.

La non-contradiction relative de l’axiome de fondation s’exprime alors
de la façon suivante: si 0 �= 0 n’est pas conséquence de ZF, alors 0 �= 0 n’est
pas non plus conséquence de ZF +AF.

On le montre en construisant explicitement, à partir d’une démonstra-
tion: A1, . . . , An, 0 �= 0 de 0 �= 0 dans la théorie ZF +AF, une démonstration
de 0 �= 0 dans la théorie ZF.

Pour cela on remarque d’abord que, pour chaque énoncé E clos, sans pa-
ramètre, dont nous avons montré qu’il est vrai dans U (univers quelconque),
nous avons en fait donné une démonstration de E au moyen des axiomes
de ZF et des règles de déduction.

On considère alors la suite des énoncés restreints: AV
1 , . . . , AV

n , (0 �= 0)V .
Si Ai est un axiome de ZF +AF, nous venons de montrer que AV

i est un
théorème de ZF. Donc cette suite constitue une démonstration dans ZF de
(0 �= 0)V c’est-à-dire de 0 �= 0.

Donnons encore deux exemples simples de démonstrations de consis-
tance relative.
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Indépendance de l’axiome de l’infini

Désignons par IF l’axiome de l’infini, et par Z0 la théorie ZF privée de
l’axiome de l’infini. On se propose de montrer que, si Z0 n’est pas contra-
dictoire, la théorie Z0+ non IF ne l’est pas non plus.

Par hypothèse, il existe donc un univers U satisfaisant Z0. S’il ne satisfait
pas IF, on conclut immédiatement. On peut donc supposer que U satisfait
ZF, et on a le résultat voulu par le

Théorème 3.8. Si U satisfait ZF, alors l’ensemble Vω, muni de la relation ∈,
satisfait Z0+ non IF.

L’ensemble Vω étant transitif, satisfait l’axiome d’extensionnalité. Il satis-
fait l’axiome de la somme: si a ∈ Vω, on a a ∈ Vn pour un n ∈ ω ; la réunion
des éléments de a est contenue dans Vn, donc appartient à Vn+1, donc à Vω.

De même toute partie de a appartient à Vn+1, donc P(a) ⊂ Vn+1 et
donc P(a) ∈ Vn+2. L’axiome de l’ensemble des parties est donc satisfait.

Considérons un ensemble a ∈ Vω et un énoncé R(x,y) à paramètres
dans Vω qui, interprété dans Vω, définit une relation fonctionnelle. Cette
relation fonctionnelle est définie dans U par l’énoncé «x ∈ Vω et y ∈ Vω

et RVω(x,y) »; son domaine étant un ensemble, c’est d’ailleurs une fonction
f à valeurs dans Vω. Soit a′ = a∩Dom(f). La fonction φ : a′ → ω qui, à
chaque élément x de a′, associe le rang de f(x) est majorée par un entier k :
car a′ ⊂ a ⊂ Vn, donc a′ est équipotent à un ordinal fini.

L’ensemble b = Im(f |�a′), dont les éléments sont les images des élé-
ments de a par f , est donc contenu dans Vk et donc b ∈ Vk+1.

L’axiome de l’infini n’est pas satisfait dans Vω : en effet, si a est un en-
semble tel que 0 ∈ a, et tel que ∀x(x ∈ a ⇒ x ∪ {x} ∈ a), alors n ∈ a pour
tout n ∈ ω, donc ω ⊂ a. Or aucun élément de Vω ne contient ω, puisque
chaque élément de Vω est équipotent à un ordinal fini.

Remarque. Pour montrer réellement l’indépendance de l’axiome de l’infini
vis-à-vis des autres axiomes de ZF, il resterait à prouver que, si Z0 est non-
contradictoire, alors Z0 + IF, c’est-à-dire ZF, l’est aussi. Mais, comme on le
verra plus loin (chapitre 9, page 109), ceci n’est pas démontrable.

Consistance de l’axiome d’accessibilité

Nous supposons ici que l’univers U satisfait l’axiome du choix.
Un cardinal λ est dit inaccessible s’il a les trois propriétés:

1) λ > ω.
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2) Si β est un cardinal < λ, alors 2β < λ.
3) Pour toute famille (βi)i∈I de cardinaux < λ, indexée par un cardinal
I < λ, on a supi∈I (βi) < λ.

Un cardinal qui n’est pas inaccessible est dit accessible.
Remarquer qu’un cardinal inférieur à un cardinal accessible peut être

inaccessible (par exemple, si λ est inaccessible, 2λ est accessible et > λ).

Lemme 3.9. Soit λ un cardinal inaccessible. Alors Vλ = λ ; pour que a ∈ Vλ,
il faut et il suffit que a ⊂ Vλ et que a < λ.

Comme λ ⊂ Vλ, on a Vλ �λ. On montre que pour tout α < λ, Vα < λ ;

soit en effet α le premier ordinal < λ tel que Vα � λ, s’il en existe. On a

Vα = ⋃
β<α P(Vβ) donc Vα = sup(α, supβ<α 2Vβ).

Comme β < α, Vβ < λ par définition de α ; donc 2Vβ < λ puisque λ

est inaccessible. La famille de cardinaux 2Vβ étant indexée par α < λ, on a

supβ<α 2Vβ < λ, puisque λ est inaccessible. Cela contredit Vα �λ.

Comme Vα < λ pour tout α < λ, on a Vλ = supα<λ(Vα) � λ et donc

Vλ = λ. Si a ∈ Vλ, on a a ∈ Vα pour un α < λ, donc a �Vα et donc a < λ.

Inversement soit a ⊂ Vλ, tel que a < λ. La fonction x �→ rg(x) définie
sur a, est une famille de cardinaux, tous < λ, indexée par un ensemble a de
cardinal < λ. Elle est donc majorée par un cardinal ℵρ < λ.

On a donc rg(x) �ℵρ pour tout x ∈ a, et donc rg(x) < ℵρ+1 = γ ; par
suite a ⊂ Vγ , soit a ∈ Vγ+1. Or γ = ℵρ+1 � 2ℵρ < λ, donc γ + 1 � λ. On
a donc a ∈ Vλ.

• Si λ est un cardinal inaccessible, alors Vλ satisfait les axiomes de ZF+
AF +AC.

On vérifie aisément que les axiomes d’extensionnalité, de la somme, de
l’ensemble des parties, de fondation, et de l’infini sont satisfaits.

L’axiome du choix est satisfait, car si a ∈ Vλ est tel que les éléments de a

soient non vides et disjoints deux à deux, il existe (d’après l’axiome du choix
dans U) un ensemble b contenu dans ∪a dont l’intersection avec chaque
élément de a possède un élément et un seul. Comme a ⊂ Vα, avec α < λ,
on a b ⊂ Vα donc b ∈ Vα+1, d’où b ∈ Vλ.

Considérons a ∈ Vλ et R(x,y) un énoncé à paramètres dans Vλ défi-
nissant dans Vλ une relation fonctionnelle. Cette relation fonctionnelle est
définie dans U par l’énoncé «x ∈ Vλ et y ∈ Vλ et RVλ(x,y)»; son domaine
étant un ensemble, c’est une fonction f . L’ensemble b, dont les éléments
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sont les images des éléments de a par f , est contenu dans Vλ et b � a < λ,
ce qui montre que b ∈ Vλ.

C.Q.F.D.

Théorème 3.10. Si ZF + AC est non contradictoire, alors ZF + AC+ «tout car-
dinal est accessible » l’est aussi.

Soit U un univers qui satisfait l’axiome du choix. Alors, ou bien dans U
tout cardinal est accessible, et on a le résultat cherché; ou bien il y a dans
U un cardinal inaccessible, et soit π le plus petit. L’ensemble Vπ satisfait
les axiomes de ZF + AF +AC; on va montrer qu’il satisfait l’énoncé: «tout
cardinal est accessible».

• Les ordinaux de Vπ sont les ordinaux < π.

Car un ordinal de Vπ est un élément α de Vπ , totalement ordonné par la
relation ∈ et tel que x ∈ α, y ∈ x ⇒ y ∈ α ; c’est donc un ordinal qui est
élément de Vπ , c’est-à-dire un ordinal < π.

• Les cardinaux de Vπ sont les cardinaux < π.

Si α est un cardinal < π, on a α ∈ Vπ , et dans Vπ il n’existe aucune bijection
de α sur un ordinal < α (puisque dans U il n’existe aucune bijection ayant
cette propriété). Donc α est un cardinal de Vπ .

Inversement, si α < π n’est pas un cardinal, il existe une bijection f :
α → γ où γ < α ; mais f ⊂ α × γ , donc f ⊂ α × α et f ∈ Vα+3 ; donc
f ∈ Vπ , et il existe dans Vπ une bijection de α sur γ , ce qui montre que α

n’est pas un cardinal de Vπ .
Soit alors α un cardinal < π ; par définition de π, α est accessible dans

U ; l’un des trois cas suivants est donc réalisé:

1. α�ω ; dans ce cas α est accessible dans Vπ ;

2. Il existe un cardinal β < α tel que 2β � α ; dans ce cas β ∈ Vπ ,
2β ∈ Vπ et donc α est accessible dans Vπ ;

3. α = ⋃
i∈I βi avec βi < α, I étant un cardinal < α. La fonction i �→βi

est un sous-ensemble de I ×α, donc de α ×α, donc appartient à Vπ .
Cela montre que α est accessible dans Vπ .

L’axiome «tout cardinal est accessible» est donc satisfait dans Vπ .

Remarque. Comme on le verra plus loin (chapitre 9, page 108), il est par
contre impossible de montrer l’assertion suivante: Si ZF+AC est une théorie
consistante, alors ZF +AC+ «il existe un cardinal inaccessible» l’est aussi.





Chapitre 4

Le schéma de réflexion

Considérons une collection X et un énoncé E(x1, . . . , xk) dont tous les pa-
ramètres sont dans X. On dira que la collection X convient à l’énoncé E, si,
quels que soient les objets a1, . . . , ak de X, ils satisfont E(a1, . . . , ak) si et
seulement si ils satisfont EX(a1, . . . , ak).

Donc, « la collection X convient à l’énoncé E » n’est autre que l’énoncé:
∀x1 . . .∀xk[X(x1) et . . . et X(xk) ⇒ (E(x1, . . . , xk) ⇔ EX(x1, . . . , xk))].

Remarquons que si E est sans quantificateurs, EX est E lui-même. Donc
n’importe quelle collection convient à un énoncé sans quantificateur.

Un énoncé E est dit prénexe s’il est de la forme N1N2 . . .NrE
′, où E′

est un énoncé sans quantificateurs et chaque Ni (1� i � r) est soit «non»
soit «∃x ».

On dira alors que l’énoncé F précède E s’il est obtenu en supprimant
un certain nombre de signes «non» et «∃x » en tête de E, c’est-à-dire si F

est de la forme NpNp+1 . . .NrE
′.

On sait que, pour tout énoncé A, on peut trouver un énoncé E prénexe,
équivalent à A et qui a les mêmes paramètres et les mêmes variables libres
que A (voir [3], [15] ou [22]).

Lemme 4.1. Considérons un énoncé E prénexe, sans paramètre, et une suite
croissante d’ensembles (Xn)n∈ω ; soit X = ⋃

n∈ω Xn. Si chaque Xn convient
à l’énoncé E et à tous les précédents, alors X convient aussi à E et à tous les
énoncés précédents.

On montre le lemme par induction (au sens intuitif) sur le nombre de
signes «non» et « ∃x » qui sont en tête de E. Le lemme est évident si E est
sans quantificateur, puisqu’alors tout ensemble convient à E, et qu’il n’y a
pas d’énoncés précédant E.

53
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Si E est « non F », Xn convient à E et à tous les précédents, donc à F

et à tous les précédents. Donc (hypothèse de récurrence), X convient à F et
à tous les précédents. On a donc:

∀x1 . . .∀xk[x1 ∈ X et . . . et xk ∈ X ⇒ (F(x1, . . . , xk) ⇔ FX(x1, . . . , xk))].
Comme E est non F , et EX est non FX, il est clair que X convient à E.

Si E est ∃xF(x,x1, . . . , xk), Xn convient à E et à tous les précédents,
donc à F et à tous les précédents. Par suite (hypothèse de récurrence), X

convient à F et à tous les précédents. Il reste à montrer que X convient à E.
Soient a1, . . . , ak ∈ X. Si l’énoncé EX(a1, . . . , ak) est vrai, on a ∃x(x ∈ X

et FX(x,a1, . . . , ak)) ; d’où un objet a ∈ X tel que l’on ait FX(a,a1, . . . , ak).
Comme X convient à F, on a F(a,a1, . . . , ak) et donc ∃xF(x,a1, . . . , ak) ;
il en résulte que E(a1, . . . , ak) est vrai.

Inversement, si E(a1, . . . , ak) est vrai, on a a1, . . . , ak ∈ Xn pour n assez
grand; comme Xn convient à E, on a EXn(a1, . . . , ak), c’est-à-dire:

∃x[x ∈ Xn et FXn(x,a1, . . . , ak)].
D’où un élément a de Xn tel que FXn(a,a1, . . . , ak). Comme Xn convient
à F , on a F(a,a1, . . . , ak) ; comme X convient à F , on a FX(a,a1, . . . , ak)

et donc ∃x(x ∈ X et FX(x,a1, . . . , ak)). Donc EX(a1, . . . , ak) est vrai.
C.Q.F.D.

Remarque. Ce lemme est en fait un schéma de théorèmes: pour chaque
énoncé E, il donne un énoncé vrai (et sa démonstration).

Le schéma de réflexion est un schéma de théorèmes que l’on démontre
dans la théorie de Zermelo-Frænkel avec axiome de fondation. Il s’énonce:

Théorème 4.2. Soit E(x1, . . . , xk) un énoncé sans paramètre ; alors, pour tout
ordinal α, il existe un ordinal limite β > α tel que Vβ convienne à E.

Le schéma consiste donc en l’énoncé du théorème:

∀α(∃β ordinal limite > α)∀x1 . . .∀xk[x1 ∈ Vβ et . . . et xk ∈ Vβ ⇒
(E(x1, . . . , xk) ⇔ EVβ(x1, . . . , xk))]

pour chaque énoncé E(x1, . . . , xk) sans paramètre.

Démonstration. On montre, par récurrence (au sens intuitif) sur la lon-
gueur de E, supposé prénexe, que pour tout ordinal α, il existe un ordinal
limite β > α, tel que Vβ convienne à E et à tous les énoncés précédant E.

C’est évident si E est sans quantificateurs, car Vα+ω convient à E.
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Si E est «nonF », il existe un ordinal limite β > α, tel que Vβ convienne à
F et à tous les énoncés précédents ; alors Vβ convient àE : car, si a1, . . . , ak ∈
Vβ , on a:

F(a1, . . . , ak) ⇔ FVβ (a1, . . . , ak)

donc E(a1, . . . , ak) ⇔ EVβ(a1, . . . , ak).
Supposons que E soit de la forme ∃xF(x,x1, . . . , xk) ; d’après l’hypo-

thèse de récurrence, pour tout ordinal α, il existe un ordinal limite β > α

tel que Vβ convienne à F et à tous les énoncés précédents.
On définit une relation fonctionnelle y = �(x1, . . . , xk) à k arguments

par l’énoncé:
«y est l’ensemble des x de rang minimum tels que F(x,x1, . . . , xk) ».

Par définition de �, on a évidemment, en utilisant l’axiome de fondation:

∃xF(x,x1, . . . , xk) ⇔ ∃x[(x ∈ �(x1, . . . , xk)) et F(x, x1, . . . , xk)].
On définit par induction sur ω une suite (βn)n∈ω d’ordinaux de la façon

suivante:
β0 est le premier ordinal > α, tel que Vβ0 convienne à F et à tous les

énoncés précédents.
Ayant défini βi pour tout i � 2n, on pose: β2n+1 = le premier ordi-

nal > β2n, tel que Vβ2n+1 contienne �(a1, . . . , ak) quel que soit le k-uplet
(a1, . . . , ak) d’éléments de Vβ2n (un tel ordinal existe puisque l’ensemble⋃{�(a1, . . . , ak) ; (a1, . . . , ak) ∈ Vk

β2n
} appartient à - et donc est contenu

dans - un Vγ ).
β2n+2 = le premier ordinal > β2n+1 tel que Vβ2n+2 convienne à F et à

tous les énoncés précédents.
La suite βn est strictement croissante; donc si β = supn βn, β est un

ordinal limite, et Vβ = ⋃
n∈ω Vβn = ⋃

n∈ω Vβ2n .
Comme Vβ2n convient à F et à tous les énoncés précédents, Vβ aussi

d’après le lemme 4.1.
Il reste à montrer que Vβ convient à E ; soient a1, . . . , ak ∈ Vβ et n un

entier assez grand pour que a1, . . . , ak ∈ Vβ2n .
Si E(a1, . . . , ak) est vrai, on a ∃xF(x,a1, . . . , ak), d’où ∃x[x ∈ �(a1, . . . , ak)

et F(x,a1, . . . , ak)]. Soit a ∈ �(a1, . . . , ak) tel que F(a,a1, . . . , ak). On a
a1, . . . , ak ∈ Vβ2n , et donc a ∈ Vβ2n+1 , d’où a ∈ Vβ . Comme Vβ convient à
F , on a FVβ(a,a1, . . . , ak), donc ∃x(x ∈ Vβ et FVβ (x,a1, . . . , ak)). Donc
EVβ(a1, . . . , ak) est vrai.

Inversement, si EVβ(a1, . . . , ak) est vrai, on a un objet a ∈ Vβ tel que
FVβ(a,a1, . . . , ak). Comme Vβ convient à F , on a F(a,a1, . . . , ak) et donc
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on a E(a1, . . . , ak).
C.Q.F.D.

Cas particulier. Si l’énoncé E est clos, dire que Vβ convient à E signifie
que E est vrai dans l’univers si, et seulement si, il est vrai dans Vβ . Il en
résulte que:

• Si E est un énoncé clos qui est vrai dans l’univers, pour tout ordinal α,
il existe β > α, tel que E soit vrai dans Vβ .

Dans la suite nous aurons à utiliser une forme plus générale du schéma
de réflexion, que voici :

• On considère une relation fonctionnelle y = Wα, de domaine On,
croissante (α � β ⇒ Wα ⊂ Wβ) et continue (si α est un ordinal limite,
Wα = ⋃

β<α Wβ). Soit W la collection qui est la réunion des ensembles Wα,
c’est-à-dire la collection définie par l’énoncé W(x) : ∃α[On(α) et x ∈ Wα].

Si E(x1, . . . , xk) est un énoncé sans paramètre, pour tout ordinal α, il
existe un ordinal limite β > α tel que :
∀x1 . . .∀xk[x1 ∈ Wβ et . . . et xk ∈ Wβ

⇒ (EW(x1, . . . , xk) ⇔ EWβ(x1, . . . , xk))].
La démonstration est exactement la même que la précédente, car les

seules propriétés des Vα qu’on utilise sont les deux propriétés citées. L’ex-
pression «l’ensemble X convient à l’énoncé E » a alors le sens suivant :
«tout élément de X est dans la collection W et ∀x1 . . .∀xk(x1 ∈ X et . . . et
xk ∈ X ⇒ (EW(x1, . . . , xk) ⇔ EX(x1, . . . , xk)) ».

Notons que cette forme du schéma de réflexion se démontre sans l’axiome
de fondation (l’axiome de fondation ne servait qu’à montrer que tout objet
est dans un Vα).

Comparaison des théories Z et ZF

Soit α un ordinal limite > ω (donc α � ω + ω). On vérifie aisément que
l’ensemble Vα, muni de la relation ∈ satisfait les axiomes suivants :

a) Axiome d’extensionnalité ;
b) Axiome de la paire: ∀x∀y∃z∀t[t ∈ z ⇔ t = x ou t = y] ;
c) Axiome de la somme;
d) Axiome de l’ensemble des parties ;
e) Axiome de l’infini : ∃x[∅ ∈ x et ∀y(y ∈ x ⇒ y ∪{y} ∈ x)] ;
f) Schéma d’axiomes de compréhension: pour chaque énoncé sans para-

mètre A(x,x1, . . . , xk), on écrit l’axiome:
∀x1 . . .∀xk∀x∃y∀z[z ∈ y ⇔ [z ∈ x et A(z,x1, . . . , xk)]].
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a) est satisfait car Vα est transitif ; b), c), d) sont satisfaits parce que
α est un ordinal limite: si x,y ∈ Vα, on a x,y ∈ Vβ pour un β < α,
donc {x,y} ∈ Vβ+1,

⋃
z∈x z ∈ Vβ+1, P(x) ∈ Vβ+1 et β + 1 < α ; e) est

satisfait car ω ∈ Vα puisque α > ω ; d’autre part, si a,a1, . . . , ak ∈ Vα, on
a a,a1, . . . , ak ∈ Vβ pour un β < α. L’ensemble b des éléments z de a

tels que AVα(z,a1, . . . , ak) est un sous-ensemble de a, donc b ∈ Vβ+1 ; le
schéma de compréhension est donc satisfait.

Les axiomes a), b), c), d), e) et le schéma f) constituent la théorie des
ensembles de Zermelo ; on la désigne par Z.

Il est facile de voir que la théorie Z est moins forte que la théorie ZF (en
supposant cette dernière non contradictoire), c’est-à-dire de trouver un théo-
rème de ZF qu’on ne peut montrer à l’aide des axiomes de Z: par exemple,
l’énoncé «tout ensemble bien ordonné est isomorphe à un ordinal ».

Supposons en effet donné un univers U; l’ensemble Vω+ω de cet univers
satisfait les axiomes de Z comme on vient de le voir ; les ordinaux de Vω+ω,
(c’est-à-dire les ensembles qui satisfont l’énoncé On(x) restreint à Vω+ω),
sont les ordinaux < ω + ω. Or P(ω × ω) ∈ Vω+ω, et donc toute relation
de bon ordre sur ω (sous-ensemble de ω ×ω) appartient à Vω+ω. Il y a, en
particulier, dans Vω+ω une relation de bon ordre de type ω + ω, qui n’est
donc pas isomorphe à un ordinal de Vω+ω. L’ensemble Vω+ω ne satisfait
donc pas l’énoncé considéré, qui ne peut donc être conséquence de Z.

Remarquons que Vα (α ordinal limite > ω) satisfait aussi l’axiome de fon-
dation. Nous nous proposons de montrer qu’aucune extension consistante
de ZF +AF n’est finiment axiomatisable sur Z+ AF ; autrement dit :

Théorème 4.3. Pour chaque énoncé clos A consistant avec Z +AF , on peut
trouver un énoncé B qui est conséquence de ZF+AF+A mais non de Z+AF+A.

L’énoncé B est «il existe un ordinal limite β > ω tel que AVβ ». Il est bien
conséquence de ZF + AF +A : supposons en effet que l’univers U satisfasse
AF et A ; d’après le schéma de réflexion, il existe un ordinal limite β > ω tel
que Vβ convienne à A. Comme A est vrai dans U, AVβ l’est aussi.

Soit α un ordinal limite; il est aisé de vérifier successivement que Vα

convient aux énoncés suivants (dont les variables libres sont ξ,x,y) :

• On(ξ) sous la forme:
∀x[x ∈ ξ ⇒ x ⊂ ξ] et ∀x∀y[x ∈ ξ et y ∈ ξ ⇒ x ∈ y ou x = y ou
y ∈ x].

• «ξ est un ordinal limite», c’est-à-dire:
On(ξ) et ξ �= 0 et ∀x[ξ �= x ∪{x}].
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• y = P(x), c’est-à-dire ∀z[z ∈ y ⇔ z ⊂ x].
• y = ⋃

z∈x z, c’est-à-dire ∀u[u ∈ y ⇔ ∃z(z ∈ x et u ∈ z)].
• x ∈ Vξ , c’est-à-dire «On(ξ) et ∃f [f est une fonction de domaine ξ+1

telle que (∀η ∈ ξ +1)(f(η) = ⋃
ζ∈η P(f(ζ))) et x ∈ f(ξ)] ».

On en déduit le

Lemme 4.4. Considérons un énoncé E(x1, . . . , xk) sans paramètres et un or-
dinal limite α. Alors Vα convient à l’énoncé EVξ (x1, . . . , xk) (dont les variables
libres sont ξ,x1, . . . , xk).

On le montre par induction (au sens intuitif) sur la longueur de l’énoncé
E, supposé prénexe. Le lemme est évident si E est sans quantificateur ; si
E est «non F », comme Vα convient à FVξ (hypothèse de récurrence), il
convient à sa négation qui est EVξ .

Supposons que E(x1, . . . , xk) soit ∃xF(x,x1, . . . , xk), l’énoncé F étant
supposé satisfaire le lemme. Alors EVξ est ∃x[x ∈ Vξ et FVξ (x,x1, . . . , xk)].
Donc [EVξ (x1, . . . , xk)]Vα est l’énoncé:

∃x[x ∈ Vα et (x ∈ Vξ)
Vα et (FVξ (x,x1, . . . , xk))

Vα ].
On a vu que Vα convenait à l’énoncé à deux variables libres x ∈ Vξ . Donc,

si x,ξ ∈ Vα, (x ∈ Vξ)
Vα ⇔ x ∈ Vξ . De plus, x ∈ Vα et x ∈ Vξ ⇔ x ∈ Vξ

puisque ξ est un ordinal ∈ Vα, donc < α. Par ailleurs, comme Vα convient
à FVξ , on a, si x,x1, . . . , xk ∈ Vα :

(FVξ (x,x1, . . . , xk))
Vα ⇔ FVξ (x,x1, . . . , xk).

Donc, si ξ, x1, . . . , xk ∈ Vα, on a:

[EVξ (x1, . . . , xk)]Vα ⇔ ∃x[x ∈ Vξ et FVξ (x,x1, . . . , xk)] ⇔EVξ (x1, . . . , xk).
C.Q.F.D.

Soit alors α le premier ordinal limite > ω, tel que Vα convienne à l’énoncé
clos A ; comme A est vrai dans U, α est le premier ordinal limite > ω tel
que AVα .

D’après le lemme, Vα convient à l’énoncé AVξ (à une variable libre ξ).
L’énoncé B étant ∃ξ[ξ est un ordinal limite > ω et AVξ ], l’énoncé BVα

est ∃ξ[ξ ∈ Vα et (ξ est un ordinal limite > ω)Vα et (AVξ )Vα ] ; comme Vα

convient à AVξ et à l’énoncé «ξ est un ordinal limite > ω», l’énoncé entre
[ ] est équivalent à: ξ ∈ Vα et ξ est un ordinal limite > ω et AVξ . Donc BVα

équivaut à ∃ξ[ξ ∈ Vα et ξ est un ordinal limite > ω et AVξ ] et BVα est faux
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d’après le choix de α (car ξ ∈ Vα ⇒ ξ < α). Cela montre que l’ensemble
Vα satisfait les axiomes de Z, l’énoncé A (car AVα est vrai d’après le choix
de α), l’axiome de fondation, mais ne satisfait pas B. L’énoncé B n’est donc
pas une conséquence de Z +AF +A.

En particulier, on a montré:

• Si la théorie ZF est non contradictoire, elle n’est pas finiment axioma-
tisable.

En effet, ZF +AF n’est pas contradictoire non plus; si ZF était équiva-
lente à un seul axiome A, alors ZF + AF serait équivalente à Z+ AF +A, ce
qui est impossible comme on vient de le voir.

Remarque. L’énoncé B associé à A n’est pas un énoncé arithmétique, même
si A en est un (par «énoncé arithmétique», on entend un énoncé restreint à
Vω). Le deuxième théorème d’incomplétude de Gödel permet de donner une
autre démonstration qui, à chaque énoncé clos A consistant avec ZF +AF,
associe un énoncé d’arithmétique B′, conséquence de ZF +AF + A, mais non
de Z +AF + A (voir chapitre 9).

Le problème suivant est non résolu jusqu’ici : en supposant ZF non contra-
dictoire, existe-t-il un énoncé clos A, consistant avec Z, tel que Z +A soit
équivalente à ZF + A? D’après ce qu’on vient de montrer, un tel énoncé A,
s’il existe, doit contredire l’axiome de fondation (sinon Z+ AF +A serait non
contradictoire et équivalente à ZF + AF +A).





Chapitre 5

L’ensemble des formules

Dans les chapitres 1 et 2 nous avons construit, dans chaque univers U,
une sorte de réplique pour plusieurs notions fondamentales des mathéma-
tiques: par exemple, la notion de fonction, ou celle d’entier naturel ; d’ailleurs
nous employons maintenant ces mots presque toujours dans le sens qu’ils
prennent dans U, et non plus dans leur sens intuitif.

Nous nous proposons maintenant de faire la même «opération» avec
la notion d’énoncé de théorie des ensembles. Toutefois nous continuerons
à utiliser le mot énoncé dans son sens intuitif, comme nous l’avons fait
jusqu’ici, et nous appellerons formules les objets de l’univers que nous allons
définir.

On choisit dans l’univers U, cinq ensembles distincts notés ∨, ¬,
∨

, ε, ≈ :
par exemple 0,1,2,3,4 ; et un ensemble dénombrable V dont les éléments,
appelés variables, sont distincts des précédents: par exemple l’ensemble des
entiers� 5. Si x est une variable, le couple ordonné (

∨
, x) est noté

∨
x.

On définit par induction une fonction n �→ Fn de domaine ω : F0 est
l’ensemble des triplets ordonnés (ε, x,y) et (≈, x,y) pour x,y ∈ V ; autre-
ment dit :

F0 = [{ε} ×V2] ∪ [{≈} ×V2].
Un élément de F0 est appelé formule atomique.
Ensuite, pour tout entier n,

Fn+1 = Fn ∪[{¬} ×Fn] ∪ [{∨} ×F 2
n ] ∪ [({∨} ×V) ×Fn].

Fn+1 est donc l’ensemble constitué par les éléments de Fn et les couples et
triplets ordonnés de la forme (¬,�), (∨,�,�), (

∨
x,�) pour �,� ∈ Fn

et x ∈ V.
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On pose F = ⋃
n∈ω Fn ; F est appelé ensemble des formules.

D’après le choix qui a été fait de ∨,¬,
∨

, ε,≈,V, on voit aisément par
induction sur n que Fn ⊂ Vω et donc F ⊂ Vω. Toute formule est un
ensemble héréditairement fini.

Etant donnée une formule �, appelons longueur de � le premier entier
n tel que � ∈ Fn.

Lemme 5.1. Pour chaque formule �, un et un seul des cas suivants se pré-
sente :

• � est atomique ;
• � est de la forme (¬,�) ;
• � est de la forme (∨,�,�′) ;
• � est de la forme (

∨
x,�).

De plus � et �′ sont des formules déterminées par � et de longueur stricte-
ment inférieure à celle de �.

Il est clair que chaque formule � est un couple ordonné (se rappeler
que le triplet ordonné (a,b, c) est le couple ordonné (a, (b, c))). Le premier
élément de ce couple peut être ε,≈,¬,∨,

∨
x (où x ∈ V). Or ces objets

sont deux à deux distincts, comme on le voit aisément d’après le choix de
ε,≈,¬,∨,

∨
et V. Si ce premier élément est ε ou ≈, on a � ∈ F0. Si c’est

¬, le deuxième élément de ce couple est une formule �. Si n est la longueur
de �, on a n > 0, (¬,�) ∈ Fn et (¬,�) /∈ Fn−1. D’après la définition de
Fn, on a donc � ∈ Fn−1 et donc la longueur de � est < n. D’autre part, il
est clair que � est déterminée par �. Même résultat si le premier élément
du couple est

∨
x. Si le premier élément du couple est ∨, le deuxième est de

la forme (�,�′) ; � et �′ sont évidemment déterminées par �. D’autre part
(∨,�,�′) ∈ Fn et (∨,�,�′) /∈ Fn−1, ce qui montre que �,�′ ∈ Fn−1.
Donc � et �′ sont de longueur < n.

C.Q.F.D.

Dans la suite, les formules (ε,x,y), (≈, x,y), (¬,�), (∨,�,�), (
∨

x,�)

seront notées respectivement x εy, x≈y, ¬�, �∨�,
∨

x(�) ; ε, ≈, ¬, ∨,
∨

sont appelés respectivement symboles d’appartenance, d’égalité, de négation,
de disjonction, et quantificateur existentiel.

Les formules (¬�) ∨ �, ¬((¬�) ∨ (¬�)), ¬∨
x(¬�) seront notées

respectivement � →�, �∧ �,
∧

x(�) ; la formule (� → �) ∧ (� → �)

sera notée � ↔ � ; →, ∧, ↔,
∧

sont appelés respectivement symboles
d’implication, de conjonction, d’équivalence et quantificateur universel.

On définit par induction sur la longueur une application vl de F dans
l’ensemble des parties finies de V ; vl(�) est appelé ensemble des variables
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libres de la formule �.

• Si � = x εy ou � = x≈y, alors vl(�) = {x,y} ;
• vl(¬�) = vl(�) ;
• vl(�∨ �) = vl(�) ∪ vl(�) ;
• vl(

∨
x �) = vl(�) �{x}.

Une formule � est dite close si vl(�) = ∅.

Remarque. Il est clair qu’à chaque énoncé A sans paramètre correspond
une formule, que nous désignerons par �A�. Mais la réciproque peut être
fausse: s’il existe dans U un entier n qui a un nombre infini (au sens intuitif)
d’éléments, il existe une formule de longueur n, et elle ne peut correspondre
à un énoncé. En fait, on voit facilement qu’une formule correspond à un
énoncé si, et seulement si, sa longueur est un entier qui n’a qu’un nombre
fini (au sens intuitif) d’éléments.

On définit par induction sur la longueur de la formule � une relation
fonctionnelle à deux arguments: Y = Val(�,X) dont le domaine est la
relation «� est une formule et X un ensemble non vide». Y est appelé valeur
de la formule � dans l’ensemble X ; c’est un sous-ensemble de Xvl(�).

1) Si � est x εy (resp. x≈y), alors Val(�,X) = {δ ∈ X{x,y} ; δ(x) ∈ δ(y)

(resp. δ(x) = δ(y))}.
2) Si � = ¬�, Val(�,X) = Xvl(�) � Val(�,X).
3) Si � = � ∨ �′ alors Val(�,X) = {δ ∈ Xvl(�) ; la restriction de δ à

vl(�) appartient à Val(�,X) ou bien la restriction de δ à vl(�′) appartient
à Val(�′,X)}.

4) Si � = ∨
x � alors Val(�,X) = {δ ∈ Xvl(�) ; il existe une extension δ′

de δ à vl(�), telle que δ′ ∈ Val(�,X)} (se rappeler que vl(�) = vl(�)�{x}).

Si � est la formule qui correspond à l’énoncé A(x1, . . . , xk), il est bien
clair que Val(�,X) est l’ensemble des fonctions δ : {x1, . . . , xk} → X

telles que le k-uplet (δx1, . . . , δxk) satisfasse l’énoncé AX(x1, . . . , xk) ; on
le démontre aisément par induction (au sens intuitif) sur la longueur de
l’énoncé A.

Autrement dit, Val(�A(x1, . . . , xk)�,X) est essentiellement l’ensemble
des k-uplets d’éléments de X qui satisfont AX(x1, . . . , xk).

Une formule � dont les variables libres se trouvent dans l’ensemble fini
{x1, . . . , xk} (indexé par l’entier k) est notée aussi �(x1, . . . , xk).

Une formule �0 avec paramètres est, par définition, un couple ordonné
(�,η), où � est une formule, et η une application dont le domaine est
une partie de vl(�). Si η est à valeurs dans un ensemble X, on dit que
�0 est une formule à paramètres dans X. Si les variables libres de � sont
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x1, . . . , xk,y1, . . . , yl, le domaine de η le sous-ensemble {x1, . . . , xk} de
vl(�) et si η(xi) = ai (1 � i � k), la formule �0 avec paramètres est no-
tée �(a1, . . . , ak,y1, . . . , yl). L’ensemble {y1, . . . , yl} (c’est-à-dire vl(�) �
Dom(η)), est, par définition, l’ensemble des variables libres de la formule �0
avec paramètres, et est noté vl(�0).

Considérons un ensemble X et une formule �0 = (�,η) avec paramètres
pris dans X. On définit alors Val(�0,X) comme l’ensemble des applications
δ ∈ Xvl(�0) telles que δ ∪ η ∈ Val(�,X) (δ ∪ η est la fonction de domaine
vl(�) égale à δ sur vl(�0) et à η sur vl(�) � vl(�0).

Si A(x1, . . . , xk) est un énoncé quelconque, avec paramètres, il lui cor-
respond une formule avec paramètres, notée �A�. Alors Val(�A�,X) est dé-
finie si tous les paramètres de l’énoncé A sont éléments de X ; c’est alors
l’ensemble des δ ∈ X{x1,...,xk} tels que l’on ait AX(δx1, . . . , δxk), comme
on le montre facilement par induction (au sens intuitif) sur la longueur de
l’énoncé A.

Une formule � avec paramètres est dite close si vl(�) = ∅. Si X est un
ensemble qui a comme éléments tous les paramètres de �, alors Val(�,X)

est un sous-ensemble de X∅ = {∅}. Donc Val(�,X) = 1 ou 0 ; lorsque
Val(�,X) = 1, on dit que la formule � est satisfaite dans l’ensemble X, ce
qu’on note X |= �.

Le théorème suivant se démontre à l’aide de l’axiome du choix; nous
l’utiliserons au chapitre 8.

Théorème 5.2 (Löwenheim-Skolem). Soient X un ensemble, P une partie de
X et A l’ensemble des formules closes à paramètres dans P qui sont satisfaites

dans X. Alors il existe un sous-ensemble Y de X tel que Y �P +ℵ0, Y ⊃ P ,
et tel que toute formule de A soit satisfaite dans Y .

On considère une application θ : P(X) � {∅} → X telle que θ(U) ∈ U

pour toute partie U non vide de X (axiome du choix).
On définit par induction une suite croissante Pn(n ∈ ω) de parties de X :

P0 = P ; Pn étant donné, on définit Pn+1 de la façon suivante: on considère
l’ensemble Gn des formules �(x,a1, . . . , ar) à une variable libre à para-
mètres dans Pn telles que

∨
x�(x,a1, . . . , ar) soit satisfaite dans X ; alors

Pn+1 est l’ensemble des θ(U�) lorsque � décrit Gn, avec U� = {ξ ∈ X ;
�(ξ,a1, . . . , ar) est satisfaite dans X}.

Pn+1 ⊃ Pn : en effet la formule x≈a appartient à Gn si a ∈ Pn et pour
cette formule U� = {a} donc θ(U�) = a.

Comme le cardinal de l’ensemble des formules à paramètres dans Pn est
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Pn +ℵ0, on a Gn � Pn +ℵ0. Donc Pn+1 � Pn +ℵ0, puisque � �→ θ(U�)

est une surjection de Gn sur Pn+1. On a donc, par induction, Pn �P +ℵ0.

On pose Y = ⋃
n∈ω Pn. Donc Y �P +ℵ0, et Y ⊃ P .

Soit �(a1, . . . , ak) une formule close à paramètres dans Y . On montre,
par induction sur la longueur de �, qu’elle est satisfaite ou non satisfaite à
la fois par X et Y .

C’est évident si �est atomique. Si �est ¬� (resp. �∨�′), �est satisfaite
dans Y si, et seulement si, � ne l’est pas (resp. � ou �′ est satisfaite dans
Y) donc si et seulement si � est non satisfaite dans X, d’après l’hypothèse
d’induction (resp. � ou �′ est satisfaite dans X), donc si et seulement si �

est satisfaite dans X.
Si �(a1, . . . , ak) = ∨

x �(x, a1, . . . , ak), supposons d’abord � satisfaite
dans X. Alors, pour n assez grand, a1, . . . , ak ∈ Pn, donc �(x,a1, . . . , ak) ∈
Gn. Donc :

θ(U�) = a ∈ Pn+1

et �(a,a1, . . . , ak) est satisfaite dans X (par définition de θ et U�). Comme
�(a, a1, . . . , ak) est de longueur strictement inférieure à celle de �, on voit
(hypothèse d’induction) que �(a,a1, . . . , ak) est satisfaite dans Y , et donc
aussi �(a1, . . . , ak), qui est

∨
x �(x,a1, . . . , ak).

Inversement, si
∨

x�(x,a1, . . . , ak) est satisfaite dans Y , il existe a ∈ Y

tel que �(a,a1, . . . , ak) soit satisfaite dans Y . D’après l’hypothèse d’induc-
tion �(a,a1, . . . , ak) est satisfaite dans X, donc aussi

∨
x �(x,a1, . . . , ak).

En particulier on a bien montré que toute formule de A est satisfaite
dans Y .

C.Q.F.D.

Restriction d’une formule à un ensemble

Etant donnée une formule �(x1, . . . , xk, a1, . . . , al) avec paramètres dans
un ensemble a (ai ∈ a pour tout i, 1 � i � l), on définit, par induction
sur la longueur de �, une formule notée �a(x1, . . . , xk,a1, . . . , al) qu’on
appelle la restriction de � à l’ensemble a :

• Si � est atomique, alors �a = � ;
• Si � = ¬�, alors �a = ¬�a ;
• Si � = �1 ∨�2, alors �a = �a

1 ∨�a
2 ;

• Si � = ∨
x �, alors �a = ∨

x(x ε a ∧�a).

Il est clair que � et �a ont les mêmes variables libres. Les paramètres de
�a sont a,a1, . . . , al.



66 Première partie : Modèles intérieurs

Le théorème suivant sera également utilisé au chapitre 8 :

Théorème 5.3. Si a ∈ b et a ⊂ b, et si � est une formule avec paramètres
dans a, alors Val(�,a) = avl(�) ∩ Val(�a,b).

On le montre par induction sur la longueur de �.
Le résultat est évident si � est atomique. Si � = ¬�, on a:

Val(�,a) = avl(�) � Val(�,a) = avl(�) � Val(�a, b) = avl(�) ∩ Val(�a,b)

puisque, par hypothèse, � satisfait le théorème.
La démonstration est analogue si � = �1 ∨�2.
Si � = ∨

x�, on a:
Val(�,a) = {δ ∈ avl(�) ; (∃δ′ ⊃ δ)(δ′ ∈ Val(�,a))}.
Comme Val(�,a) = avl(�) ∩ Val(�a,b) (hypothèse d’induction), on a:

Val(�,a) = {δ ∈ avl(�) ; (∃δ′ ⊃ δ)(δ′ ∈ avl(�) et δ′ ∈ Val(�a,b))}
= {δ ∈ avl(�) ; δ ∈ Val(

∨
x(x εa ∧�a),b)} = avl(�) ∩ Val(�a,b).

C.Q.F.D.



Chapitre 6

Ensembles définissables en termes
d’ordinaux

Notation. Soit �(x) une formule à une variable libre, à paramètres dans
un ensemble X. La valeur de cette formule dans X est une partie de X{x}.
Par la bijection canonique de X{x} sur X (celle qui envoie {(x,u)} sur u

pour chaque u ∈ X), il lui correspond une partie de X que nous noterons
val(�,X), et que nous appellerons encore, par abus de langage, valeur de la
formule � dans X.

On considère un univers U qui satisfait l’axiome de fondation. On définit
une collection, notée DO, par l’énoncé:

DO(a) : « Il existe un ordinal α et une formule �(x,α1, . . . ,αr) qui a une
seule variable libre, dont les paramètres sont des ordinaux < α, et dont la
valeur dans l’ensemble Vα est {a}».

La collection DO est appelée collection des ensembles définissables en
termes d’ordinaux.

Lemme 6.1. Considérons un ensemble a et un énoncé A(x,α1, . . . ,αk) à une
variable libre, dont les paramètres sont les ordinaux α1, . . . ,αk, et tel que a

soit le seul ensemble qui satisfait cet énoncé. Alors a est définissable en termes
d’ordinaux.

On peut appliquer le schéma de réflexion, puisque l’axiome de fondation
est supposé vrai dans U. Il existe donc un ordinal α > α1, . . . ,αk et assez
grand pour que a ∈ Vα, tel que Vα convienne à l’énoncé A(x,α1, . . . ,αk).
Alors a est le seul élément de Vα qui satisfait l’énoncé AVα(x,α1, . . . ,αk), et
donc la valeur de la formule �A(x,α1, . . . ,αk)� dans l’ensemble Vα est {a}.
Cela montre que a est définissable en terme d’ordinaux.

67



68 Première partie : Modèles intérieurs

Lemme 6.2 (Réciproque). Si a est un ensemble définissable en termes d’ordi-
naux, il y a un énoncé A(x,γ0) à une variable libre, dont le seul paramètre
est l’ordinal γ0, qui est satisfait par le seul objet a.

Un tel énoncé est appelé une définition de a en termes d’ordinaux.
Considérons les énoncés sans paramètre s = J(α) et x = K(n) qui

établissent respectivement une bijection de On sur σ(On) (collection des
suites finies d’ordinaux) et de ω sur Vω. Ces énoncés ont été écrits précé-
demment (pages 39 et 45).

Puisque a est définissable en termes d’ordinaux, il existe un ordinal α0
et une formule �0(x,α1, . . . ,αr) à paramètres dans α0, qui est telle que
val(�0,Vα0) = {a}.

On considère alors l’énoncé suivant E(x,n,α,β) à quatre variables et
sans paramètre: «n est un entier, α et β sont des ordinaux, le couple ordonné
(K(n),J(β)) est une formule � dont les paramètres sont des ordinaux < α

et val(�,Vα) = {x}».
Désignons par n0 l’entier tel que K(n0) soit la formule �0(x,x1, . . . , xr)

sans paramètre, et par β0 l’ordinal tel que J(β0) soit la suite (α1, . . . ,αr).
Il est clair que l’énoncé E(x,n0,α0,β0) est satisfait par le seul objet a ; les
seuls paramètres de cet énoncé sont les ordinaux n0, α0,β0.

Si on veut un énoncé qui n’ait qu’un seul paramètre, on désigne par
γ0 l’ordinal tel que J(γ0) = (n0,α0,β0) et on peut prendre pour l’énoncé
A(x,γ0) : « Il existe un entier n et deux ordinaux α,β tels que J(γ0) =
(n,α,β) et E(x, n,α,β)».

La collection DO peut ne pas être transitive, autrement dit il se peut qu’un
ensemble soit définissable en termes d’ordinaux sans que chacun de ses
éléments le soit (cf. exercice 17). On définit une sous-collection de DO, notée
HDO, qui est transitive, par l’énoncé HDO(x) : « Tout élément de Cl({x}) est
définissable en termes d’ordinaux» (on rappelle que Cl(a) désigne la clôture
transitive de a, c’est-à-dire le plus petit ensemble transitif contenant a ; on
a Cl({x}) = {x} ∪ Cl(x) : voir théorème 3.5).

La collection HDO est appelée collection des ensembles héréditairement
définissables en termes d’ordinaux. Notons qu’elle est définie par un énoncé
sans paramètre.

Lemme 6.3. Pour que a soit héréditairement définissable en termes d’ordi-
naux, il faut et il suffit qu’il soit définissable en termes d’ordinaux et que
chaque élément de a soit héréditairement définissable en termes d’ordinaux.

La condition est évidemment nécessaire. Supposons alors que chaque
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élément de a soit dans HDO, et que a soit dans DO. On a (théorème 3.5) :

Cl({a}) = {a} ∪ Cl(a) = {a} ∪a ∪ ⋃

y∈a

Cl(y)

donc:
Cl({a}) = {a} ∪ ⋃

y∈a

(Cl(y) ∪ {y}) = {a} ∪ ⋃

y∈a

Cl({y}).

Par hypothèse, chaque élément de Cl({y}) est dans DO, pour tout y ∈ a.
Cela montre que chaque élément de Cl({a}) est dans DO, et donc HDO(a).

On montre la consistance relative de l’axiome du choix en construisant,
à partir d’un modèle U0 supposé donné de ZF, un modèle de ZF + AF +AC.

Pour cela on construit d’abord, à partir de U0, un modèle U de ZF +AF,
ainsi qu’on l’a déjà vu. On montre alors

Théorème 6.4. Soit U un modèle de ZF + AF. Alors la collection HDO cons-
truite dans U satisfait ZF, l’axiome de fondation, et l’axiome du choix.

Axiome d’extensionnalité. Si a,b sont dans HDO, tous leurs éléments y
sont aussi.

Axiome de la somme. Si a est dans HDO, soit b la réunion des éléments de
a. Il est clair que chaque élément de b est dans HDO. Il suffit donc, d’après
le lemme précédent, de montrer que b est définissable en termes d’ordinaux.

Or a est définissable en termes d’ordinaux, donc est le seul objet qui
satisfait un certain énoncé A(x,α). Il est clair que b est le seul objet qui
satisfait l’énoncé B(y,a) : ∀z(z ∈ y ⇔ ∃u(u ∈ a et z ∈ u)).

Donc b est le seul objet qui satisfait l’énoncé ∃x[A(x,α) et B(y,x)].
Comme cet énoncé n’a pour paramètre que l’ordinal α, b est définissable en
termes d’ordinaux d’après le lemme 6.1.

Axiome de l’ensemble des parties. Soient a un ensemble héréditairement
définissable en termes d’ordinaux, et b l’ensemble des parties de a qui
sont dans HDO. Comme chaque élément de b est dans HDO, pour mon-
trer HDO(b), il suffit de montrer DO(b). Considérons une définition A(x,α)

de a en termes d’ordinaux. Alors b est le seul objet qui satisfait l’énoncé

B(y,a) : ∀z[z ∈ y ⇔ HDO(z) et z ⊂ a]
donc aussi l’énoncé ∃x[A(x,α) et B(y,x)], ce qui montre que b est définis-
sable en termes d’ordinaux.

Schéma de substitution. Considérons un énoncé R(x,y,a1, . . . , ak) à
deux variables libres, dont les paramètres a1, . . . , ak sont dans HDO, et qui,
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interprété dans HDO, définit une relation fonctionnelle. Cette relation fonc-
tionnelle est définie dans l’univers Upar l’énoncé suivant, que nous noterons
S(x,y,a1, . . . , ak) : « HDO(x) et HDO(y) et RHDO(x,y,a1, . . . , ak)». Soient
a un objet de HDO, et b l’ensemble des images des éléments de a par cette
relation fonctionnelle. Chaque élément de b est dans HDO, et il suffit donc de
montrer DO(b). Considérons des énoncés A(x,α), A1(x1,α1), . . . , Ak(xk,αk)

qui sont des définitions en termes d’ordinaux de a,a1, . . . , ak respective-
ment. Alors b est le seul ensemble qui satisfait l’énoncé B(y,a,a1, . . . , ak) :

∀z[z ∈ y ⇔ ∃t(t ∈ a et S(t, z,a1, . . . , ak))]
donc aussi l’énoncé:

∃x∃x1 . . .∃xk[A(x,α) et A1(x1,α1) et . . .
et Ak(xk,αk) et B(y,x,x1, . . . , xk)]

dont les seuls paramètres sont les ordinaux α,α1, . . . ,αk.
On a donc bien DO(b).

Axiome de l’infini . Il est clair que chaque ordinal α est dans DO (il est
défini par l’énoncé x = α), donc dans HDO. En particulier, on a HDO(ω) et
ω satisfait l’axiome de l’infini dans HDO.

Axiome de fondation. Si a �= ∅ est dans HDO, et si b est un des éléments
de a de rang minimum, on a b ∩a = ∅.

Axiome du choix. On a une relation fonctionnelle α = �(φ), définie par
un énoncé sans paramètre, injective, dont le domaine est la collection des
formules à une variable libre à paramètres dans On, et à valeurs dans On :
à la formule φ = �(x,α1, . . . ,αr) on associe d’abord le couple d’ordinaux
(n,β) où n est l’entier associé à la formule sans paramètre (élément de Vω)
�(x, x1, . . . , xr) au moyen de la bijectionK de ω sur Vω définie page 45, et β

l’ordinal associé à la suite d’ordinaux α1, . . . ,αr au moyen de l’isomorphisme
de σ(On) sur On (voir page 39); et ensuite l’ordinal α associé au couple (n,β)

au moyen de l’isomorphisme de On2 sur On (voir page 38).
On définit alors une relation fonctionnelle β = D(x), de domaine DO à

valeurs dans On, par l’énoncé:
«β est le plus petit ordinal représentant un couple (α,γ) tel que γ soit

l’ordinal associé par � à une formule � à une variable libre dont les para-
mètres sont des ordinaux < α et dont la valeur dans Vα soit {x}».

L’énoncé β = D(x) est sans paramètre; il est clair que x �= x′ ⇒ D(x) �=
D(x′).

Il en résulte que la relation R(x,y) définie par l’énoncé sans paramètre
«DO(x) et DO(y) et D(x) � D(y)» est une relation de bon ordre sur la
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collection DO.
Soit alors a un ensemble de HDO. La restriction de ce bon ordre à a est

l’ensemble
b = {(x,y) ∈ a2 ; D(x)�D(y)}.

Les éléments de l’ensemble b étant dans HDO, pour montrer HDO(b) il suffit
de montrer DO(b). Or b est le seul ensemble qui satisfait l’énoncé:

B(y,a) : ∀z[z ∈ y ⇔ ∃u∃v(u ∈ a et v ∈ a et z = (u,v) et D(u)�D(v))].
Donc, si A(x,α) est une définition de a en termes d’ordinaux, b est défini
en termes d’ordinaux par l’énoncé ∃x[A(x,α) et B(y,x)].

On a donc HDO(b) ; or b est un bon ordre sur a dans U, donc aussi dans
HDO : car toutes les parties non vides de a, et en particulier celles qui sont
dans HDO, ont un plus petit élément (mod. b).
HDO satisfait donc le théorème de Zermelo, donc AC.

C.Q.F.D.

On a aisi démontré:

• Si ZF est consistante, alors ZF + AF + AC l’est également.

Les ordinaux de HDO sont les ordinaux de U (comme on a AF, on peut,
d’après le théorème 3.1, écrire On(x) sous la forme ∀y(y ∈ x ⇒ y ⊂ x) et
∀y∀z[y ∈ x et z ∈ x ⇒ z ∈ y ou y = z ou y ∈ z]). Les entiers de HDO sont
les mêmes que les entiers de U.

D’autre part, Vω est dans HDO : en effet la bijection x = K(n) de ω sur
Vω (voir page 45) donne, pour chaque ensemble héréditairement fini, une
définition de cet ensemble qui a comme paramètre un entier. Donc, tout
élément de Vω est dans DO, donc dans HDO puisque Vω est transitif. Comme
Vω lui-même est dans DO (il est défini par l’énoncé sans paramètre: «x est
l’ensemble des ensembles héréditairement finis») on a bien HDO(Vω). Soit
f l’application n →Vn de domaine ω. Alors on a HDO(f) : car tout élément
de f est un couple (n,Vn) donc un ensemble héréditairement fini, donc est
dans HDO. D’autre part, f est définie par un énoncé sans paramètre: «f est
la fonction de domaine ω telle que f(0) = 0 et f(k + 1) = P(f(k)) pour
tout k ∈ ω».

Il en résulte que la collection HDO convient à l’énoncé «x ∈ Vω », c’est-
à-dire: (x ∈ Vω)HDO ⇔ x ∈ Vω. Car l’énoncé x ∈ Vω s’écrit : ∃f∃n[f est une
fonction de domaine ω telle que f(k+1) = P(f(k)) pour k ∈ ω, f(0) = 0,
et x ∈ f(n)].

On peut alors remarquer que la démonstration de consistance relative de
AC qui vient d’être faite donne aussi le résultat suivant :
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• Si un énoncé arithmétique E (énoncé dont tous les quantificateurs sont
restreints à Vω) est démontrable dans la théorie ZF + AF + AC, il est
aussi démontrable dans ZF.

En effet, en utilisant le fait que (x ∈ Vω)HDO ⇔ x ∈ Vω, on voit aisément
que EHDO ⇔ E, si E est un énoncé restreint à Vω.
Comme E est conséquence de ZF + AC, on a une démonstration A1, . . . ,
An, E de E dans cette théorie. On a montré que pour chaque axiome A de
ZF + AC, AHDO est conséquence de ZF. Il en résulte que AHDO

1 , . . . , AHDO
n ,

EHDO est une démonstration de EHDO, et donc de E, à partir des axiomes
de ZF seulement.

Le principe du choix. On dit que l’univers U satisfait le principe du
choix, si on a un énoncé A(x,y) à deux variables libres et sans paramètre,
qui définit une relation de bon ordre dont le domaine est U tout entier.

Il est clair que l’axiome du choix est alors vrai dans U. Remarquons que
le principe du choix n’est pas un axiome, ni même un schéma d’axiomes,
mais une «disjonction infinie» d’énoncés: ceux qui expriment pour chaque
énoncé A(x,y) à deux variables sans paramètre, que la relation définie par
cet énoncé est un bon ordre sur U. On a néanmoins le résultat suivant :

• Si U satisfait ZF + AF, alors U satisfait le principe du choix si, et
seulement si, l’axiome ∀xDO(x) est vrai dans U.

En effet, si U satisfait le principe du choix, on a un bon ordre sur U
défini par un énoncé A(x,y) sans paramètre. On en déduit un isomorphisme
x = J(α) de On sur l’univers U muni de ce bon ordre, et cet isomorphisme
est défini par un énoncé sans paramètre. Alors chaque objet a de U est
définissable en termes d’ordinaux (par l’énoncé x = J(α) où le paramètre
est l’ordinal α associé à a).

Inversement, si ∀x DO(x) est vrai, l’énoncé sans paramètres D(x) �
D(y) qui définit un bon ordre sur la collection DO, définit alors un bon
ordre sur U tout entier.

C.Q.F.D.

Il en résulte en particulier (moyennant AF) que l’énoncé sans paramètre
D(x) � D(y) a la propriété suivante: s’il y a un énoncé A(x,y) sans pa-
ramètre qui définit un bon ordre sur l’univers, alors l’énoncé D(x) �D(y)

définit un bon ordre sur l’univers.
Au chapitre 8, nous montrerons la non-contradiction relative de l’axiome

∀xDO(x), et donc du principe du choix.



Chapitre 7

Modèles de Frænkel-Mostowski

Considérons, sur l’univers U, une relation R(x,y) à deux arguments qui éta-
blit une bijection de U sur lui-même, c’est-à-dire qui satisfait les conditions:

∀x∀y∀y′ [R(x,y) et R(x,y′) ⇒ y = y′]
∀x∀x′ ∀y[R(x,y) et R(x′, y) ⇒ x = x′]

∀x∃yR(x,y) et ∀y∃xR(x,y).

Cette relation fonctionnelle sera notée y = F(x). La relation binaire x ∈
F(y) est notée x ∈′ y.

Pour chaque énoncé E(x1, . . . , xk), soit E′(x1, . . . , xk) l’énoncé obtenu
en remplaçant partout ∈ par ∈′ dans E.

Nous allons vérifier que la collection de tous les ensembles, munie de la
relation ∈′, satisfait les axiomes de ZF ; nous désignerons par U′ l’univers
ainsi obtenu. On a donc à montrer que si A est un axiome de ZF, A′ est
satisfait dans U.

Axiome d’extensionnalité. On a à vérifier que:

∀x∀y[x = y ⇔∀z(z ∈′ x ⇔ z ∈′ y)].
Soient a,b deux objets de U, tels que ∀z(z ∈′ a ⇔ z ∈′ b), c’est-à-dire:

∀z(z ∈ F(a) ⇔ z ∈ F(b)).

On a donc F(a) = F(b), d’où a = b puisque F est bijective.

Axiome de la somme. Étant donné un ensemble a, la collection ∃y[y ∈′ a

et x ∈′ y] est un ensemble c ; car cet énoncé est ∃y[y ∈ F(a) et x ∈ F(y)]
73
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et il équivaut à x ∈ ⋃{F(y) ; y ∈ F(a)}. Donc si c = ⋃{F(y) ; y ∈ F(a)},
on a:

∀x[x ∈ c ⇔ ∃y(y ∈′ a et x ∈′ y)].
En posant b = F−1(c), on a:

∀x[x ∈′ b ⇔ ∃y(y ∈′ a et x ∈′ y)],
ce qui montre que l’axiome de la somme est satisfait.

Axiome de l’ensemble des parties. Étant donné un ensemble quelconque
a, l’énoncé ∀y(y ∈′ x ⇒ y ∈′ a) s’écrit :

∀y[y ∈ F(x) ⇒ y ∈ F(a)],
soit F(x) ⊂ F(a), ou encore F(x) ∈ c, avec c = P(F(a)) ; si on définit b

par F(b) = {x ; F(x) ∈ c}, cet énoncé équivaut à x ∈ F(b) puisque F est
bijective. On a donc:

x ∈′ b ⇔ ∀y[y ∈′ x ⇒ y ∈′ a],
ce qui montre que l’axiome de l’ensemble des parties est satisfait.

Schéma de substitution. Considérons un ensemble a et un énoncé R(x,y)

tel que R′(x, y) définisse une relation fonctionnelle. Soit c l’ensemble des
images des éléments de F(a) par cette relation. On a donc:

∀y[y ∈ c ⇔ ∃x(x ∈ F(a) et R′(x,y))].
Donc si b = F−1(c), on a

∀y[y ∈′ b ⇔ ∃x(x ∈′ a et R′(x,y))],
ce qui montre que le schéma de substitution est satisfait.

Axiome de l’infini. On définit par induction une fonction f de domaine
ω : f(0) = F−1(0) ; f(n+1) est défini par F(f(n+1)) = F(f(n))∪{f(n)} ;
soit η l’image de f , et θ = F−1(η).

On a ∀x(x /∈′ F−1(0)) ; donc F−1(0) est l’ensemble vide ∅′ de U′. On a
∅′ ∈ η, donc ∅′ ∈′ θ.

De plus, si x ∈′ θ, on a x ∈ η, donc x = f(n) pour un n ∈ ω. Alors
∀z[z ∈′ f(n+1) ⇔ z ∈′ f(n) ou z = f(n)] d’après la définition de f(n+1).
Cela montre que:

f(n+1) = x ∪′ {x}′.
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Donc ∀x[x ∈′ θ ⇒ x ∪′ {x}′ ∈′ θ] et θ satisfait l’axiome de l’infini dans U′.
Si U satisfait l’axiome du choix, U′ le satisfait aussi.
Considérons un ensemble a qui, dans U′, satisfait l’énoncé «les éléments

de a sont non vides et deux à deux disjoints». On a donc:
∀x[x ∈′ a ⇒ ∃y(y ∈′ x)],
∀x∀y[x ∈′ a et y ∈′ a et x �= y ⇒ ∀z(z /∈′ x ou z /∈′ y)].

Posons a1 = {F(x); x ∈ F(a)}.
Les deux énoncés ci-dessus expriment que les éléments de a1 sont non

vides et deux à deux disjoints. D’après l’axiome du choix dans U, il existe
donc un ensemble b1 dont l’intersection avec chaque élément de a1 a un
élément et un seul ; c’est-à-dire:

∀x[x ∈ a1 ⇒ ∃y∀z((z ∈ x et z ∈ b1) ⇔ z = y)]
ou encore:

∀x[F(x) ∈ a1 ⇒ ∃y∀z((z ∈ F(x) et z ∈ b1) ⇔ z = y)].
Par définition de a1, F(x) ∈ a1 équivaut à x ∈ F(a), c’est-à-dire à x ∈′ a ;
donc:

∀x[x ∈′ a ⇒ ∃y∀z((z ∈′ x et z ∈ b1) ⇔ z = y)].
Si on pose b = F−1(b1), on a:

∀x[x ∈′ a ⇒ ∃y∀z((z ∈′ x et z ∈′ b) ⇔ z = y)]
ce qui montre que l’axiome du choix est satisfait dans U′.

Un ensemble a est appelé atome si a = {a}, c’est-à-dire si ∀x(x ∈ a ⇔
x = a) est vrai dans U. Il est clair que l’existence d’atomes est incompatible
avec l’axiome de fondation.

• Si ZF est consistante, alors ZF+ «il existe un atome » l’est aussi.

On définit la bijection F de U sur lui-même par l’énoncé suivant :

«(x = 0 et y = 1) ou (x = 1 et y = 0) ou (x �= 0,1 et x = y)».

Dans l’univers U′ obtenu à partir de cette bijection, ∅ (l’ensemble vide
de U) est un atome: car ∀x(x ∈′ ∅ ⇔ x = ∅) puisque F(∅) = {∅}.

En choisissant convenablement la bijection F , on montre que divers
autres énoncés plus forts que non AF sont compatibles avec ZF (par exemple
l’existence de cycles a1 ∈ a2 ∈ . . . ∈ an ∈ a1 pour la relation ∈).

L’exemple suivant nous servira pour la suite de ce chapitre:
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• Si ZF est non contradictoire, alors ZF+ «il existe un ensemble d’atomes
équipotent à ω» est non contradictoire également.

On définit F en posant F(n) = {n} et F({n}) = n pour tout entier n� 1
(c’est possible car les ensembles n, {p} sont tous distincts lorsque n et p

décrivent l’ensemble des entiers� 1) et F(x) = x pour tout ensemble x qui
n’est pas de la forme n ou {n} avec n ∈ ω �{0}.

Pour chaque entier n� 1, on a ∀x(x ∈′ n ⇔ x = n), ce qui montre que
n est un atome de U′.

Etant donné deux objets a,b on note {a,b}′ leur paire dans U′ ; on a
{a,b}′ = F−1({a,b}) ; on note (a,b)′ leur couple ordonné dans U′, et on a:

(a,b)′ = F−1({F−1({a}),F−1({a,b})}).
On définit une fonction f de domaine ω, par induction, en posant:

∀x[x ∈′ f(n +1) ⇔ (∃i � n)(x = f(i))]
c’est-à-dire f(n + 1) = F−1({f(0),f(1), . . . ,f(n)}) et f(0) = ∅′. D’après
sa définition il est clair que lorsque n décrit ω, f(n) décrit l’ensemble des
entiers de U′. On définit alors une fonction g de l’univers U′ en posant :

(x,y)′ ∈′ g ⇔ (x,y) ∈ f

soit (x,y)′ ∈ F(g) ⇔ (x, y) ∈ f (donc si h est l’image de l’ensemble f par
l’application (x,y) → (x,y)′, on a g = F−1(h)).

Alors il est clair que dans U′, g est une bijection de l’ensemble des entiers
de U sur l’ensemble des entiers de U′. Comme tous les entiers � 1 de U
sont des atomes de U′, on a bien, dans U′, une bijection d’un ensemble
d’atomes sur l’ensemble des entiers.

C.Q.F.D.

Consistance de la négation de l’axiome du choix

On se propose de construire un modèle de ZF dans lequel l’axiome du choix
ne soit pas satisfait. D’après le résultat précédent on peut supposer donné
un univers U0 dans lequel il existe un ensemble d’atomes A équipotent à ω.

On définit une relation fonctionnelle y = Wα de domaine On par induc-
tion en posant :

W0 = A; Wα = ⋃

β<α

P(Wβ) pour α �= 0.
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Remarquons que, A étant un ensemble d’atomes, W0 est transitif. Donc
W1 = P(W0) ⊃ W0. Pour 1 � β � α on a évidemment Wβ ⊂ Wα. Il
en résulte que, quels que soient les ordinaux α,β tels que β � α, on a
Wβ ⊂ Wα.

De la même façon qu’au chapitre 3, on en déduit que Wα+1 = P(Wα) et
Wα = ⋃

β<α Wβ si α est un ordinal limite. On désigne par W la collection qui
est la réunion des Wα, c’est-à-dire la collection définie par l’énoncé W(x) :
∃α[On(α) et x ∈ Wα].

Si a est un objet de W, on appelle rang de a (noté encore rg(a)), le
premier ordinal α tel que a ∈ Wα. Exactement comme le lemme 3.2, on
montre le

Lemme 7.1. Pour que a soit dans W, il faut et il suffit que tous ses éléments
y soient. Le rang d’un élément de a est strictement inférieur à celui de a si
celui-ci est �= 0.

Et de la même façon, on voit que la collection W satisfait les axiomes
de ZF.

L’ensemble A est dans W puisque A ∈ W1. Tout objet de W qui est
un atome, est élément de A : en effet, soit a un atome de W, de rang non
nul, donc de la forme α + 1 (le rang n’est jamais un ordinal limite). Alors
a ∈ Wα+1, donc a ⊂ Wα et comme a ∈ a, il en résulte que a ∈ Wα, ce qui
contredit la définition du rang. Il en résulte que a est de rang 0, donc a ∈ A.
La bijection f de A sur ω est dans W : car tout élément de f est de la forme
(a,n) avec a ∈ A et n ∈ ω, donc est élément de Wn+3.

W ne satisfait pas l’axiome de fondation, mais satisfait l’axiome:

∀x[x �= ∅ ⇒ ∃y[y ∈ x et (y ∩x = ∅ ou y = {y})]].
En effet si a �= ∅ est dans W, soit b un des éléments de rang minimum

de a ; si ce rang est > 0, tout élément de b est de rang strictement inférieur,
donc b ∩ a = ∅ ; si ce rang est nul, b est un atome.

La collection W montre donc la non-contradiction du système d’axiomes
T suivant : ZF+ «la collection des atomes (définie par l’énoncé x = {x}) est
un ensemble équipotent à ω» + ∀x[x �= ∅ ⇒ ∃y[y ∈ x et (y ∩ x = ∅ ou
y = {y})]].

On considère maintenant un univers U1 quelconque qui satisfait ces
axiomes. On désigne par A l’ensemble des atomes et on fait la construction
précédente dans U1 : on définit Wα par induction en posant W0 = A et
Wα = ⋃

β<α P(Wβ) si α� 1. W désigne la collection ∃α[On(α) et x ∈ Wα],
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qui est la réunion des Wα.
Alors tout objet de U1 est dans W ; autrement dit :

• U1 satisfait l’axiome ∀x∃α[On(α) et x ∈ Wα].
Supposons en effet qu’un objet a ne soit pas dans W ; soit b la clôture
transitive de a, et c l’ensemble des éléments de b qui ne sont pas dans W.
Alors c �= ∅ : car il existe un élément x de a qui n’est pas dans W (sinon on
a W(a)) et donc x ∈ c. Soit y un élément quelconque de c ; alors y n’est pas
un atome, puisque tous les atomes sont dans W.

De plus, comme y n’est pas dans W, il y a un z ∈ y qui n’est pas dans
W. Comme y ∈ b, on a z ∈ b puisque b est transitif et par suite z ∈ c. Donc
y ∩ c �= ∅, et c contredit l’axiome:

∀x[x �= ∅ ⇒ ∃y(y ∈ x et (y ∩x = ∅ ou y = {y}))].
C.Q.F.D.

Soit σ une bijection de Asur lui-même (on dit encore une permutation de
A) ; on définit par induction sur rg(x) une relation fonctionnelle y = Sσ(x)

de domaine U1 tout entier en posant :
Sσ(x) = σ(x) si rg(x) = 0 (x est alors un atome) ;
Sσ(x) = {Sσ(y) ; y ∈ x} si rg(x) > 0 (en effet, on a alors y ∈ x ⇒ rg(y) <

rg(x)).
La relation fonctionnelle Sσ est un automorphisme de l’univers U1, ce

qui veut dire que les énoncés suivants sont vrais dans U1 :

∀x∀x′[Sσ(x) = Sσ(x′) ⇒ x = x′]
∀y∃x[y = Sσ(x)] ; ∀x∀x′[x ∈ x′ ⇔ Sσ(x) ∈ Sσ(x′)].

On montre le premier énoncé par induction sur sup(rg(x), rg(x′)). Si Sσ(x) =
Sσ(x′) et x �= x′, on a, par exemple, y0 ∈ x, y0 /∈ x′ ; d’où Sσ(y0) ∈ Sσ(x),
soit Sσ(y0) ∈ Sσ(x′). D’où y′

0 ∈ x′ tel que Sσ(y0) = Sσ(y′
0) ; on a y0 �= y′

0,
car y0 /∈ x′. Or rg(y0) < rg(x), rg(y′

0) < rg(x′), donc sup(rg(y0), rg(y′
0)) <

sup(rg(x), rg(x′)). Cela contredit l’hypothèse d’induction.
Soit x un ensemble de rang minimum non atteint par Sσ s’il en existe;

évidemment, rg(x) �= 0. On a donc pour tout y ∈ x un élément y∗ (et un
seul, puisque Sσ est injective) tel que Sσ(y∗) = y. Soit x∗ = {y∗ ; y ∈ x} ;
on a Sσ(x∗) = {Sσ(y∗) ; y ∈ x} = x, ce qui est une contradiction.

Si x ∈ x′, alors Sσ(x) ∈ Sσ(x′) par définition de Sσ . Si Sσ(x) ∈ Sσ(x′),
on a Sσ(x) = Sσ(y) pour un y ∈ x′ ; donc x = y puisque Sσ est injective,
d’où x ∈ x′.
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Pour chaque permutation σ de l’ensemble des atomes A, on a donc défini
une relation fonctionnelle y = Sσ(x) qui est un automorphisme de l’univers
U1 ; pour alléger l’écriture, on la notera aussi y = σ(x) ou y = σx (ce qui
est bien cohérent puisque pour tout atome x, σ(x) = Sσ(x)).

Lemme 7.2. Soient σ une permutation de A, et E(a1, . . . , an) un énoncé clos
dont les paramètres sont a1, . . . , an. Alors U1 satisfait l’énoncé:

E(a1, . . . , an) ⇔ E(σa1, . . . ,σan).

On le montre par induction (au sens intuitif) sur la longueur de l’énoncé
E(a1, . . . , an). Si l’énoncé est a1 ∈ a2 ou a1 = a2, la conclusion est vraie
puisque σ est un automorphisme de l’univers U1.

Si E(a1, . . . , an) est «F(a1, . . .an) ou G(a1, . . . , an)», d’après l’hypo-
thèse de récurrence, on a F(a1, . . . , an) ⇔ F(σa1, . . . ,σan), et également
G(a1, . . . , an) ⇔ G(σa1, . . . ,σan).

On a donc E(a1, . . . , an) ⇔ E(σa1, . . . ,σan).
Même démonstration si E(a1, . . . , an) est «non F(a1, . . . , an)».
Si E(a1, . . . , an) est ∃xF(x,a1, . . . , an), supposons E(a1, . . . , an) vrai

dans U1 ; alors on a F(a, a1, . . . , an), pour un certain objet a ; d’après
l’hypothèse de récurrence, on a donc F(σa, σa1, . . . ,σan), et donc aussi
∃xF(x,σa1, . . . ,σan). Même démonstration pour la réciproque.

C.Q.F.D.

Remarquer que ce lemme est en fait un schéma de théorèmes pour la
théorie T (page 77): on a montré l’énoncé:

«Pour toute permutation σ de l’ensemble des atomes, et quels que soient
x1, . . . , xn, on a E(x1, . . . , xn) ⇔ E(σx1, . . . ,σxn)»

pour chaque énoncé E(x1, . . . , xn) sans paramètre.

Lemme 7.3. Considérons un ensemble a, et un énoncé E(x,a1, . . . , ak) à une
variable libre, tel que a soit le seul ensemble qui satisfait cet énoncé ; soit σ

une permutation de E. Alors σa est le seul ensemble qui satisfait l’énoncé
E(x,σa1, . . . ,σak).

En effet, on a ∀x[x = a ⇔ E(x,a1, . . . , ak)] et, d’après le lemme 7.2, on
a donc ∀x[x = σa ⇔ E(x,σa1, . . . ,σak)].

C.Q.F.D.

Lemme 7.4. Pour chaque ordinal α et chaque permutation σ de A on a
σα = α.
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En effet, soit α le premier ordinal tel que σα �= α s’il en existe; alors
σβ = β pour tout β ∈ α, donc σα = {σβ ; β ∈ α} = α, ce qui est une
contradiction.

C.Q.F.D.

On peut appliquer dans l’univers U1 le schéma de réflexion généralisé
(page 56) à la relation fonctionnelle y = Wα. Ici, la réunion des Wα est
l’univers entier, et on a donc l’énoncé:
∀α(∃β > α)∀x1 . . .∀xn[x1 ∈ Wβ et . . . et xn ∈ Wβ ⇒ (E(x1 . . . , xn) ⇔
EWβ(x1, . . . , xn))] pour chaque énoncé E sans paramètre.

On définit alors la collection DOA par l’énoncé DOA(x) : « il existe un
ordinal α et une formule �(z,α1, . . . ,αr,a1, . . . , as) qui a une seule variable
libre z, dont les paramètres sont des ordinaux < α et des atomes, dont la
valeur dans Wα est {x}».

On l’appelle la collection des ensembles définissables en termes d’ordi-
naux et d’atomes.

De la même façon que le lemme 6.1, on montre le

Lemme 7.5. Considérons un ensemble a et un énoncé E(x,α1, . . . ,αk,u) à
une variable libre, dont les paramètres sont des ordinaux α1, . . . ,αk, et une
suite finie d’atomes u (fonction définie sur un entier s à valeurs dans A) et
supposons que a soit le seul ensemble qui satisfait cet énoncé. Alors a est
définissable en termes d’ordinaux et d’atomes.

En effet, d’après le schéma de réflexion généralisé, il existe un ordinal
limite α > α1, . . . ,αk, et assez grand pour que u et a soient éléments de
Wα, tel que Wα convienne à l’énoncé E.

Alors la valeur de la formule �E(x,α1, . . . ,αk,u)� dans Wα est {a} ; soit
�(x,α1, . . . ,αk,u) cette formule. Comme u est une suite finie a1, . . . , as

d’atomes, on a:
u = {(1, a1), . . . , (s,as)}.

Alors la formule:
∨

z(�(x,α1, . . . ,αk, z) ∧∧
t[t ε z ↔ �t = (1, a1) ∨ . . . ∨ t = (s,as)�])

a pour valeur {a} dans Wα, et a bien pour paramètres des ordinaux et des
atomes.

On a également la réciproque:

Lemme 7.6. Soit a un ensemble définissable en termes d’ordinaux et d’atomes.
Il y a un énoncé E(x,γ0,u) à une variable libre, dont les paramètres sont un
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ordinal γ0 et une suite finie u d’atomes, tel que a soit le seul ensemble qui
satisfait cet énoncé.

Un tel énoncé sera appelé définition de l’ensemble a en termes d’ordinaux
et d’atomes.

Par hypothèse, il existe un ordinal α0 et une formule �0(z,α1, . . . ,αr,

a1, . . . , as), à une variable libre z, dont les paramètres sont les ordinaux α1,
. . . , αr < α0 et les atomes a1, . . . , as, et dont la valeur dans Wα0 est {a}.

Or la donnée d’une telle formule revient à la donnée d’un entier (l’entier
associé à la formule sans paramètre �0(z, x1, . . . , xr, y1, . . . , ys)), d’un or-
dinal (l’ordinal associé à la suite finie d’ordinaux α1, . . . ,αr), et de la suite
finie u = (a1, . . . , as) d’atomes, donc finalement à la donnée d’un ordinal
β0 et d’une suite finie u d’atomes. L’énoncé cherché F(x,α0,β0,u) s’écrit
alors «la valeur de la formule à paramètres ordinaux et atomes, associée à
l’ordinal β0 et à la suite finie d’atomes u, dans l’ensemble Wα0 , est {x}». On
obtient, si on veut, un énoncé E(x,γ0,u) en utilisant la bijection de On2 sur
On définie page 38.

On définit alors la collection HDOA des ensembles héréditairement défi-
nissables en termes d’ordinaux et d’atomes par l’énoncé HDOA(x) : « Tout
élément de Cl({x}) est dans DOA». On remarque que les collections DOA et
HDOA sont définies par des énoncés sans paramètre.

Lemme 7.7. Pour que a soit dans HDOA, il faut et il suffit que a soit dans
DOA et que chaque élément de a soit dans HDOA.

Même démonstration que le lemme 6.3.
On montre alors, de la même façon qu’au chapitre 6:

• La collection HDOA satisfait les axiomes de ZF.

L’ensemble A est dans HDOA : en effet, chaque élément a de A est dans
DOA puisque c’est un atome (il est donc défini par l’énoncé x = a). Comme
Cl({a}) = a, chaque atome est dans HDOA. Il suffit donc de montrer que
A est dans DOA : or A est défini par l’énoncé ∀z(z ∈ x ⇔ z = {z}) puisque
c’est l’ensemble des atomes.

• L’axiome du choix n’est pas satisfait dans HDOA ; plus précisément,
l’ensemble des atomes ne peut être totalement ordonné.

En effet, supposons qu’il existe dans HDOA un ensemble v qui soit un
ordre total strict sur A. Considérons un énoncé E(x,γ0,u) qui soit une
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définition de v en termes d’ordinaux et d’atomes; u est une suite finie
(a1, . . . , as) d’atomes. Comme A est équipotent à ω (dans U1), il existe
deux atomes distincts b,c, différents de a1, . . . , as. Comme v est un ordre
total strict sur A, on a, par exemple, (b, c) ∈ v. Soit σ la permutation de
A qui échange b et c et laisse fixes les autres atomes. Alors σ laisse fixes
a1, . . . , as, et donc σu = u. Comme σγ0 = γ0 puisque γ0 est un ordinal,
on a σv = v (en effet σv est défini par l’énoncé E(x,σγ0,σu) d’après le
lemme 7.3). Comme (b, c) ∈ v, on a (σb,σc) ∈ σv donc (c,b) ∈ v et cela
contredit le fait que v est une relation d’ordre strict.

C.Q.F.D.

Notons d’autres propriétés de A qui contredisent l’axiome du choix et
qui sont vraies dans HDOA :

• Toute partie de A est soit finie, soit de complémentaire fini.

Soit X un objet de HDOA qui est une partie non finie de A (c’est-à-
dire non équipotente à un entier) ; soit E(x, γ0,u) une définition de X en
termes d’ordinaux et d’atomes. Comme X n’est pas finie, on peut trouver
b ∈ X qui n’apparaît pas dans la suite finie d’atomes u. Soit alors c un atome
quelconque n’apparaissant pas dans la suite u, et soit σ la permutation de
A qui échange b et c, et laisse fixes les autres atomes. On a donc σu = u et
σγ0 = γ0 (γ0 est un ordinal). Comme X est définie par l’énoncé E(x,γ0,u),
on a donc σX = X. Comme b ∈ X, on a σb ∈ σX, soit c ∈ X. Cela montre
que tout atome qui n’apparaît pas dans u est élément de X. Donc A�X est
fini.

• A n’est pas fini, mais n’a aucune partie infinie dénombrable (c’est-à-dire
équipotente à ω).

Comme A est équipotent à ω dans U1, il ne peut être équipotent à un
entier dans HDOA. Si X est une partie de A équipotente àω, X n’est pas finie,
donc A � X est fini d’après ce qu’on vient de voir. Mais alors A lui-même
est équipotent à ω, donc peut être bien ordonné, ce qui est faux.

On peut résumer ces résultats dans le

Théorème 7.8. Si ZF est non contradictoire, il en est de même de ZF+ «il
existe un ensemble infini qui ne peut être totalement ordonné, et dont toute
partie infinie a un complémentaire fini».

Remarque. Le modèle de ZF+ non AC que l’on vient de construire ne sa-
tisfait pas AF ; il ne résout donc pas le problème de la consistance relative
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de ZF + AF+ non AC. En fait, l’ensemble sur lequel il n’existe pas de bon
ordre est un ensemble pathologique (ensemble d’atomes). Comme on le verra
dans la deuxième partie de ce livre, les modèles définis par P. Cohen dans [2]
permettent d’obtenir des résultats de consistance relative beaucoup plus in-
téressants, par exemple celle de ZF +AF+ «il n’existe pas de bon ordre sur
P(ω) ».





Chapitre 8

Ensembles constructibles

Etant donnés un ensemble X et un sous-ensemble Y de X, on dira que
Y est une partie de X définissable avec paramètres, s’il existe une formule
�(x, a�, . . . , ak) à une variable libre, à paramètres a�, . . . , ak ∈ X, dont la
valeur dans l’ensemble X est Y .

On définit une relation fonctionnelle y = �(x) dont le domaine est la
collection de tous les ensembles par l’énoncé: «y est l’ensemble des parties
de x définissables avec paramètres».

Si l’axiome du choix est satisfait, et si a est un ensemble infini, alors

�(a) = a : en effet, pour chaque élément b de a, {b} est une partie de a

définissable avec paramètres (la formule étant x≈b), donc�(a)� a ; d’autre
part, l’ensemble des formules avec paramètres dans a est de cardinal �
ℵ�×σ(a) (rappelons que σ(a) désigne l’ensemble des suites finies d’éléments
de a) : une formule est donnée, en effet, par une formule sans paramètre et

une suite finie d’éléments de a. Donc �(a)� a.
Cela montre que si a est infini, �(a) est un sous-ensemble strict de P(a).

Notons que la relation fonctionnelle y = �(x) n’est pas croissante, c’est-
à-dire qu’on peut avoir a ⊂ b et �(a) �⊂ �(b) : en effet, si a est une partie
de b, qui n’est pas définissable avec paramètres, on a a ∈ �(a) (a est défini
dans a par la formule x≈x) et a /∈ �(b).

On a cependant le

Théorème 8.1. Si a ⊂ b et a ∈ b, alors �(a) ⊂ �(b).

En effet, si c ∈ �(a), on a c = val(�,a) où �(x) est une formule à une
variable libre, à paramètres a�, . . . , ak ∈ a. D’après le théorème 5.3, on a

85
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c = val(�a, b)∩ a (puisque vl(�), ensemble des variables libres de �, a un
seul élément).

Donc c = val[�a(x)∧x εa, b]. Les paramètres de la formule �a(x) sont
a,a�, . . . , ak qui sont tous éléments de b ; donc c ∈ �(b).

On définit par induction une relation fonctionnelle y = Lα de domaine
On, en posant :

Lα = ⋃

β<α

�(Lβ).

En particulier, on a L� = ∅.
La collection L qui est la réunion des Lα (c’est-à-dire la collection dé-

finie par l’énoncé L(x) : ∃α[On(α) et x ∈ Lα] ) est appelée collection des
ensembles constructibles. On dit qu’un ensemble a est constructible s’il est
dans L, c’est-à-dire s’il appartient à Lα pour un ordinal α.

On a évidemment �(x) ⊂ P(x), pour tout ensemble x. On en déduit
immédiatement, par induction sur α, que Lα ⊂ Vα pour tout ordinal α, et
donc ∀x[L(x) ⇒ V(x)].

L’axiome de constructibilité est l’énoncé: «Tout ensemble est construc-
tible», autrement dit : ∀x∃α[On(α) et x ∈ Lα]. On se propose de montrer
que si ZF est non contradictoire, alors ZF+ l’axiome de constructibilité ne
l’est pas non plus; et cela, en montrant que la collection L (munie de la
relation ∈) satisfait les axiomes de ZF et l’axiome de constructibilité.

Si α′ �α, on a Lα′ ⊂ Lα : car

Lα′ = ⋃

β<α′
�(Lβ) ⊂ ⋃

β<α

�(Lβ) = Lα.

De plus, si β < α, Lβ ∈ Lα : car Lβ ∈ �(Lβ) et �(Lβ) ⊂ Lα .
Le théorème 8.1 montre donc que si β < α, on a �(Lβ) ⊂ �(Lα) : car

Lβ ⊂ Lα et Lβ ∈ Lα. Comme Lα+� = ⋃
β�α �(Lα), on a donc

Lα+� = �(Lα) pour tout ordinal α.

Si α est un ordinal limite, on a: Lα = ⋃
β<α �(Lβ) = ⋃

β<α Lβ+� soit

Lα = ⋃

β<α

Lβ pour tout ordinal limite α.

Pour chaque ensemble constructible x, on appelle ordre de x et on dé-
signe par od(x) le premier ordinal α tel que x ∈ Lα. Il est clair que od(x)

n’est jamais un ordinal limite: car si α est un ordinal limite, et si x ∈ Lα on
a x ∈ Lβ pour un β < α, donc α n’est pas l’ordre de x.



Chapitre 8. Ensembles constructibles 87

Lemme 8.2. Si a est constructible, tout élément de a est constructible. L’ordre
des éléments de a est strictement inférieur à celui de a.

Soit α = β + � l’ordre de a ; on a donc a ∈ Lβ+� soit a ∈ �(Lβ) ; en
particulier a ⊂ Lβ et donc chaque élément de a appartient à Lβ .

C.Q.F.D.

Pour chaque ordinal α, l’ensemble Lα est donc transitif (si a ∈ Lα et
b ∈ a, l’ordre de a est �α, donc aussi l’ordre de b).

Théorème 8.3. Tout ordinal α est constructible, et l’ordre de α est α + �.

On a α /∈ Lα pour tout ordinal α ; en effet, soit α� le premier ordinal,
s’il en existe, tel que α� ∈ Lα�

; on a donc α� ∈ ⋃
β∈α�

�(Lβ), et donc
α� ∈ �(Lβ) pour un β ∈ α� ; d’où α� ⊂ Lβ , et donc β ∈ Lβ, ce qui
contredit la définition de α�.

Il reste à montrer que α ∈ Lα+� pour tout ordinal α : on raisonne par
induction, et on suppose donc que, pour tout β ∈ α, on a β ∈ Lβ+�, c’est-
à-dire β ∈ �(Lβ). Donc α ⊂ ⋃

β<α �(Lβ) c’est-à-dire α ⊂ Lα.
Or, on a vu que α /∈ Lα, et donc aucun ordinal � α n’est élément

de Lα, puisque Lα est transitif. Donc α est l’ensemble des ordinaux qui
appartiennent à Lα.

On considère alors la formule �(x) suivante, à une variable libre, sans
paramètre:

∧
u

∧
v[uε x ∧ v ε x → uε v ∨ u≈v ∨ v εu]∧∧

u
∧

v[uεx ∧ v εu → v ε x].
La valeur de cette formule dans l’ensemble Lα est l’ensemble des élé-

ments x de Lα qui satisfont l’énoncé suivant, restreint à Lα :
∀u∀v[u ∈ Lα et v ∈ Lα ⇒ [u ∈ x et v ∈ x ⇒ (u ∈ v ou u = v ou v ∈ u)]]
et ∀u∀v[u ∈ Lα et v ∈ Lα ⇒ (u ∈ x et v ∈ u ⇒ v ∈ x)].

Comme Lα est un ensemble transitif, pour que x ∈ Lα satisfasse cet
énoncé, il faut et il suffit que:

∀u∀v[u ∈ x et v ∈ u ⇒ v ∈ x] et
∀u∀v[u ∈ x et v ∈ x ⇒ u ∈ v ou u = v ou v ∈ u].

Or x est constructible, donc est dans la collection V . D’après la caractérisa-
tion des ordinaux dans V (théorème 3.1), ces deux conditions sont satisfaites
si, et seulement si, x est un ordinal.

La valeur de la formule �(x) dans Lα est donc l’ensemble des ordinaux
qui appartiennent à Lα, c’est-à-dire α, ainsi qu’on l’a vu plus haut. On a
donc α ∈ �(Lα), soit α ∈ Lα+�, ce qui est le résultat cherché.

C.Q.F.D.
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Vérifions que la collection L satisfait les axiomes de ZF + AF :

Axiome d’extensionnalité. Il est satisfait, puisque, si a est constructible,
tous ses éléments le sont.

Axiome de la somme. Soient a un ensemble constructible, et α un ordinal
tel que a ∈ Lα . Comme Lα est transitif l’ensemble b = ⋃

x∈a x est contenu
dans Lα. Or il est clair que la valeur de la formule

∨
y(y ε a ∧x ε y) (à une

variable libre x, et dont le seul paramètre est a ∈ Lα) dans l’ensemble Lα

est b. Donc b ∈ Lα+�, et b est constructible.

Axiome de l’ensemble des parties. Soient a un ensemble constructible, et
b l’ensemble des parties constructibles de a. L’application x �→ od(x), de
domaine b, a pour image un ensemble d’ordinaux. Il existe donc un ordinal
α qui est supérieur à od(x) pour tout x ∈ b ; d’où b ⊂ Lα. On peut prendre
α assez grand pour que a ∈ Lα.

La valeur de la formule:
∧

u[uεx → uε a] (à une variable libre x et
dont le seul paramètre est a ∈ Lα) dans l’ensemble Lα est l’ensemble des
éléments x de Lα qui sont des parties de a. D’après la définition de α, c’est
donc b. Cela montre que b ∈ Lα+�, et donc b est constructible.

Schéma de substitution. Considérons un énoncé R(x,y,a�, . . . , ak) à
deux variables libres x,y et à paramètres a�, . . . , ak qui sont dans L, et sup-
posons que, lorsqu’on l’interprète dans L, il définisse une relation fonction-
nelle. Cette relation fonctionnelle est définie dans l’univers U par l’énoncé
«L(x) et L(y) et RL(x,y,a�, . . . , ak)». Son domaine et son image sont des
sous-collections de L.

Considérons un ensemble constructible a, et soit b l’ensemble des ima-
ges des éléments de a par cette relation fonctionnelle. On a à montrer que
b est constructible; chaque élément de b étant constructible, on choisit un
ordinal α� qui majore les ordres des éléments de b, et assez grand pour
que a,a�, . . . , ak ∈ Lα�

; on a donc b ⊂ Lα�
. On applique alors à l’énoncé

R(x,y,x�, . . . , xk) (à k + � variables libres, sans paramètre) le schéma de
réflexion généralisé (page 56) relativement à la relation fonctionnelle y = Lα.
Il existe donc un ordinal β > α� tel que:
∀x∀y∀x� . . .∀xk[x ∈ Lβ et y ∈ Lβ et x� ∈ Lβ et . . . et xk ∈ Lβ

⇒ (RL(x,y,x�, . . . , xk) ⇔ RLβ(x, y,x�, . . . , xk))].
Comme a�, . . . , ak ∈ Lβ , on a:
(∗) ∀x∀y[x ∈ Lβ et y ∈ Lβ

⇒ (RL(x,y,a� . . . , ak) ⇔ RLβ(x, y,a�, . . . , ak))].
Désignons par �(x,y) la formule �R(x,y,a�, . . . , ak)� : c’est une formule
à deux variables libres, dont les paramètres sont a�, . . . , ak. Sa valeur dans
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l’ensemble Lβ est l’ensemble des couples (x,y) d’éléments de Lβ tels que
RLβ (x,y,a�, . . . , ak) ; d’après (∗) c’est donc l’ensemble des couples (x,y)

d’éléments de Lβ tels que RL(x,y,a�, . . . , ak). Il en résulte que la valeur
dans l’ensemble Lβ de la formule:

∨
x[x ε a ∧ �(x,y)] (à une variable

libre y, et dont les paramètres sont a,a�, . . . , ak) est l’ensemble des élé-
ments de Lβ qui sont images d’un élément de a par la relation fonctionnelle
RL(x,y, a�, . . . , ak). D’après le choix de β, c’est donc l’ensemble b. Par suite
b ∈ Lβ+�, et b est constructible.

Axiome de l’infini. On a vu que tout ordinal est constructible, et en par-
ticulier ω.

Axiome de fondation. Soit a un ensemble constructible non vide, et soit b

un élément de a d’ordre minimum. Tout élément de b est d’ordre strictement
inférieur à celui de b, donc ne peut être élément de a. Donc b ∩ a = ∅.

Remarquons que les ordinaux de L sont les ordinaux de l’univers U : on a
vu en effet que si α est un ordinal, α est constructible, et satisfait évidemment
OnL(α) ; inversement, si α est constructible, et satisfait OnL(α), il est transitif,
et totalement ordonné par la relation ∈, donc est un ordinal.

Il nous faut maintenant montrer que l’axiome de constructibilité est sa-
tisfait dans L.

Énoncés à quantificateurs universels bornés

Un énoncé sans paramètre E(x�, . . . , xk) est dit à quantificateurs universels
bornés (en abrégé q.u.b.) s’il est obtenu en appliquant un certain nombre de
fois les règles suivantes :

1. Un énoncé sans quantificateur est q.u.b.

2. Si A et B sont des énoncés q.u.b., «A ou B », «A et B » sont des
énoncés q.u.b.

3. Si A(x,x�, . . . , xn) est un énoncé q.u.b., ∃x A(x,x�, . . . , xn) est un
énoncé q.u.b.

4. Si A(x,y,x�, . . . , xn) est q.u.b. ∀x[x ∈ y ⇒ A(x,y,x�, . . . , xn)] est
un énoncé q.u.b. (dont les variables libres sont y,x�, . . . , xn).

On dit qu’une relation est q.u.b. si elle peut être définie (dans l’univers U),
par un énoncé q.u.b.
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Théorème 8.4. Considérons un énoncé q.u.b. E(x�, . . . , xk) et deux collec-
tions W,W′ ; on suppose que W est transitive (∀x∀y[W(x) et y ∈ x ⇒ W(y)])
et que tout objet de W est dans W′. Si a�, . . . , ak sont des objets de W tels
que EW(a�, . . . , ak) soit satisfait, alors EW ′

(a�, . . . , ak) est satisfait. Autre-
ment dit, on a:
∀x� . . .∀xk[W(x�) et . . . et W(xk) ⇒ (EW(x�, . . . , xk) ⇒ EW ′

(x�, . . . , xk))].
On le montre par récurrence (au sens intuitif) sur la longueur de l’énoncé

E. Le résultat est évident si E est sans quantificateur, puisqu’alors EW et
EW ′

ne sont autres que E.
Si E est «F ou G», et si a�, . . . , ak sont dans W, on a d’après l’hypothèse

de récurrence:
FW(a�, . . . , ak) ⇒ FW ′

(a�, . . . , ak)

GW(a�, . . . , ak) ⇒ GW ′
(a�, . . . , ak)

et donc :

FW(a�, . . . , ak) ou GW(a�, . . . , ak) ⇒ FW ′
(a�, . . . , ak) ou GW ′

(a�, . . . , ak).

Même démonstration si E est «F et G».
Si E(x�, . . . , xk) est ∃xF(x,x�, . . . , xk) et si a�, . . . , ak sont des objets

de W tels que EW(a�, . . . , ak), on a ∃x[W(x) et FW(x,a�, . . . , ak)]. D’où
un objet a de W, tel que FW(a,a�, . . . , ak). D’après l’hypothèse de récur-
rence, on a FW ′

(a,a�, . . . , ak), donc ∃x[W′(x) et FW ′
(x,a�, . . . , ak)], soit

EW ′
(a�, . . . , ak).

Si E(y,x�, . . . , xk) est ∀x[x ∈ y ⇒ F(x, y,x�, . . . , xk)], considérons des
objets b,a�, . . . , ak de W tels que EW(b,a�, . . . , ak) ; on a donc:

∀x[W(x) ⇒ (x ∈ b ⇒ FW(x,b, a�, . . . , ak))]
ou encore:

∀x[x ∈ b et W(x) ⇒ FW(x,b,a�, . . . , ak)].
Mais comme b est dans W, collection transitive, on a x ∈ b ⇒ W(x). De
plus, par hypothèse de récurrence:

W(x) et FW(x,b,a�, . . . , ak) ⇒ FW ′
(x,b,a�, . . . , ak).

Donc :
∀x[x ∈ b ⇒ FW ′

(x,b,a�, . . . , ak)]
et par suite, on a EW ′

(b,a�, . . . , ak).
C.Q.F.D.
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• Si la relation G(y,z�, . . . , zl) est q.u.b., ainsi que la relation fonction-
nelle y = F(x�, . . . , xk), alors la relation G(F(x�, . . . , xk), z�, . . . , zl)

est q.u.b.

En effet, elle est définie par l’énoncé:

∃y[y = F(x�, . . . , xk) et G(y, z�, . . . , zl)]
et est donc q.u.b. par application des règles 2 et 3 aux énoncés q.u.b. défi-
nissant les relations données.

En particulier :

• Si a est un ensemble tel qu’on ait un énoncé q.u.b. R(y) équivalent à
y = a, et si G(y,z�, . . . , zl) est q.u.b., alors G(a,z�, . . . , zl) est q.u.b.

Dans ce qui suit, on suppose que l’axiome de fondation est vrai dans U.
On se propose de montrer que la relation fonctionnelle y = Lα est q.u.b.

• Les relations (à un argument) On(x) et x = ω sont q.u.b.1.

C’est immédiat pour la première puisqu’elle s’énonce:
∀u∀v[u ∈ x et v ∈ x ⇒ u ∈ v ou u = v ou v ∈ u] et

∀u[u ∈ x ⇒ ∀v(v ∈ u ⇒ v ∈ x)].
Pour la deuxième, on vérifie que les relations suivantes sont q.u.b. :
x = ∅ qui peut s’énoncer ∀y(y ∈ x ⇒ y /∈ x).
y = x ∪{x} : ∀z(z ∈ y ⇒ z = x ou z ∈ x) et ∀z(z ∈ x ⇒ z ∈ y) et

x ∈ y.
x = ω peut alors s’énoncer :
On(x) et ∅ ∈ x et ∀y[y ∈ x ⇒ y ∪ {y} ∈ x]

et ∀y[y ∈ x ⇒ (y = ∅ ou ∃z(y = z ∪{z}))].
C.Q.F.D.

Lemme 8.5. Considérons une relation fonctionnelle y = H(x), qui est q.u.b.,
dont le domaine est la collection des fonctions définies sur les ordinaux. Alors
la relation fonctionnelle F de domaine On, définie par induction par la condi-
tion: F(α) = H(F |�α), est q.u.b.

On vérifie successivement que les relations suivantes sont q.u.b. :

z = {x,y} : x ∈ z et y ∈ z et ∀t(t ∈ z ⇒ t = x ou t = y).
z = (x,y) : z = {{x}, {x,y}}

(composition de relations fonctionnelles q.u.b.).
1L’énoncé On(x) écrit page 20 n’est évidemment pas q.u.b. En fait, on peut montrer qu’il

n’équivaut, dans ZF, à aucun énoncé q.u.b. (voir l’exercice 24).
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y ⊂ x : ∀z[z ∈ y ⇒ z ∈ x].
z = x ∪ y : x ⊂ z et y ⊂ z et ∀t(t ∈ z ⇒ t ∈ x ou t ∈ y).
z = x ∩ y : z ⊂ x et z ⊂ y et ∀t[t ∈ x ⇒ (t ∈ y ⇒ t ∈ z)].
z = x �y : z ⊂ x et ∀t[t ∈ x ⇒ (t /∈ y ⇔ t ∈ z)].
z ⊂ x × y : ∀t[t ∈ z ⇒ ∃u∃v[u ∈ x et v ∈ y et t = (u,v)]].
z ⊃ x × y : ∀u[u ∈ x ⇒ ∀v[v ∈ y ⇒ ∃t(t ∈ z et t = (u,v))]].
z = x × y : conjonction des deux précédents.
z est une application de x dans y : z ⊂ x ×y et ∀u[u ∈ x ⇒ ∃v∃t(v ∈ y

et t ∈ z et t = (u,v))] et ∀t∀t ′ ∀u∀v∀v′ [(t ∈ z et t′ ∈ z et u ∈ x et v ∈ y et
v′ ∈ y et t = (u,v) et t ′ = (u,v′)) ⇒ v = v′].

f est une fonction de domaine x : ∃y(f est une application définie sur x

à valeurs dans y).
f est une fonction: ∃x(f est une fonction de domaine x).
g = f |�x (relation à trois arguments f,g,x) : ∃x′[x′ ⊃ x et (f est une

fonction de domaine x′) et (g est une fonction de domaine x) et g ⊂ f ].
y = f(x) (relation fonctionnelle à deux arguments f et x) : (f est une

fonction) et (x,y) ∈ f .

On peut alors écrire l’énoncé y = F(α) sous la forme:
On(α) et ∃f [(f est une fonction définie sur α)

et ∀β(β ∈ α ⇒ f(β) = H(f |�β)) et y = H(f)]
et donc cette relation est q.u.b., si la relation y = H(f) l’est.

C.Q.F.D.

Notons, pour la suite, les relations q.u.b. suivantes:
f est une injection de x dans y : (f est une application de x dans y) et

∀t∀t′ ∀u∀u′ ∀v[(t ∈ f et t ′ ∈ f et u ∈ x et u′ ∈ x et v ∈ y et t = (u,v) et
t ′ = (u′, v)) ⇒ u = u′].

f est une surjection de x sur y : (f est une application de x dans y) et
∀v[v ∈ y ⇒ ∃u(u ∈ x et (u,v) ∈ f)].

h = f � g (relation fonctionnelle à deux arguments f,g) : ∃x∃y∃z(g est
une application de x dans y et f est une application de y dans z et h est une
application de x dans z) et ∀t[t ∈ h ⇒ ∃u∃v∃w[(u,v) ∈ g et (v,w) ∈ f et
t = (u,w)]].

La relation y = Lα est définie par induction, et dans ce cas la relation
y = H(f) est y = ⋃

x∈Dom(f ) �(f(x)) (Dom(f) désigne le domaine de la
fonction f ). D’après le lemme 8.5 ci-dessus, il nous reste donc à montrer
que cette relation y = H(f) est q.u.b. Or elle s’écrit :
∀x[x ∈ Dom(f) ⇒ �(f(x)) ⊂ y] et

∀z[z ∈ y ⇒ ∃x[x ∈ Dom(f) et z ∈ �(f(x))]].
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Le résultat cherché est donc conséquence du

Lemme 8.6. La relation fonctionnelle y = �(x) est q.u.b.

Les relations x = � et y = x∪{x} étant q.u.b., on en déduit (par composi-
tion) que les relations x = �, x = �, . . . , sont q.u.b. Comme ¬,∨,

∨
, ε,≈,V

sont respectivement �, �,�,�,� et l’ensemble des entiers � �, les relations
x = ¬, x = ∨, x = ∨

, x = ε, x = ≈, x = V sont q.u.b. (la dernière
s’énonce x = ω �{�,�,�,�,�}). On a alors les relations q.u.b. suivantes :

z = F� (ensemble des formules atomiques) :
z = ({ε}×V×V)∪({≈}×V×V) (composition de relations fonctionnelles

q.u.b.).
z = Fk (relation fonctionnelle à un argument k) :
∃f [(f est une fonction de domaine ω) et (f(�) = F�) et ∀n[n ∈ ω ⇒

(f(n+ �) = M(f(n)))] et z = f(k)]
où la relation fonctionnelle y = M(x) est donnée par l’énoncé
y = x ∪[{¬} ×x] ∪ [{∨} ×x × x] ∪ [({∨} ×V) ×x], donc est q.u.b.

z est une formule: ∃k(k ∈ ω et z ∈ Fk).
z = F (ensemble des formules sans paramètre) :
∀k[k ∈ ω ⇒ z ⊃ Fk] et ∀y[y ∈ z ⇒ (y est une formule)].
z est une formule et y = vl(z) (vl(z) est l’ensemble des variables libres

de la formule z) :
z ∈ F et ∃f[(f est une fonction définie sur F ) et ∀x∀y[x ∈ V et

y ∈ V ⇒ (f(x ε y) = f(x ≈ y) = {x,y})] et ∀x∀y[x ∈ F et y ∈ F ⇒
(f(¬x) = f(x) et f(x ∨ y) = f(x) ∪f(y))] et ∀x∀y[x ∈ V et y ∈ F ⇒
[(f(

∨
x y) = f(y) �{x}]] et y = f(z)].

On veut montrer maintenant que la relationy = Xvl(F) (à trois arguments
y,X,F) est q.u.b. Notons que l’énoncé y = XY (à trois variables libres
y,X,Y) n’est pas q.u.b. (en effet, si Z est un ensemble transitif, (y = XY)Z

signifie: y est l’ensemble des applications de Y dans X, qui sont éléments
de Z ; il est clair que cela n’implique pas que y soit l’ensemble de toutes les
applications de Y dans X ; d’après le théorème 8.4, l’énoncé y = XY n’est
donc pas q.u.b.). Pour la démonstration, nous allons utiliser le fait que vl(F)

est un ensemble fini. On écrit les relations q.u.b. suivantes :
k est un entier et y = Xk (relation fonctionnelle à deux arguments X et

k) :
k ∈ ω et ∃f [(f est une fonction définie sur ω) et (f(�) = {∅})

et ∀n[n ∈ ω ⇒ f(n+ �) = N(n,X,f(n))] et y = f(k)],
la relation fonctionnelle à trois arguments Z = N(n,X,Y) étant donnée par
l’énoncé q.u.b. :
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n ∈ ω et ∀g[g ∈ Z ⇒g est une application de n+� dans X]
et ∀h∀x[(h ∈ Y et x ∈ X) ⇒ h∪{(n,x)} ∈ Z].

F est une formule et y ⊃ Xvl(F) (relation à trois arguments y, X, F) :
F ∈ F et ∃φ∃n[n ∈ ω et (φ est une bijection de vl(F) sur n)

et ∀f(f ∈ Xn ⇒f �φ ∈ y)].
F est une formule et y = Xvl(F)(relation fonctionnelle à deux arguments

X et F) :
F ∈ F et y ⊃ Xvl(F) et

∀f [f ∈ y ⇒ (f est une application de vl(F) dans X)].
y est une formule close à paramètres dans X :
∃F∃φ[F ∈ F et (φ est une application de vl(F) dans X) et y = (F,φ)].
y = F �

X (cette notation désigne l’ensemble des formules closes à para-
mètres dans X) :

∀x[x ∈ y ⇒ x est une formule close à paramètres dans X]
et ∀F[F ∈ F ⇒ ∀φ[φ ∈ Xvl(F) ⇒ (F,φ) ∈ y]].

y est une formule à paramètres dans X,
qui a x pour seule variable libre:

∃F∃φ[F ∈ F et x ∈ vl(F) et
(φ est une application de vl(F) �{x} dans X) et y = (F,φ)].

y = F x
X (cette notation désigne l’ensemble des formules à paramètres

dans X, dont la seule variable libre est x) :
∀z[z ∈ y ⇒ z est une formule à paramètres dans X, dont la seule variable

libre est x] et ∀F∀φ[F ∈ F et x ∈ vl(F) et φ ∈ Xvl(F)�{x} ⇒ (F,φ) ∈ y].
y ∈ F x

X et z est la formule close obtenue
en substituant à x dans y l’élément a de X

(relation à cinq arguments x,y,z,X,a) :
∃F∃φ∃ψ[F ∈ F et x ∈ vl(F) et (φ est une application de vl(F) � {x}

dans X) et (ψ est une application de vl(F) dans X) et (φ ⊂ ψ) et (ψ(x) = a)

et y = (F,φ) et z = (F,ψ)].
� est une formule close à paramètres dans X et θ = Val(�,X)

(relation fonctionnelle à deux arguments �,X ; θ prend les valeurs �,�) :
� ∈ F �

X et ∃f{f est une application de F �

X dans {�,�} et ∀a∀b[a ∈ X et
b ∈ X ⇒ ((a ∈ b et f(a εb) = �) ou (a /∈ b et f(a ε b) = �))] et ∀a∀b[a ∈
X et b ∈ X ⇒ ((a = b et f(a ≈b) = �) ou (a �= b et f(a ≈b) = �)] et
∀�[� ∈ F �

X ⇒ f(¬�) = � − f(�)] et ∀�∀�′[� ∈ F �

X et �′ ∈ F �

X ⇒
f(� ∨ �′) = f(�) ∪ f(�′)] et ∀x∀�[x ∈ V et � ∈ F x

X ⇒ ([∃a(a ∈ X

et f(�(a)) = � et f(
∨

x�) = �] ou [(∀a(a ∈ X ⇒ f(�(a)) = �) et
f(

∨
x�) = �])] et θ = f(�)}.
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� ∈ F x
X et y = val(�,X) (autrement dit : y est le sous-ensemble repré-

senté par la formule � à une variable libre, dans l’ensemble X) :
� ∈ F x

X et ∀a[a ∈ y ⇒ (a ∈ X et Val(�(a),X) = �)]
et ∀a[a ∈ X ⇒ (Val(�(a),X) = � ou a ∈ y)].

y ∈ �(X) (relation à deux arguments y,X) :
∃x∃�[x ∈ V et � ∈ F x

X et y = val(�,X)].
y = �(X) :
∀z[z ∈ y ⇒ z ∈ �(X)] et ∀x∀�[x ∈ V et � ∈ F x

X⇒ ∃z(z ∈ y et z = val(�,X))].
C.Q.F.D.

Ayant montré que la relation y = �(X) est q.u.b., on a le

Théorème 8.7. La relation y = Lα est q.u.b.

On en déduit immédiatement que l’axiome de constructibilité est satisfait
dans L. En effet, comme la collection L satisfait les axiomes de ZF + AF, la
relation [y = Lα]L est une relation fonctionnelle. D’autre part, d’après le
théorème 8.4, on a ∀y∀α[L(y) et L(α) et [y = Lα]L ⇒ y = Lα], puisque
la collection L est transitive, et que l’énoncé y = Lα est q.u.b. Soit alors a

un objet de L ; on a a ∈ Lα�
pour un certain ordinal α�. Comme α� est un

ordinal de L, il existe un ensemble y� et un seul, qui est constructible, et
satisfait (y� = Lα�

)L ; comme (y� = Lα�
)L ⇒ y� = Lα�

, on a y� = Lα�
,

donc a ∈ y�.
Par suite (a ∈ Lα�

)L est vrai et donc [∃α(a ∈ Lα)]L est vrai également.
C.Q.F.D.

Si on a l’axiome de fondation, l’axiome de constructibilité exprime que
les collections V et L sont identiques. C’est pourquoi on l’écrit en abrégé
V = L. On a donc montré que si ZF est non-contradictoire, ZF + AF + V = L
est non-contradictoire également.

L’axiome de constructibilité a beaucoup de conséquences intéressantes ;
nous allons démontrer qu’il entraîne, en particulier, l’axiome du choix (et
même le principe du choix, voir page 72) et l’hypothèse généralisée du
continu. Ces deux axiomes sont donc satisfaits dans L, et on démontre ainsi
le résultat classique de K. Gödel [8] :

Théorème 8.8. Si ZF est non contradictoire, il en est de même de ZF + AF +
AC + HGC.
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V = L implique AC

Considérons un univers U qui satisfait l’axiome de constructibilité.
On définit, au moyen d’un énoncé sans paramètre, une relation fonction-

nelle v = F(u), dont le domaine est la collection des bons ordres, et qui
a la propriété suivante: si u est un bon ordre de domaine X, F(u) est un
bon ordre dont le domaine est l’ensemble des formules à une variable libre
à paramètres dans X.

Soit F l’ensemble des formules sans paramètre; c’est une partie de Vω et
on a donc déjà défini (page 45) une relation fonctionnelle K, sans paramètre,
qui est une injection de F dans ω ; soit j l’isomorphisme de u sur son ordinal
α.

L’ensemble des formules à une variable libre à paramètres dans X est
une partie de F × σ(X) (σ(X) est l’ensemble des suites finies d’éléments
de X) ; les deux applications K,j définissent une injection de F ×σ(X) dans
ω×σ(α), qui est bien ordonné par la relation de bon ordre déjà définie sur
σ(On) ; d’où un bon ordre sur F ×σ(X) et, par restriction, le bon ordre v

cherché.
On définit, par induction, une relation fonctionnelle y = B(α) sans para-

mètre, de domaine On, ayant les propriétés suivantes : pour chaque ordinal
α, B(α) est un bon ordre sur Lα ; si β � α, Lβ est un segment initial de Lα

pour le bon ordre B(α), et, sur Lβ , les bons ordres B(α) et B(β) coïncident.
Supposons défini B(β) pour tout β < α, avec ces propriétés; si α est un

ordinal limite, Lα = ⋃
β<α Lβ , et on peut définir B(α), comme le prolonge-

ment commun des B(β) pour β < α.
Si α = β + �, B(β) est un bon ordre sur Lβ , donc vβ = F(B(β)) est

un bon ordre sur l’ensemble des formules à une variable libre à paramètres
dans Lβ . On définit le bon ordre B(α) sur Lα = �(Lβ) en posant : x � y

(mod. B(α)) ⇔ [x ∈ Lβ et y ∈ Lβ et x � y(mod. B(β))] ou [x ∈ Lβ et
y ∈ Lα � Lβ] ou [x ∈ Lα � Lβ et y ∈ Lα � Lβ et la première formule qui
définit x dans Lβ précède la première formule qui définit y dans Lβ , pour
l’ordre vβ sur les formules à une variable libre à paramètres dans Lβ].
Il est clair que l’ordre B(α) ainsi défini sur Lα a les propriétés voulues.

La relation fonctionnelle y = B(α) est donc définie par induction. On
obtient alors une relation binaire R(x,y) sans paramètre, qui établit un bon
ordre sur U tout entier, par l’énoncé ∃α[On(α) et x � y(mod. B(α))].

Cela montre que le principe du choix est satisfait dans U, et donc égale-
ment l’axiome: «Tout ensemble est définissable en termes d’ordinaux» (voir
page 72).
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V = L implique l’hypothèse du continu

La démonstration repose sur une propriété des relations fonctionnelles q.u.b.,
exprimée par le

Théorème 8.9. On considère un univers U satisfaisant ZF + AF +AC, et un
énoncé q.u.b. E(x,y) qui définit dans U une relation fonctionnelle à un

argument y = �(x). Alors �(x)�Cl(x)+ℵ� pour tout objet x du domaine
de �.

Rappelons que Cl(x) désigne la clôture transitive de x.
Considérons un objet a du domaine de �, et soit α un ordinal tel que

a ∈ Vα, �(a) ∈ Vα et tel que:

∀x∀y[x ∈ Vα et y ∈ Vα ⇒ (EVα(x,y) ⇔ E(x,y))].
On obtient un tel ordinal en appliquant le schéma de réflexion à l’énoncé
E(x,y).

Désignons par P la clôture transitive de {a}. Comme {a} ⊂ Vα et que Vα

est transitif, on a P ⊂ Vα.

De plus P = Cl(a) ∪ {a} donc P = Cl(a) + �.
Soit G l’ensemble des formules closes à paramètres dans P qui sont

satisfaites par l’ensemble Vα. D’après le théorème de Löwenheim-Skolem
(théorème 5.2), il existe un sous-ensemble X de Vα, qui contient P , tel que

X�P +ℵ� et qui satisfait toutes les formules de G.
Parmi les formules de G se trouve l’axiome d’extensionnalité, c’est-à-dire∧

x
∧

y[x≈y ↔ ∧
z(zε x ↔ z εy)] : en effet Vα est transitif, donc satisfait

l’axiome d’extensionnalité. Cette formule est donc satisfaite par X, ce qui
montre que X est un ensemble extensionnel.

D’après le théorème 3.6, il existe un isomorphisme j de X sur un en-
semble transitif Y ; Y satisfait donc toutes les formules de l’ensemble G′
obtenu à partir de G en remplaçant chaque paramètre u (u ∈ P) par j(u).

Or j(u) = u pour tout u ∈ P : soit en effet u� un élément de P de rang
minimum tel que j(u�) �= u� s’il en existe. On a donc j(v) = v pour tout
élément v de u� (v est élément de P puisque P = Cl({a}) est un ensemble
transitif).

Mais j(u�) = {j(v); v ∈ u�} = u�, ce qui contredit la définition de u�.

Par suite Y ⊃ P , et Y satisfait toutes les formules de G. De plus Y =
X�P +ℵ�.
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Comme a,�(a) ∈ Vα, et que E(a,�(a)) est vrai, on a EVα(a,�(a))

(puisque l’on a choisi Vα de façon qu’il convienne à l’énoncé E(x,y)).
Donc l’énoncé E(a,�(a)) est vrai dans Vα, et aussi l’énoncé ∃yE(a,y).
L’ensemble Vα satisfait donc la formule �∃yE(a,y)�, qui a pour seul para-
mètre l’élément a de P . Cette formule est donc élément de G, et par suite
est satisfaite par Y . Donc l’énoncé ∃yE(a, y) est satisfait dans Y , et il existe
b ∈ Y tel que EY(a,b).

Puisque l’énoncé E(x,y) est q.u.b., et que Y est transitif, on a EY(a, b)

⇒ E(a,b). Par suite E(a,b) est vrai, et donc b = �(a). Donc �(a) ∈ Y

et, Y étant transitif, �(a) ⊂ Y ; d’où �(a) � Y � P + ℵ�, et finalement

�(a)�Cl(a) +ℵ�.
C.Q.F.D.

Notons un cas particulier de ce théorème: si a est un objet de U qui est
défini par un énoncé q.u.b. E(y) (c’est-à-dire si ∀y[y = a ⇔ E(y)] est vrai
dans U), alors a �ℵ�.

Il suffit en effet d’appliquer le théorème précédent à l’énoncé E(y) (qui
ne contient pas x) avec x = ∅. On en déduit, par exemple, que si U satisfait
ZF + AF +AC, l’énoncé y = P(ω) n’équivaut à aucun énoncé q.u.b.

Théorème 8.10. Soit U un univers qui satisfait ZF +AF +AC. Alors :

i) Lα = α pour tout ordinal α �ω.

ii) Pour tout ensemble constructible a, on a od(a)�Cl(a) +ℵ�.

(Rappelons que od(a) désigne le premier ordinal α tel que a ∈ Lα.)

i) On a vu que α ⊂ Lα, et donc α �Lα. On montre par induction que

Lα �α pour tout α�ω. Il est immédiat, par induction sur n, que Ln = Vn

pour tout entier naturel n. Donc Lω = Vω et Lω = ω.

Or Lα = ⋃
β<α �(Lβ) ; d’après l’hypothèse d’induction, on a Lβ � β

si β est infini et < α. Comme �(a) = a si a est infini, on a donc Lα �
���(α,

⋃
β<α β)�α.

On pourrait aussi remarquer que la relation y = Lα est q.u.b. et appliquer
le théorème 8.9 ci-dessus.

ii) C’est de cette façon que l’on démontre la deuxième partie du théo-
rème; la relation y = od(x) est q.u.b. puisqu’elle s’énonce:

On(y) et x ∈ Ly et ∀z[z ∈ y ⇒ x /∈ Lz]
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et que la relationy = Lx est q.u.b. Le théorème 8.9 montre donc que od(a)�
Cl(a) +ℵ�.

C.Q.F.D.

Considérons alors un univers U qui satisfait l’axiome de constructibilité.
On a vu que U satisfait l’axiome du choix, donc les théorèmes précédents
sont applicables. Si a ⊂ ℵρ, comme a est constructible, on a:

od(a)�Cl(a) +ℵ� �ℵρ

puisque Cl(a) ⊂ ℵρ. Cela montre que od(a) < ℵρ+� et donc que a ∈ Lℵρ+�
.

Comme a est une partie quelconque de ℵρ, on a P(ℵρ) ⊂ Lℵρ+�
donc

P(ℵρ)�Lℵρ+�
, soit P(ℵρ)�ℵρ+�. L’inégalité inverse étant donnée par le

théorème de Cantor, on a P(ℵρ) = ℵρ+�, ce qui est l’hypothèse généralisée
du continu.

On a un résultat analogue à celui obtenu au chapitre 6, concernant les
énoncés d’arithmétique:

Soit E un énoncé d’arithmétique (énoncé dont les quantificateurs sont
restreints à Vω) démontrable à l’aide de l’axiome du choix et de l’hypothèse
du continu (ou, plus généralement, à l’aide de l’axiome de constructibilité).
Alors E est démontrable sans l’aide de ces axiomes.

En effet, on a vu que Vω = Lω ; l’énoncé E dont tous les quantificateurs
sont restreints à Lω est q.u.b., et donc EL ⇒ E est conséquence de ZF.

Soit alors A�, . . . ,An,E une démonstration de E à l’aide des axiomes
de ZF +V = L. Si Ai est l’un de ces axiomes, on a montré que AL

i est consé-
quence de ZF. La suite AL

�
, . . . ,AL

n ,EL est donc une démonstration de EL

à l’aide des axiomes de ZF. Comme EL ⇒ E est conséquence de ZF, on voit
que E lui-même est conséquence de ZF.





Chapitre 9

Le théorème d’incomplétude de
Gödel

Dans un univers U, on appellera modèle un couple (X,R) avec X �= ∅ et
R ⊂ X�. Etant donné un modèle M = (X,R), X est appelé l’ensemble de
base de M et noté |M| ; R est appelée la relation d’appartenance de M et
notée ∈M.

On définit la relation fonctionnelle à deux arguments : Y = Val(F,M)

dont le domaine est la relation «F est une formule sans paramètre et M est
un modèle»; Y est appelée la valeur de la formule F dans le modèle M ;
c’est un sous-ensemble de |M|vl(F). La définition se fait par induction sur la
longueur de F :

1. Si F est x ε y (resp. x≈y), alors Val(F,M) =
{δ ∈ |M|{x,y} ; (δx, δy) ∈∈M (resp. δx = δy)}.

2. Si F = ¬G, alors Val(F,M) = |M|vl(F) � Val(G,M).

3. Si F = G∨G′, alors Val(F,M) =
{δ ∈ |M|vl(F) ; δ |� vl(G) ∈ Val(G,M) ou δ |� vl(G′) ∈ Val(G′,M)}.

4. Si F = ∨
x G, alors Val(F,M) =

{δ ∈ |M|vl(F) ; il existe δ′ ∈ Val(G,M), δ′ ⊃ δ}.

On voit que la définition est tout à fait analogue à celle de la page 63 ;
cette dernière correspond en fait au cas particulier où ∈M est la restriction à
|M| de la relation d’appartenance. Un modèle de ce type est appelé modèle
standard.
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Si F = (F�,η) est une formule avec paramètres dans |M|, on pose:

Val(F,M) = {δ ∈ |M|vl(F) ; δ ∪ η ∈ Val(F�,M)}.
Si F est une formule close à paramètres dans |M|, on a Val(F,M) = �

ou �. Dans le premier cas on dit que M est un modèle de F, ou encore que
M satisfait F , ce que l’on note M |= F. Si A est un ensemble de formules
closes, et si M satisfait chaque formule de A, on dit que M est un modèle
de A, ce que l’on note M |= A.

Etant donné deux modèles M,N on dit que M est un sous-modèle de
N si |M| ⊂ |N | et ∈M = ∈N ∩|M|� (autrement dit, quels que soient
a,b ∈ |M|, M |= a ε b ⇔ N |= a ε b). On dit que M est un sous-modèle
transitif de N , si on a de plus la propriété suivante: si a ∈ |M|, b ∈ |N | et
N |= bε a, alors b ∈ |M|.
Théorème 9.1. Soient M un sous-modèle transitif de N , et E un énoncé
q.u.b., clos, à paramètres dans M. Si E est vrai dans M, il l’est aussi dans N .

La démonstration se fait aisément, par induction (au sens intuitif) sur la
longueur de l’énoncé E, exactement comme celle du théorème 8.4.

Dans l’univers U, considérons un modèle M qui est aussi un univers
(c’est-à-dire qui satisfait les axiomes de ZF).

Si a�, a�, . . . , an est, dans U, une suite finie d’éléments de |M|, il existe
dans |M| un objet et un seul qui a comme éléments dans M, a�, a�, . . . , an et
eux seulement (démonstration immédiate, par induction sur n dans U). On
définit alors, dans U, une applicationφ : Vω →|M| qui est un isomorphisme
de Vω (muni de la relation d’appartenance) sur une partie εM-transitive de
|M|. Si a ∈ Vω, φa est défini par induction sur rg(a), en posant: φa =
l’objet de |M| dont les éléments dans M sont les φb pour b ∈ a (l’existence
et l’unicité d’un tel objet viennent d’être démontrées). Il est évident que tout
élément de Im(φ) est, dans M, un ensemble héréditairement fini.

Il en résulte qu’on peut, au remplacement près de M par un modèle qui
lui est isomorphe dans U, supposer que (Vω,ε) est un sous-modèle transitif
de M et même de (A,εM), A étant l’ensemble des x ∈ |M| qui, dans M, sont
héréditairement finis. Tout ensemble héréditairement fini dans U est donc
aussi héréditairement fini dans M, avec les mêmes éléments. En particulier,
toute formule de U sans paramètre est une formule de M.

Considérons maintenant un modèle quelconque N , pris dans l’univers
M. On définit un objet N ′ de U qui est un modèle en posant :

|N ′| = {a ∈ |M| ; M |= a ε |N |}
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∈N ′= {(a,b) ∈ |N ′|� ; M satisfait l’énoncé: (a,b) ∈∈N }.
On a alors:

• Quelle que soit la formule close F(a�, . . . , ak) de l’univers U, à paramè-
tres dans N ′, l’énoncé «N ′ satisfait F(a�, . . . , ak)» est vrai dans l’univers U si
et seulement si l’énoncé «N satisfait F(a�, . . . , ak) » est vrai dans l’univers M.

La démonstration se fait par induction dans U sur la longueur de la
formule F . Si F est atomique, on a le résultat par définition du modèle N ′.
Les autres cas de l’induction sont immédiatement vérifiés.

Soit T(x) un énoncé q.u.b. sans paramètre à une variable libre, et soit
a ∈ Vω. Alors :

• Si T(a)Vω est vrai dans U, il l’est aussi dans M.

En effet, (Vω,∈) est un sous-modèle transitif de (A,∈M). Donc T(a) est
vrai dans le modèle (A,∈M), d’après le théorème 9.1. Or, si N est, dans
M, le modèle standard des ensembles héréditairement finis, le modèle N ′
construit ci-dessus n’est autre que (A,∈M). D’après le résultat précédent,
l’énoncé «Vω satisfait T(a)» est donc vrai dans M.

Dans toute la suite de ce chapitre, contrairement à la convention adop-
tée jusqu’ici, toutes les notions de théorie des ensembles seront, sauf avis
contraire, considérées dans leur sens intuitif. Une notion de théorie des en-
sembles considérée dans un univers U sera notée avec l’indice U (par
exemple, l’ensemble vide de U sera noté ∅U, la relation d’appartenance
de U sera notée ∈U, etc.).

Soit HF l’ensemble des ensembles héréditairement finis (au sens intuitif).
Etant donné un univers U, on définit un isomorphisme φ de HF (muni

de la relation d’appartenance) dans U ; si a ∈ HF, φa est défini par induction
sur le rang de a : on a a = {a�, . . . , ak} et on pose φa = {φa�, . . . ,φak}U
(l’objet de U dont les éléments dans U sont φa�, . . . ,φak). L’image de φ

est une partie A de U (qui n’est pas, en général, un ensemble dans U) dont
tous les éléments sont des ensembles héréditairement finis de U, et qui est
∈U-transitive (si a ∈ A, b ∈ U et b ∈U a, alors b ∈ A). Ceci est immédiat
d’après la définition de φ.

Par suite, au remplacement près de U par un univers isomorphe, on
pourra toujours supposer que HF ⊂ U, et que HF, muni de la relation
d’appartenance, est un sous-modèle transitif de U. Dans la suite, on ne
considérera plus que des univers U de ce type. Alors tout entier intuitif est
un entier de U, tout énoncé sans paramètre est une formule de U, etc.
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Lemme 9.2. Soient a�, . . . , ak ∈ HF, et E(x�, . . . , xk) un énoncé q.u.b. sans
paramètre. Si E(a�, . . . , ak) est vrai dans HF, alors l’univers U satisfait l’énoncé
EVω(a�, . . . , ak).

La démonstration se fait par induction (au sens intuitif) sur la longueur de
E. Si E est sans quantificateur, EVω(a�, . . . , ak) est E(a�, . . . , ak) lui-même.
Comme HF ⊂ U, il est clair que E(a�, . . . , ak) est alors simultanément vrai
ou faux dans HF et dans U.

Les cas où E s’écrit «E� ou E� », «E� et E� » sont immédiats.
Si E(a�, . . . , ak) s’écrit ∃xE�(x,a�, . . . , ak), soit a ∈ HF tel que l’énoncé

E�(a,a�, . . . , ak) soit vrai dans HF. Donc E
Vω

�
(a,a�, . . . , ak) est vrai dans U

(hypothèse d’induction), et comme a est un ensemble héréditairement fini
de U, l’énoncé ∃x[x ∈ Vω et E

Vω

�
(x,a�, . . . , ak)] est vrai dans U.

Si E s’écrit ∀x[x ∈ a� ⇒ E�(x,a�, . . . , ak)], l’énoncé E�(a,a�, . . . , ak)

est vrai dans HF pour tout a ∈ a�. Donc, d’après l’hypothèse d’induction,
l’énoncé E

Vω

�
(a,a�, . . . , ak) est vrai dans U pour tout a ∈ a�, et donc éga-

lement l’énoncé ∀x[x ∈ a� ⇒ EVω

�
(a,a�, . . . , ak)].

C.Q.F.D.

Une théorie TH est, par définition, un ensemble d’énoncés clos sans pa-
ramètre (TH est donc un sous-ensemble de HF).

Une théorie axiomatisée est la donnée d’une théorie TH et d’un énoncé
q.u.b. T(x) à une variable libre sans paramètre, TH étant l’ensemble des
éléments a de HF tels que T(a) soit vrai dans HF.

Une théorie TH est dite axiomatisable (ou encore récursivement énumé-
rable), si l’on peut trouver un énoncé q.u.b. T(x) ayant la propriété indiquée.

Considérons une théorie axiomatisée TH, définie dans HF par l’énoncé
q.u.b. T(x). Etant donné un univers U, on désignera par THU l’ensemble des
formules closes sans paramètre � de U telles que T(�)Vω soit vrai dans U.
On a donc dans U:

∀x[x ∈ THU ⇔ x est une formule close sans paramètre et T(x)Vω ].
D’après le lemme 9.2, et le fait que l’énoncé T(x) est q.u.b., il est clair

que chaque élément de TH est élément (dans U) de THU.
Soit M un univers qui est un objet de U (M est un modèle dans U).

On a vu page 103 que, pour tout ensemble a héréditairement fini de U, si
l’énoncé T(a)Vω est vrai dans U, il l’est aussi dans M. Il en résulte que, pour
toute formule F close de U, si l’énoncé F ∈ THU est vrai dans U, alors
l’énoncé F ∈ THM est vrai dans M.

On désigne par Cons(TH) (lire : «consistance de TH») l’énoncé:

∃M(M est un modèle et M |= TH).
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L’énoncé M |= TH est écrit :

∀F(F est une formule close et T(F)Vω ⇒M |= F).

L’énoncé Cons(TH) est satisfait dans un univers U si et seulement s’il
existe dans cet univers un objet qui est un modèle de THU.

Nous nous proposons de montrer maintenant le «deuxième théorème
d’incomplétude de Gödel » [7] (pour une théorie contenant la théorie des
ensembles). Il s’énonce:

Théorème 9.3. Soit TH une théorie axiomatisée, contenant ZF. Si TH est non
contradictoire, TH + non Cons(TH) est aussi non contradictoire (autrement
dit, Cons(TH) n’est pas conséquence de TH).

On désigne par �(x) l’énoncé suivant, à une variable libre sans para-
mètre: «x est une formule close à paramètres dans Vω et non ∃M(M est
un modèle et M |= x et M |= TH) ». On l’écrira aussi, en abrégé, non
Cons(TH +x).

Lemme 9.4. Soit a un ensemble héréditairement fini (a ∈ HF) qui est une
formule close à paramètres dans HF. Si l’univers U satisfait �(a), alors il
satisfait aussi ∀M[M |= TH ⇒ M |= �(a)].

On raisonne par l’absurde, en supposant qu’il existe, dans l’univers U, un
modèle M de THU qui ne satisfait pas �(a). Par suite, M |= Cons(TH+a),
c’est-à-dire qu’il existe un objet N de M, qui est, dans M, un modèle de
THM et de a. On a vu (page 103) qu’il existe dans U un modèle N ′, tel que,
pour toute formule close F de U à paramètres dans N ′, l’énoncé «N ′ |= F »
est vrai dans U, si et seulement si l’énoncé «N |= F » est vrai dans M. Or,
si F ∈ THU est vrai dans U, on a vu (page 104) que F ∈ THM est vrai dans
M, et donc «N |= F » est vrai dans M. Par suite, N ′ |= F est vrai dans U,
et N ′ est donc un modèle de THU. De plus, N ′ |= a puisque N |= a. Mais
alors N ′ est, dans U, un modèle de THU + a, ce qui contredit l’hypothèse
que U satisfait �(a), c’est-à-dire non Cons(TH +a).

C.Q.F.D.

On désigne par z = S(x,y) l’énoncé suivant à trois variables libres sans
paramètre: «x est une formule à une variable libre sans paramètre, y ∈ Vω et
z est la formule close avec le paramètre y, obtenue en substituant y à la va-
riable libre de la formule x ». En fait, si on se réfère à la définition des formules
avec paramètres donnée au chapitre 5, cet énoncé s’écrit : «∃v[x est une for-
mule sans paramètre à une variable libre v, y ∈ Vω et z = (x, {(v,y)})]».
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On désigne par �(x) l’énoncé �(S(x,x)) à une variable libre sans para-
mètre, qui s’écrit aussi non Cons(TH+S(x,x)). �(x) est donc l’énoncé sui-
vant : «x est une formule à une variable libre sans paramètre et non ∃M[M
est un modèle et M |= TH et M |= S(x,x)] ». Cet énoncé est lui-même
un ensemble héréditairement fini (comme tout énoncé sans paramètre, ou
même à paramètres dans HF) que nous désignerons par ψ. Nous désignerons
par � l’énoncé �(ψ) à un paramètre dans HF, et par φ l’objet héréditai-
rement fini correspondant (formule à un paramètre ψ dans HF). Dans tout
univers U, on a donc φ = S(ψ,ψ).

Lemme 9.5. Soit U un univers qui satisfait TH et �. Alors U satisfait non
Cons(TH).

On raisonne par l’absurde, en supposant qu’il existe un objet M de U qui
satisfait THU. Par hypothèse, U satisfait �, c’est-à-dire �(S(ψ,ψ)). D’après
le lemme 9.4, M satisfait aussi �(S(ψ,ψ)), c’est-à-dire �. Donc M est, dans
U, un modèle de THU +φ. Par suite, U satisfait Cons(TH+φ), c’est-à-dire
non �(φ), ou encore non �(S(ψ,ψ)), puisque φ = S(ψ,ψ). Autrement dit,
U satisfait non �, ce qui est une contradiction.

C.Q.F.D.

On peut alors terminer la démonstration du théorème 9.3: soit U un
univers, qui est un modèle de TH. Si U satisfait �, d’après le lemme 9.5, il
satisfait non Cons(TH), et c’est le modèle cherché. Si U satisfait non �, c’est-
à-dire non �(S(ψ,ψ)), alors U satisfait non �(φ) (puisque φ = S(ψ,ψ)),
c’est-à-dire Cons(TH+φ). Autrement dit, il existe dans U un objet U′ qui est
un modèle de THU et qui satisfait �. Or, ainsi qu’on l’a vu page 104, chaque
formule de TH est élément (dans U) de THU. Il en résulte que U′ est un
univers qui satisfait TH et �. En appliquant encore une fois le lemme 9.5,
avec U′ à la place de U, on voit que U′ satisfait non Cons(TH), et est donc
le modèle cherché.

C.Q.F.D.

Remarque 1. Notons que la théorie ZF est axiomatisable, en prenant pour
T(x) l’énoncé suivant : «x = A� ou x = A� ou x = A� ou x = A� ou il
existe une formule sans paramètre A(u,v,u�, . . . ,un) telle que x =∧

u� . . .
∧

un{∧u
∧

v
∧

v′[A(u,v) ∧A(u,v′) → v≈v′] →∧
t
∨

w
∧

v[v εw ↔∨
u(uε t ∧A(u,v))]}».

Dans cet énoncé, A�, A�, A�, A� sont respectivement les axiomes d’exten-
sionnalité, de la somme, des parties, et de l’infini. Etant donné un univers
U, l’ensemble ZFU est constitué par les formules A�,A�,A�,A� et :
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∧
u� . . .

∧
un{∧u

∧
v
∧

v′[A(u,v) ∧A(u,v′) → v≈v′] →∧
t
∨

w
∧

v[v εw ↔∨
u(uε t ∧A(u,v))]}

où A(u,v,u�, . . . ,un) décrit l’ensemble des formules de U ayant au moins
deux variables libres.

De la même façon, on voit que la théorie Z de Zermelo (page 57) est
axiomatisable.

Remarque 2. D’après le théorème de complétude du calcul des prédicats
(cf. [3], [22] ou [28]), l’énoncé Cons(TH) équivaut à un énoncé d’arithmétique
(énoncé dont tous les quantificateurs sont restreints à Vω). En effet, il existe
dans l’univers U un modèle de THU si et seulement s’il n’existe pas, dans
U, de «démonstration» d’une formule identiquement fausse (par exemple∨

u¬(u ≈ u)) au moyen des règles de déduction du calcul des prédicats et
des formules de THU.

L’énoncé Cons(TH) équivaut donc à l’énoncé: ∀s[s ∈ Vω ⇒ non(s est
une suite finie de formules de longueur n + � et s(n) = ∨

u¬(u ≈ u) et
∀i(i � n ⇒ T(s(i))Vω ou ∃j∃j ′(j < i et j ′ < i et s(i) est obtenu à partir
de s(j), s(j ′) en appliquant l’une des règles de déduction du calcul des
prédicats)))]. Cet énoncé a visiblement ses quantificateurs restreints à Vω.

Applications

En utilisant le théorème 9.3, on voit qu’il est impossible de démontrer, en
théorie intuitive des ensembles, qu’il existe un modèle de ZF. Car une telle
démonstration serait aussi valable dans un univers quelconque U, et mon-
trerait que, dans cet univers il y a un ensemble qui est un modèle de ZFU. Au-
trement dit, tout univers satisferait Cons(ZF) ; ce qui, d’après le théorème 9.3,
montre que ZF est contradictoire.

Soit CI l’axiome: « il existe un cardinal inaccessible».

Lemme 9.6. Tout univers satisfaisant ZF +AC +CI satisfait Cons(ZF).

En effet, soit π un cardinal inaccessible de U; on montre que Vπ |= ZFU ;
on a déjà vu, page 50, que Vπ satisfait A�,A�,A�,A�. On considère une
formule de ZFU qui s’écrit :∧

u
∧

v
∧

v′[A(u,v) ∧A(u,v′) → v≈v′] →∧
t
∨

w
∧

v[v εw ↔ ∨
u(uε t ∧A(u,v))]

où A(u,v) est une formule de U à paramètres dans Vπ . Si Vπ satisfait la
formule

∧
u
∧

v
∧

v′[A(u,v) ∧ A(u,v′) → v≈v′], la valeur dans Vπ de la
formule A(u,v) est une fonction h de domaine ⊂ Vπ à valeurs dans Vπ .
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Donc, si a ∈ Vπ , l’image de h |�a est un ensemble b ⊂ Vπ . Or, a < π,

donc b < π, et par suite (lemme 3.9) b ∈ Vπ . La formule
∧

v[v εb ↔∨
u(uεa ∧A(u,v))] est donc vraie dans Vπ .

C.Q.F.D.

On a ainsi montré le

Théorème 9.7. Si ZF est non contradictoire, l’énoncé Cons(ZF) est un énoncé
arithmétique, conséquence de ZF +AC + CI, mais non conséquence de ZF.

De la même façon, l’énoncé Cons(ZF + AC +CI) est un énoncé arithmé-
tique, conséquence de ZF + AC+ «il existe deux cardinaux inaccessibles»,
mais non conséquence de ZF + AC +CI, etc.

Remarque. Ces résultats sont un peu inattendus; ils montrent, en effet, que
l’existence de grands cardinaux (ici des cardinaux inaccessibles) a des consé-
quences en arithmétique.

Soit TH une théorie axiomatisée contenant ZF, et non contradictoire. En
théorie des ensembles intuitive, on a montré que TH+ non Cons(TH) est
alors non contradictoire. Par contre, il est impossible de démontrer que, dans
les mêmes conditions, TH+Cons(TH) est non contradictoire. Car étant donné
un univers quelconque U, cette démonstration, interprétée dans U, montre-
rait alors que U satisfait l’énoncé: Cons(TH) ⇒ Cons(TH +Cons(TH)). Par
suite, tout univers satisfaisant TH + Cons(TH) satisferait aussi Cons(TH +
Cons(TH)). Le théorème de Gödel appliqué à la théorie TH + Cons(TH)

montre alors que cette théorie est contradictoire.
Par exemple, en supposant ZF non-contradictoire, on a montré, page 51,

que ZF + AC+ non CI est aussi non-contradictoire; mais on ne pourra pas
démontrer que ZF +AC + CI est non-contradictoire: car Cons(ZF) est consé-
quence de ZF + AC +CI, et on aurait ainsi démontré que, si ZF est non-
contradictoire, ZF + Cons(ZF) l’est aussi.

Dans l’énoncé du théorème de Gödel, on peut affaiblir considérable-
ment l’hypothèse « TH contient ZF». Sans changer la démonstration, on peut
prendre, par exemple, comme hypothèse: TH contient Z (théorie de Zer-
melo). On en déduit le

Théorème 9.8. Soit A un énoncé clos, sans paramètre, tel que Z +AF + A
ne soit pas contradictoire. Alors, l’énoncé Cons(Z +AF + A) est un énoncé
d’arithmétique, conséquence de ZF + AF + A, mais non de Z+ AF +A.

Le fait que Cons(Z +AF + A) n’est pas conséquence de Z + AF + A est
donné par le théorème de Gödel. Considérons un univers U qui satisfait
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ZF + AF + A ; dans U, soit α un ordinal limite > ω tel que Vα convienne
à l’énoncé A (schéma de réflexion). On montre que Vα |= (Z+ AF +A)U :
comme A est vrai dans U, il l’est aussi dans Vα ; d’autre part, les axiomes
a), b), c), d), e), page 56, sont vrais dans Vα. Il reste donc à vérifier que, si
F(u) est une formule à une variable libre à paramètres dans Vα, Vα satisfait
la formule: ∧

x
∨

y
∧

u[uε y ↔ uεx ∧F(u)].
Soient a ∈ Vα, et b la valeur dans Vα de la formule uε a∧F(u). On a b ⊂ a,
et donc b ∈ Vα ; dans Vα la formule

∧
u[uε b ↔ uεa ∧ F(u)] est donc

satisfaite.
Comme Vα |= (Z +AF + A)U, l’énoncé Cons(Z+ AF +A) est donc sa-

tisfait dans l’univers U.
C.Q.F.D.

On en déduit qu’il est impossible de montrer l’assertion suivante: «si
Z est non-contradictoire, alors ZF l’est aussi ». En effet, cela signifierait que
Cons(Z) ⇒ Cons(ZF) est conséquence de ZF. Or Cons(Z) est conséquence
de ZF, d’après ce que l’on vient de montrer. Il en résulterait que Cons(ZF)

est conséquence de ZF, ce qui contredit le théorème de Gödel.
A fortiori, on ne peut montrer que «si Z� (théorie de Zermelo-Frænkel

sans axiome de l’infini) est non-contradictoire, alors ZF l’est aussi ». En effet,
comme on le voit facilement, si Z est non-contradictoire, alors Z� l’est aussi
(il suffit, pour le montrer, de répéter la preuve du théorème 3.8).

Le théorème de Gödel est en fait valable pour toute théorie axiomatisée
TH contenant Z�. Dans l’énoncé du théorème, il faut alors considérer que
Cons(TH) est écrit sous forme d’énoncé arithmétique (remarque 2, page 107) ;
voir [3] ou [28].

Dans la démonstration du théorème de Gödel, on a utilisé un argument
dérivé du paradoxe classique du «menteur»; il concerne la phrase suivante:
« l’énoncé que vous êtes en train de lire est faux», dont on tire une contra-
diction si on admet qu’elle a une valeur de vérité. Un argument analogue
est utilisé, dans une preuve extrêmement simple, pour obtenir le théorème
suivant de Tarski :

Théorème 9.9. Etant donné un univers U, il n’existe aucun énoncé R(x) à
une variable libre, sans paramètre, ayant la propriété suivante : pour chaque
énoncé clos E sans paramètre, E ⇔ R(�E�) est vrai dans U.

On raisonne par l’absurde, en supposant donné un tel énoncé R(x). On
désigne par G(x) l’énoncé non R(S(x,x)), à une variable libre sans para-
mètre, qui est un objet héréditairement fini g. On désigne par F l’énoncé clos
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G(g), à un paramètre dans HF. Si on désigne par f l’objet héréditairement
fini associé à F , on a donc f = S(g,g) dans l’univers U.

L’univers U satisfait F si et seulement s’il satisfait non R(S(g,g)), c’est-
à-dire non R(f). D’après l’hypothèse faite sur l’énoncé R(x), cela équivaut
à dire que U satisfait non F, ce qui est une contradiction.

C.Q.F.D.

Remarque. Le théorème de Tarski montre qu’il n’existe aucun ensemble X

de U, définissable dans U, tel que l’on ait E ⇔ �E� ∈ X pour chaque
énoncé clos E sans paramètre. On énonce souvent ce théorème (de façon
approximative) en disant que «l’ensemble des formules vraies dans U n’est
pas définissable dans U».

Par contre, il est facile de construire un univers U, et un ensemble M

de U, tels que, pour chaque énoncé clos E sans paramètre, on ait E ⇔ EM

(c’est-à-dire U |= E ⇔ M |= E). On peut même supposer, en plus, que M

est dénombrable et transitif dans U. Il suffit, pour cela, d’appliquer le théo-
rème 10.1. Le théorème de Tarski indique simplement qu’un tel ensemble
M ne peut être définissable dans U par un énoncé sans paramètre.
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FORCING





Chapitre 10

Un cas simple de forcing

Modèles transitifs dénombrables

Dans cette deuxième partie, nous allons considérer des théories axiomatiques
écrites à l’aide des deux symboles de relation binaire =, ∈, et éventuelle-
ment d’autres symboles de relation à plusieurs arguments, et de symboles
de constante. Si, par exemple, R,S sont des symboles de relation à deux
arguments, et m un symbole de constante, on désigne par ZF(R, S) la théo-
rie dont les axiomes sont ceux de Zermelo-Fraenkel, mais où le schéma de
remplacement
∀x� . . .∀xn{∀x∀y∀y′[E(x,y) et E(x,y′) ⇒ y = y′]

⇒∀u∃v∀y[y ∈ v ⇔ ∃x(x ∈ u et E(x,y))]}
est écrit pour tous les énoncés E(x,y, x�, . . . , xn), y compris ceux compor-
tant les symboles de relation R,S (il est, bien entendu, inutile d’écrire des
énoncés comportant le symbole de constante m).

Un univers est alors constitué par une collection d’objets U, sur laquelle
sont données trois relations binaires, qui sont les interprétations des sym-
boles ∈, R, S, et un objet distingué, qui est l’interprétation du symbole de
constante m.

Le théorème suivant est un outil fort utilisé dans toute la suite:

Théorème 10.1. Soit T une théorie écrite avec les symboles ∈, =, et qui com-
porte tous les axiomes de ZF+AF+AC. Si T est non contradictoire, la théorie
T ∗ suivante écrite avec ∈, =, et le symbole de constante m est également non
contradictoire : T +T m + «m est un ensemble transitif dénombrable ».

(Bien entendu, T m est la théorie obtenue en relativisant chaque axiome
de T à m).

113
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Démonstration par l’absurde: si T ∗ était contradictoire, la contradiction se-
rait obtenue en n’utilisant qu’un nombre fini (au sens intuitif) d’axiomes de
T m soient Em

�
, . . . ,Em

k , les énoncés E�, . . . ,Ek étant des axiomes de T . La
théorie T + Em + «m est un ensemble transitif dénombrable» serait donc
contradictoire, E étant l’énoncé «E� et . . . et Ek ».

Comme T est non contradictoire, on a un univers U qui satisfait T .
L’énoncé E est donc satisfait dans U, d’où un ordinal α tel que Vα satis-
fasse E (schéma de réflexion). D’après le théorème de Löwenheim-Skolem
(théorème 5.2) qui est applicable puisque U satisfait AC, il existe un sous-
ensemble dénombrable a de Vα qui satisfait les mêmes formules closes que
Vα ; a satisfait donc E et aussi l’axiome d’extensionnalité (en effet, Vα, étant
transitif, satisfait l’axiome d’extensionnalité).

D’après le théorème 3.6, il existe un ensemble b transitif isomorphe à a ;
l’énoncé E est donc satisfait dans b. L’univers U, dans lequel on interprète
le symbole de constante m par l’ensemble b, satisfait donc les axiomes T +
Em + «m est un ensemble transitif dénombrable». Cette théorie n’est donc
pas contradictoire, ce qui est une contradiction.

C.Q.F.D.

Un principe de choix

On se propose, dans ce chapitre, de démontrer le:

Théorème 10.2. Soit G la théorie écrite à l’aide des symboles ∈, =, R (symbole
de relation binaire) : ZF(R) + AF+ «R est une relation fonctionnelle qui est
une bijection de On sur l’univers». Soit E un énoncé clos ne comportant pas le
symbole R ; alors, E est conséquence de G si et seulement s’il est conséquence
de ZF +AF + AC.

Remarque. Le théorème 10.2 exprime que la théorie G est une extension
conservative de la théorie ZF + AF +AC.

Précisons une écriture explicite du dernier axiome de G ; c’est la conjonc-
tion des énoncés suivants :

∀x∀y∀y′[Rxy et Rxy′ ⇒ y = y′] ; ∀x∀x′∀y[Rxy et Rx′y ⇒ x = x′] ;
∀x[∃yRxy ⇔ On(x)] ; ∀y∃xRxy.

Il est évident que la théorie G a pour conséquence: «tout ensemble peut
être bien ordonné», donc l’axiome du choix. Donc, si E est un énoncé clos
conséquence de ZF + AF + AC, il est conséquence de G.
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Soit alors E un énoncé clos, ne comportant pas le symbole R, qui n’est
pas conséquence de ZF + AF + AC. Il s’agit de montrer qu’il n’est pas non
plus conséquence de G, c’est-à-dire de trouver un modèle de G+ non E.

Par hypothèse, la théorie T suivante: ZF + AF + AC+ non E, est non
contradictoire. Donc la théorie T ∗ (théorème 10.1) est aussi non contradic-
toire. D’où un univers U, satisfaisant ZF + AF + AC+ non E, et, dans cet
univers, un ensemble M dénombrable transitif, qui satisfait également les
axiomes ZF + AF + AC+ non E.

Soit P l’ensemble des éléments de M qui sont des fonctions bijectives
dont le domaine est un ordinal. P est, dans U, un ensemble dénombrable, et
ses éléments constituent la collection définie dans l’univers M par l’énoncé
C(x) : «x est une fonction bijective dont le domaine est un ordinal » (ou
encore, P est la valeur de la formule �C(x)� dans l’ensemble M).

Une partie X de P sera dite dense si (∀p ∈ P)(∃q ∈ X)(q ⊃ p), c’est-à-
dire si toute fonction p de P possède un prolongement qui est dans X.

Comme M est un ensemble dénombrable, l’ensemble des formules à une
variable libre, à paramètres dans M, est dénombrable. Donc l’ensemble D
des parties denses de P , qui sont définies dans M par une formule à une
variable libre à paramètres dans M, est dénombrable. Soit (�n)n∈ω une énu-
mération de D. On définit une suite (pn)n∈ω d’éléments de P par récurrence
sur n : p� est un élément quelconque de �� ; pn+� est un élément quelconque
de �n+� tel que pn+� ⊃ pn (il en existe puisque �n+� est dense).

On a donc p� ⊂ p� ⊂ . . . ⊂ pn ⊂ pn+� ⊂ . . ., et pn ∈ �n pour tout
n ∈ ω. Soit G l’ensemble des pn (n ∈ ω).

Lemme 10.3. La théorie S écrite avec les symboles ∈,=,� (symbole de rela-
tion à un argument), dont les axiomes sont les suivants, est non contradictoire :

ZF +AF +AC+ non E ; ∀p[�(p) ⇒ C(p)] ;
∀p∀q[�(p) et �(q) ⇒ p ⊃ q ou q ⊃ p] ;
∀x� . . .∀xk{[∀p[D(p,x�, . . . , xk) ⇒C(p)]

et ∀p[C(p) ⇒ ∃q(q ⊃ p et D(q,x�, . . . , xk))]]
⇒ ∃p[�(p) et D(p,x�, . . . , xk)]}

pour chaque énoncé D(p, x�, . . . , xk) écrit avec les seuls symboles ∈, =, et
ayant les variables libres p,x�, . . . , xk.

Remarques. Ce dernier schéma d’axiomes exprime que la collection �

rencontre chaque sous-collection de C qui est dense et définie par un énoncé
ne comportant pas le symbole �.
Noter également qu’avec l’interprétation donnée ci-dessous pour le symbole



116 Deuxième partie : Forcing

�, M satisfait ZF, mais non pas ZF(�) ; autrement dit, M satisfait le schéma
de remplacement écrit avec des formules ne comportant que les symboles ∈
et =, mais pas le symbole �.

Pour montrer le lemme 10.3, il suffit de remarquer que, si on prend
comme univers l’ensemble M, et que l’on interprète � comme la partie G de
M, les axiomes de S sont satisfaits : si D(x, a�, . . . , ak) est un énoncé à une
variable libre à paramètres dans M qui définit dans M une sous-collection
dense de la collection C, cette sous-collection est un des �n (puisque c’est
la valeur dans M de la formule �D(x, a�, . . . , ak)�) et on a bien �n∩G �= ∅
puisque pn ∈ �n ∩G.

C.Q.F.D.

Pour la suite de la démonstration, on se place dans un modèle M quel-
conque de la théorie S.

Dans ce modèle, on définit une relation binaire R̄(x,y) par l’énoncé
suivant : ∃p[�(p) et x ∈ Dom(p) et p(x) = y]. On montre que l’on obtient
le modèle cherché de la théorie G+ non E, en prenant l’univers M et en
interprétant le symbole R par la relation R̄(x,y).

Si on a R̄(α,a) et R̄(α,a′), il existe p,p′ dans �, tels que α ∈ Dom(p),
α ∈ Dom(p′), p(α) = a et p′(α) = a′. Or p ⊃ p′ ou p′ ⊃ p. Donc a = a′
et l’axiome ∀x∀y∀y′[Rxy et Rxy′ ⇒ y = y′] est satisfait.

Si on a R̄(α,a) et R̄(β,a), il existe p,q dans �, tels que α ∈ Dom(p),
β ∈ Dom(q) et p(α) = q(β) = a. On a, par exemple, q ⊃ p, donc α ∈
Dom(q) et q(α) = q(β) = a. Comme q est une fonction bijective, on a
α = β. Cela montre que l’axiome ∀x∀x′∀y[Rxy et Rx′y ⇒ x = x′] est
satisfait.

Soit α un ordinal quelconque de M. La collection des p de C tels que
α ∈ Dom(p) est évidemment dense dans C. Elle rencontre donc �. Soit p

tel que l’on ait �(p) et α ∈ Dom(p). On a alors R̄(α,p(α)). Cela montre
que l’axiome ∀x[On(x) ⇔ ∃yRxy] est satisfait.

Soit a un objet quelconque de M. La collection des p de C tels que
a ∈ Im(p) est évidemment dense dans C. Elle rencontre donc �. Soit p tel
que �(p) et a ∈ Im(p) et soit α ∈ Dom(p) tel que p(α) = a. On a alors
R̄(α, a). Cela montre que l’axiome ∀y∃xRxy est satisfait.

Il reste donc maintenant à démontrer que M satisfait tous les cas du
schéma de remplacement écrits avec les symboles ∈, = et R.
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Définition et propriétés du forcing

A chaque énoncé A(R,x�, . . . , xk) écrit avec les symboles ∈, =, R, et ayant
les variables libres x�, . . . , xk, on associe un énoncé A′(p,x�, . . . , xk), écrit
avec les seuls symboles ∈, =, et ayant les variables libres p, x�, . . . , xk. On le
note p �A(R,x�, . . . , xk) (le symbole � se lit «force») ; noter que, malgré
la notation, cet énoncé ne comporte pas le symbole R. La définition se fait
par induction (au sens intuitif) sur la longueur de l’énoncé A(R,x�, . . . , xk) :

• p� x = y est l’énoncé: x = y et C(p) ;

• p� x ∈ y est l’énoncé: x ∈ y et C(p) ;

• p�Rxy est l’énoncé: C(p) et x ∈ Dom(p) et p(x) = y ;

• p� (A ou B) est l’énoncé: p�A ou p �B ;

• p� ∃xA est l’énoncé: ∃x(p�A) ;

• p� non A est l’énoncé: C(p) et ∀q[C(q) et q ⊃ p ⇒ q �A].
La notation q � A désigne l’énoncé: non (q � A). L’énoncé p � non

A signifie donc: aucun prolongement de p (qui est une fonction bijective
définie sur un ordinal) ne force A.

Si A(R,a�, . . . , ak) est un énoncé clos, à paramètres dans M, l’énoncé
p�A(R,a�, . . . , ak) est, bien entendu, celui que l’on obtient à partir de
l’énoncé p � A(R,x�, . . . , xk) en y remplaçant x�, . . . , xk respectivement
par a�, . . . , ak.

On vérifie immédiatement, par induction (au sens intuitif) sur la longueur
de l’énoncé A(R,x�, . . . , xn), qu’on a dans M :

• p�A et C(q) et q ⊃ p ⇒ q �A ; autrement dit : si p force A, tout
prolongement de p force aussi A.

On vérifie aisément aussi que, si A ne comporte pas le symbole R, on a
dans M :

• p�A ⇔ A et C(p).

Si A(R,a�, . . . , ak) est un énoncé clos à paramètres dans M, alors :

• La collection DA des p tels que p� (A ou non A) est dense dans C.
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En effet soit p un objet quelconque de la collection C ; ou bien p �
non A, et alors p est lui-même dans DA, ou bien p � non A, et alors, par
définition, p a un prolongement q qui force A, donc qui est dans DA.

• Pour chaque énoncé clos A(R,a�, . . . , ak) à paramètres dans M, il
existe p tel que �(p) et p�A ou p� non A.

En effet la collection des p tels que p�A ou p� non A est une sous-
collection dense de C définie par un énoncé ne comportant que les symboles
∈, = . Elle rencontre donc � d’après les axiomes de S (page 115).

Théorème 10.4 (Lemme de vérité). Pour que l’énoncé A(R,a�, . . . , ak), clos
à paramètres dans M, soit vrai dans M (le symbole R étant interprété par
la relation R̄), il faut et il suffit qu’il existe p tel que l’on ait �(p) et p �
A(R,a�, . . . , ak).

On le montre par induction (au sens intuitif) sur la longueur de l’énoncé
A. C’est évident si l’énoncé est atomique de la forme a� = a� ou a� ∈ a�,
puisqu’alors p�A est l’énoncé «A et C(p)».

Si A est l’énoncé Ra�a�, il est vrai dans M si on a R̄(a�, a�) c’est-à-
dire s’il existe p tel que �(p), a� ∈ Dom(p) et p(a�) = a�. Cela revient
exactement à dire que p�Ra�a�.

Si A s’écrit «B ou C », le lemme étant vrai pour les énoncés B, C, on voit
que «B ou C » est vrai si et seulement si ∃p[�(p) et p�B] ou ∃p[�(p) et
p�C] ; donc si et seulement si ∃p[�(p) et p� (B ou C)].

Si A s’écrit ∃xB(x) : si ∃xB(x) est vrai, on a un objet a tel que B(a), d’où
(hypothèse d’induction) un objet p tel que �(p) et p � B(a) ; on a donc
∃x(p�B(x)) et donc p � ∃xB(x). Même chose pour la réciproque.

Supposons maintenant que A s’écrive non B : si B est vrai dans M, il
existe p tel que �(p) et p � B. Supposons qu’il existe q tel que �(q) et
q � A. On a alors p ⊃ q ou q ⊃ p. Si, par exemple, p ⊃ q, on a p � A

(puisque q � A ; voir page 117). Mais alors p � B et p � non B ce qui
est impossible, par définition de l’énoncé p � non B. Cette contradiction
montre que l’énoncé ∃q[�(q) et q �A] est faux dans M.

Supposons inversement que l’énoncé ∃q[�(q) et q � A] soit faux dans
M. On a vu, page 118, qu’il existe p tel que �(p) et (p�B ou p�non B).
Comme p�non B est impossible par hypothèse, on a donc �(p) et p�B.
D’après l’hypothèse d’induction B est donc vrai dans M.

On a ainsi montré que B ⇔ non ∃p[�(p) et p � A] et donc A ⇔
∃p[�(p) et p�A].

C.Q.F.D.
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Grâce à ce théorème, pour savoir si un énoncé clos A(R,a�, . . . , ak),
comportant le symbole R, est vrai dans M, il suffit de résoudre cette question
pour l’énoncé p�A(R,a�, . . . , ak) qui, lui, ne comporte plus R.

Application à la preuve du principe de choix

Nous pouvons maintenant terminer la démonstration du théorème 10.2. Le
lemme essentiel est le suivant :

Lemme 10.5. Soient A(R,x,a�, . . . , ak) un énoncé (noté plus simplement
A(x)) à une variable libre à paramètres dans M, et a un objet de M. La
collection des fonctions p de C telles que (∀x ∈ a)[p � A(x) ou p � non
A(x)] est dense.

Soit j une bijection de a sur son cardinal κ (il en existe une, puisque
M satisfait l’axiome du choix). Pour chaque α < κ, soit Dα la collection
des fonctions p telles que p � A(j(α)) ou p � non A(j(α)). Dα est une
sous-collection dense de C. De plus, si p est dans Dα et q ⊃ p, alors q est
dans Dα (voir page 117).

Soit p� un objet de C. Il suffit, pour prouver le lemme, de trouver q ⊃ p�

tel que q soit dans Dα pour tout α < κ.
Pour chaque α < κ, et chaque fonction p �= ∅ de C, on désigne par

Xα(p) l’ensemble des objets q de Dα, de rang minimum, tels que q ⊃ p.
On désigne par Xα(∅) l’ensemble des objets q de Dα, de rang minimum,
tels que q ⊃ p�.
Comme Dα est une collection dense, Xα(p) est toujours un sous-ensemble
non vide de Dα ; de plus, tout élément de Xα(p) contient p.

Une fonction f , définie sur un ordinal α, à valeurs dans C, sera dite
croissante si γ < β < α ⇒ f(γ) ⊂ f(β). On pose U(f) = ⋃

β<α f(β) ; il
est clair que U(f) est alors un objet de C.
La fonction f sera dite modérée si, pour tout β ∈ α, f |�β est croissante,
et f(β) ∈ Xβ(

⋃
γ<β f(γ)) ; autrement dit, f(β) ∈ Xβ(U(f |�β)). Si f est

une fonction modérée de domaine α, il est clair que f |�β est modérée, quel
que soit β � α. Egalement, de façon évidente, f(β) est dans Dβ pour tout
β < α. Notons enfin que f est une fonction croissante: en effet, si γ < β,
on a f(β) ⊃ f(γ) puisque f(β) ∈ Xβ(

⋃
γ<β f(γ)).

On se propose de construire une fonction g modérée de domaine κ. Cela
donnera le résultat voulu, en posant q = U(g). En effet q ⊃ g(α), donc
q est dans Dα pour tout α < κ ; De plus, on a q ⊃ g(�) ⊃ p�, puisque
g(�) ∈ X�(∅).
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Lemme 10.6. Pour α < κ, la collection des fonctions modérées de domaine α

est un ensemble Mα.

On fait la preuve par induction sur α. D’après le schéma de compréhen-
sion, il suffit de montrer que cette collection est contenue dans un ensemble.

Soit f une fonction modérée de domaine α. Si β < α, on a f |�β ∈ Mβ

par hypothèse d’induction. Or, on a f(β) ∈ Xβ(U(f |�β)) donc f(β) ∈
Yβ = ⋃{Xβ(U(g)); g ∈ Mβ}. Il en résulte que f ∈ ∏

β<α Yβ .
C.Q.F.D.

On pose Z = ⋃{Xα(U(f)) ; α < κ, f ∈ Mα}. Puisque M satisfait AC,
il existe une fonction de choix φ sur l’ensemble Z. Soit H la fonction, dont le
domaine est l’ensemble des fonctions modérées f de domaine α < κ, définie
par H(f) = φ[Xα(U(f))] (cette définition est correcte, puisque Xα(p) �= ∅
pour tout p dans C). Soit f une fonction H-inductive de domaine α < κ ;
par définition, on a f |�β ∈ Dom(H) et f(β) = H(f |�β) pour tout β < α.
Donc f |�β est croissante, et f(β) = φ[Xβ(U(f |�β))] pour tout β < α.
Ceci montre que f est modérée, et donc que f ∈ Dom(H). D’après le
théorème 2.5, il existe alors une fonction g et une seule, de domaine κ, telle
que g |�α ∈ Dom(H) et g(α) = H(g |�α) = φ[Xα(U(g |�α))] pour tout
α < κ. Il est clair que g est une fonction modérée de domaine κ.

C.Q.F.D.

On peut montrer maintenant que le schéma de remplacement est vrai
dans M, y compris pour des énoncés comportant le symbole R. Pour cela,
considérons un objet a de M et un énoncé A(R,x,y) à deux variables
libres à paramètres dans M, tels que l’on ait, dans M :

(
) ∀x∀y∀y′[A(R,x,y) et A(R,x,y′) ⇒ y = y′]
Il s’agit de trouver un objet b de M, qui soit l’image de a par la relation
fonctionnelle A(R,x,y).

D’après le lemme 10.5, la collection des fonctions p de C telles que
(∀x ∈ a) [p � ∃y A(R,x,y) ou p � non ∃y A(R,x,y)] est dense. Il existe
donc, dans cette collection, une fonction p� telle que �(p�). Par définition
du forcing, on a donc:

(

) (∀x ∈ a)[∃y(p� �A(R,x,y)) ou p� � non ∃y A(R,x,y)].
Or si y �= y′, on ne peut avoir p� �A(R,x,y) et p� �A(R,x,y′) ; sinon,
comme �(p�) est vrai, on aurait dans M, à la fois A(R,x,y) et A(R,x,y′)
(théorème 10.4), ce qui contredit (
). L’énoncé p� � A(R,x,y), qui a p�

comme paramètre, et ne comporte pas le symbole R, définit donc, dans
M, une relation fonctionnelle. Par suite, on peut lui appliquer le schéma de
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remplacement, et définir l’ensemble b = {y ; (∃x ∈ a)(p� � A(R,x,y))},
qui est l’image de a par cette relation fonctionnelle.

On montre que b est également l’image de a par la relation fonctionnelle
A(R,x,y) :

Supposons x� ∈ a et A(R,x�, y�) ; alors, on ne peut avoir p� � non
∃y A(R,x�, y) : en effet, puisque �(p�) est vrai, le théorème 10.4 donnerait
alors non ∃y A(R,x�, y).

D’après (

), il existe donc y′
�

tel que p� �A(R,x�, y
′
�
). Par définition de

b, on a donc y′
�
∈ b. Mais, puisque �(p�) est vrai, le théorème 10.4 montre

A(R,x�, y
′
�
). D’après (
), on a donc y� = y′

�
, d’où y� ∈ b.

Inversement, si y� ∈ b, il existe x� ∈ a tel que p� �A(R,x�, y�). Comme
�(p�) est vrai, on a A(R,x�, y�) dans M, d’après le théorème 10.4.

On a ainsi montré que y ∈ b ⇔ (∃x ∈ a)A(R,x,y). Il en résulte que le
schéma de remplacement est vrai dans M pour tous les énoncés écrits avec
les symboles ∈, =, R, et cela termine la démonstration du théorème 10.2.

Remarque. La théorie des ensembles exposée dans Bourbaki [1] n’est pas for-
mellement une théorie axiomatique du type de celles que nous considérons
dans ce livre. Toutefois, à chaque énoncé E(x�, . . . , xk) du langage de Bour-
baki, on peut associer une «traduction», qui est un énoncé E′(x�, . . . , xk),
écrit avec ∈, = et R, défini par induction sur la longueur de E : il suffit
d’interpréter chaque terme de la forme τx A(x,x�, . . . , xk) par « le premier
objet x suivant le bon ordre R tel que A(x,x�, . . . , xk) s’il en existe, et �
sinon». On montre alors aisément que, pour chaque énoncé clos E, consé-
quence des axiomes de la théorie des ensembles de Bourbaki, sa traduction
E′ est conséquence de G. De plus, lorsque E ne comporte pas le symbole τ ,
E′ est E lui-même.

Par suite, tout énoncé clos écrit avec = et ∈, qui est démontrable dans
la théorie des ensembles de Bourbaki, est démontrable dans G. Le théo-
rème 10.2 montre alors que tout énoncé clos écrit avec ∈ et =, démontrable
dans la théorie des ensembles de Bourbaki, est démontrable dans ZF+AF+AC.

Noter que la réciproque est fausse, puisque AF n’est pas démontrable
dans la théorie de Bourbaki.





Chapitre 11

Extensions génériques

Dans tout ce chapitre, on considère un univers M qui satisfait ZF +AF,
qui est un ensemble transitif d’un univers U satisfaisant ZF + AF +AC. On
considère également un ensemble ordonné C, non vide, de l’univers M, dont
les éléments seront appelés conditions de forcing (ou, en abrégé, conditions).
Si p,q ∈ C et p � q, on dira que la condition q est plus forte que p. Deux
conditions p,q sont dites compatibles s’il existe r ∈ C tel que r � p et
r � q.

Une partie X de C est dite saturée si, quel que soit p ∈ X, toute condition
�p est aussi dans X. Elle est dite dense si, pour toute condition p, il existe
q ∈ X,q � p. Elle est dite prédense si toute condition est compatible avec
au moins un élément de X.

Pour chaque partie A de C, soit Ã la plus petite partie saturée de C qui
contient A : Ã = {q ∈ C ; (∃p ∈ A)(p � q)}. Il est clair que, si A est une
partie prédense de C, Ã est une partie dense saturée.

Une partie G de C qui est un objet de U (mais pas forcément de M) est
dite C-générique sur M si elle a les propriétés suivantes :

1. Si p ∈ G, q ∈ C et q �p, alors q ∈ G.
2. Si p,q ∈ G, alors p et q sont compatibles.
3. Si X est une partie dense de C, qui est dans l’univers M, alors X∩G �= ∅.

Dans cette définition on peut remplacer la condition 3 par l’une des deux
conditions suivantes :

3′. Si X est une partie prédense de C qui est dans M, alors X ∩G �= ∅.

3′′. Si X est une partie dense saturée de C qui est dans M, alors X∩G �= ∅.

123
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En effet, il est clair que 3′ ⇒ 3 et 3 ⇒ 3′′. D’autre part, si G satisfait les
conditions 1 et 3′′, soit X une partie prédense de C qui est dans M. Alors
X̃ est une partie dense saturée de C qui est dans M. Donc X̃ ∩G �= ∅ et il
existe p ∈ G et une condition q � p qui est dans X. D’après 1, q ∈ G et
donc X ∩G �= ∅. Donc 3′′ ⇒ 3′.

• Si p ∈ C, on a p /∈ G si et seulement si p est incompatible avec un
élément de G.

La condition est suffisante d’après 2. Inversement, si p /∈ G, soit X =
{q ∈ C ; q � p ou q est incompatible avec p}. Alors X est dense: en ef-
fet, si q n’est pas incompatible avec p, il a un minorant commun avec p,
donc il a un minorant dans X. Evidemment X est dans M. Donc X∩G �= ∅.
Si q ∈ X ∩ G, on n’a pas q � p (sinon p ∈ G). Donc q est incompatible
avec p.

• Si p,q ∈ G, ils ont un minorant commun dans G.

Soit X = {r ∈ C ; r est incompatible avec p, ou r �p et r est incompatible
avec q, ou r � p et r � q}. Il est clair que X est dans M ; de plus, X

est dense: en effet, soit r ∈ C ; si r est incompatible avec p, on a r ∈ X ;
sinon on prend s ∈ C, s � r, s � p. Si s est incompatible avec q, on a
s ∈ X, donc r a un minorant dans X ; si s est compatible avec q, on prend
t ∈ C, t � s, t � q. Alors t est un minorant de r, et t � p, t � q. Donc
t ∈ X. Donc, dans tous les cas, r a un minorant dans X.

Il en résulte que X∩G �= ∅ ; soit r ∈ X∩G. Alors r est compatible avec
p et q puisque p,q ∈ G. Comme r ∈ X, on a r �p et r � q.

C.Q.F.D.

On en déduit immédiatement:

• Toute partie finie de G a un minorant dans G.

Soit p ∈ C. Une partie X de C est dite dense en dessous de p, si tout
minorant q de p a un minorant dans X. On a alors:

• Si p ∈ G, et si X est une partie de C qui est dans M et qui est dense
en dessous de p, alors X∩G �= ∅.

En effet, soit Y la réunion de X et de l’ensemble des éléments de C incom-
patibles avec p. Y est dans M et est dense dans C : si q ∈ C, ou bien il est



Chapitre 11. Extensions génériques 125

incompatible avec p, donc dans Y , ou bien il a un minorant dans X. Donc
il existe p� ∈ Y ∩G. Comme p� est compatible avec p, on a p� ∈ X.

C.Q.F.D.

Une partie X de C est appelée une antichaîne si ses éléments sont deux
à deux incompatibles. Une antichaîne maximale de C est une antichaîne
qui n’est strictement contenue dans aucune antichaîne de C ; autrement dit,
c’est une antichaîne qui est prédense dans C.

Lemme 11.1. (Avec AC.) Toute partie dense de C contient une antichaîne
maximale de C.

Soit D une partie dense de C. D’après le théorème de Zorn, l’ensemble
des antichaînes de C, qui sont contenues dans D, a un élément maximal X ; si
p ∈ C est incompatible avec chaque élément de X, on prend q ∈ D, q �p,
et alors X ∪ {q} est alors une antichaîne ⊂ D, qui contredit la maximalité
de X. Donc X est une antichaîne maximale de C.

C.Q.F.D.

Théorème 11.2. (Avec AC.) Pour qu’une partie G de C soit C-générique sur
M, il faut et il suffit que :

i) Si p, q ∈ G, alors p et q sont compatibles.
ii) Si X est, dans M, une antichaîne maximale de C, alors X ∩G �= ∅.

En effet, ces deux conditions sont évidemment nécessaires. Inversement,
si elles sont vérifiées par une partie G de C, soient p ∈ G, q ∈ C tels
que q � p. Posons Cq = {r ∈ C ; r incompatible avec q}, et soit X une
antichaîne maximale de Cq (lemme 11.1). Alors X ∪ {q} est une antichaîne
maximale de C, donc (X∪{q})∩G �= ∅, d’après (ii). Or X∩G = ∅ d’après
(i) : en effet, un élément de C incompatible avec q, l’est aussi avec p. Donc
q ∈ G.

Soient maintenant D une partie dense de C, qui est dans M, et X ⊂ D

une antichaîne maximale de C (lemme 11.1). D’après (ii), X ∩ G est alors
non vide, et donc D ∩G �= ∅.

C.Q.F.D.

Le théorème suivant montre que, si D est une partie dense de C, qui
est dans M, les D-génériques sur M correspondent canoniquement aux C-
génériques sur M.

Théorème 11.3. Soit D une partie dense de C qui est dans M. Si G est C-
générique sur M, alors G∩D est D-générique sur M. Inversement, si H est
D-générique sur M, il existe un C-générique G sur M et un seul tel que
H = G∩D ; on a G = {p ∈ C ; (∃q ∈ H)(p� q)}.
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Soit G un C-générique sur M. Alors H = G ∩ D est D-générique. En
effet :
Si p ∈ G∩D et si q ∈ D, q �p, alors q ∈ G∩D.
Si p,q ∈ G ∩D, il existe r ∈ C, r � p, r � q. Comme D est dense dans
C, il existe s ∈ D, s � r ; cela montre que p,q sont compatibles dans D.
Si E est une partie dense de D qui est dans M, alors E est dense dans C,
donc G∩E �= ∅, et comme E ⊂ D, on a G∩D ∩E �= ∅.

On a de plus G = {p ∈ C ; (∃q ∈ H)(p � q)} : en effet, si q ∈ H

et p � q on a évidemment p ∈ G. Inversement, si p ∈ G, l’ensemble
X = {q ∈ D ; q � p} est une partie de C qui est évidemment dense en
dessous de p. Il en résulte, comme on l’a montré ci-dessus, que G∩X �= ∅.
Il existe donc q ∈ G∩D = H tel que q �p.

Soit maintenant H un D-générique quelconque sur M ; on pose G =
{p ∈ C ; (∃q ∈ H)(p� q)}, et on vérifie que G est C-générique sur M :
- Si p ∈ G et si p′ �p, alors p′ ∈ G: évident.
- Si p,p′ ∈ G, on a q,q′ ∈ H, p � q, p′ � q′. Or q,q′ sont compatibles
dans D, donc p,p′ sont compatibles.
- Soit E une partie dense saturée de C qui est dans M. Alors E ∩ D est
dense dans D : car si p ∈ D, on a q ∈ E, q �p, et r ∈ D, r � q (car E et
D sont denses) donc r ∈ E (car E est saturée).

Donc (E ∩ D) ∩ H �= ∅, c’est-à-dire E ∩ H �= ∅, et donc E ∩ G �= ∅,
puisque G ⊃ H.

Il reste à vérifier que H = G ∩ D ; évidemment H ⊂ G ∩ D. D’autre
part si p ∈ G∩D, et si p /∈ H, p est incompatible avec un élément de H

(puisque H est D-générique sur M) donc avec un élément de G, ce qui est
impossible car p ∈ G.

C.Q.F.D.

Un atome de l’ensemble ordonné C est, par définition, un élément de C

dont tous les minorants sont deux à deux compatibles.
Un C-générique G sur M est dit trivial s’il est dans l’univers M. Le

théorème suivant caractérise les ensembles génériques triviaux.

Théorème 11.4. Pour qu’un C-générique G sur M soit trivial, il faut et il
suffit qu’il existe un atome p� de C, tel que p� ∈ G. On a alors G = {p ∈ C ;
p compatible avec p�}.

Soit p� un atome de C ; si p,q ∈ C sont compatibles avec p�, alors p et q

sont compatibles: il existe, en effet, r, s ∈ C, r �p, r �p�, s � q, s �p� ; r
et s étant deux minorants de p� sont compatibles. Or tout minorant commun
de r et s est un minorant commun de p et q.
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Soient p� un atome de C, et G = {p ∈ C ; p compatible avec p�} ;
alors G est C-générique sur M : en effet, la condition 1 de définition des
génériques est évidemment satisfaite. Si p,q ∈ G, ils sont compatibles avec
p�, donc compatibles entre eux. Enfin si X est une partie dense de C, il
existe p ∈ X, p�p�. Donc p ∈ X ∩G.

Soient maintenant p� un atome de C, et G un C-générique sur M tel
que p� ∈ G. Si p ∈ G, p est donc compatible avec p�. Inversement, soient
p ∈ C compatible avec p�, et q ∈ G ; alors p et q sont compatibles avec p�,
donc sont compatibles. Puisque p est compatible avec tout élément de G,
on a p ∈ G (cf. page 124). Donc G = {p ∈ C ; p compatible avec p�}.

Soit enfin G un ensemble C-générique sur M, qui est dans M. On pose
X = C �G ; X est une partie de C qui est dans M et ne rencontre pas G.
X n’est donc pas dense dans C ; d’où un élément p� de C qui n’a aucun
minorant dans X. Par suite tout minorant de p� est dans G, ce qui montre
que les minorants de p� sont deux à deux compatibles. Donc p� est un
atome, et p� ∈ G.

C.Q.F.D.

Les ensembles de conditions que nous considérons dans la suite n’auront,
en général, aucun atome. Il n’existera alors pas de C-générique trivial sur M.

Le théorème très simple suivant donne une condition suffisante pour
qu’il existe, dans U, un C-générique sur M. Rappelons que l’on suppose
que U satisfait AC.

Théorème 11.5. Si l’ensemble des parties denses de C qui sont dans M est
dénombrable dans U, alors pour chaque p ∈ C, il existe, dans U, un C-
générique G sur M tel que p ∈ G.

Soit (Xn)n∈ω une énumération de l’ensemble des parties denses de C qui
sont dans M (cette fonction étant dans l’univers U). Soit f : P(C)�{∅} → C

une fonction de choix sur C. On définit par induction une suite décroissante
(pn)n∈ω d’éléments de C :
p� = p ; pn+� = l’élément distingué par f dans l’ensemble des minorants
de pn qui appartiennent à Xn (il est non vide puisque Xn est dense).

On a donc p = p� � p� � . . . � pn � . . . et pn+� ∈ Xn pour tout
n ∈ ω. On pose alors G = {q ∈ C ; (∃n ∈ ω)(q � pn)} et on vérifie
que G est C-générique sur M. La condition 1 est évidemment satisfaite. Si
q,q′ ∈ G, on a q � pn, q′ � pm, et, par exemple, m � n. Alors pm est un
minorant commun de q,q′. Si X est une partie dense de C qui est dans M,
on a X = Xn pour un n et pn+� ∈ Xn ∩G. Enfin il est clair que p ∈ G.

C.Q.F.D.
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L’hypothèse du théorème précédent est évidemment satisfaite lorsque
M est un ensemble dénombrable de U. Une méthode pour réaliser cette
situation est donnée par le théorème 10.1.

Applications contractantes

Le présent paragraphe constitue une digression. On y démontre un résultat
simple de théorie des ensembles (sans axiome de fondation ni axiome du
choix) indispensable pour la suite.

Soit R une relation binaire sur un ensemble A ; elle est dite bien fondée
si, quelle que soit la partie X non vide de A, il existe x ∈ X tel que (∀y ∈ X)

non R(y,x).
Une application φ, de domaine A, est dite contractante (pour R) si pour

tout x ∈ A on a φ(x) = {φ(y) ; y ∈ A et R(y,x)}. Il est évident que l’image
de φ est alors un ensemble transitif.

Théorème 11.6. Si R est une relation bien fondée sur A, il existe une appli-
cation contractante pour R et une seule.

Unicité : Soient φ,ψ deux applications contractantes distinctes, et X =
{x ∈ A; φ(x) �= ψ(x)}. Puisque φ �= ψ, on a X �= ∅ ; comme R est
bien fondée, il existe donc x� ∈ X tel que (∀y ∈ X) non R(y,x�). On a
φ(x�) �= ψ(x�), et donc, par exemple, il existe a ∈ φ(x�), a /∈ ψ(x�). Comme
φ est contractante, et a ∈ φ(x�), il existe y ∈ A tel que R(y,x�) et φ(y) = a.
Par définition de x�, on a y /∈ X, donc φ(y) = ψ(y) = a. Comme ψ est
contractante et que R(y,x�) est vrai, on a ψ(y) ∈ ψ(x�), donc a ∈ ψ(x�).
Contradiction.

Existence : Une partie Z de A sera dite R-transitive si, quels que soient
x ∈ A et y ∈ Z tels que R(x,y), on a x ∈ Z. Il est clair que, si φ est une
fonction contractante sur A, alors la fonction φ |�Z est contractante sur Z.
Par ailleurs, si Z,Z′ sont deux parties R-transitives de A, Z ∩Z′ l’est aussi.
Si φ,φ′ sont respectivement contractantes sur Z,Z′, alors φ |�(Z ∩ Z′) et
φ′ |� (Z ∩ Z′) sont toutes deux contractantes sur Z ∩ Z′ donc sont égales,
d’après l’unicité.

Soit  la réunion de toutes les fonctions contractantes définies sur des
parties R-transitives de A (celles pour lesquelles il existe une fonction con-
tractante). D’après la remarque qui précède,  est une fonction. Il est clair
que cette fonction est contractante et que son domaine Y est une partie
R-transitive de A (réunion d’un ensemble de parties R-transitives de A). Y
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est donc la plus grande partie R-transitive de A sur laquelle il existe une
fonction contractante. Si Y = A, le théorème est démontré.

Si Y �= A, soit X = A � Y . Comme R est une relation bien fondée, il
existe x� ∈ X tel que (∀y ∈ X) non R(y,x�). On définit alors une fonction
� de domaine Y ∪ {x�} qui est un prolongement de , en posant �(x�) =
{(y) ; y ∈ A,R(y,x�)}. Cette définition a un sens, car si R(y,x�) on a
y ∈ Y , donc  est définie en y.

Alors � est une application contractante dont le domaine Y ∪ {x�} est
une partie R-transitive de A qui contient strictement Y . Cela contredit la
définition de Y .

C.Q.F.D.

Définition du modèle M[G]
Soient C un ensemble ordonné de l’univers M et G une partie de C, qui est
dans l’univers U, et qui est C-générique sur M. Sur l’ensemble M de U, on
définit, dans U, une relation binaire R en posant :

R(x,y) ⇔ (∃p ∈ G)((x,p) ∈ y) quels que soient x,y ∈ M.

La relation R est alors bien fondée: si X ⊂ M, X �= ∅, soit x� un élément
de X de rang minimum. Il est clair que si on a R(x,x�), alors rg(x) < rg(x�),
donc x /∈ X.

Soit φ l’application contractante pour R sur M. L’image de φ est un
ensemble transitif que l’on désignera par M[G]. Dans la suite de ce chapitre
on montrera que M[G] satisfait les axiomes ZF +AF. Ce modèle M[G] est
appelé extension générique de M. Notons tout de suite certaines propriétés
de M[G] :

• M[G] ⊃ M.

On définit, dans l’univers M, une relation fonctionnelle notée y = x̂, par
induction sur le rang de x, en posant :

x̂ = {(ŷ,p) ; y ∈ x et p ∈ C}.
Soit M̂ l’ensemble des x̂ pour x ∈ M (c’est donc une collection dans

l’univers M).
M̂ est une partie R-transitive de M : car si l’on a R(u, x̂) alors (u,p) ∈ x̂

pour un certain p ∈ G; par définition de x̂, on a donc u = ŷ avec y ∈ x.
On en déduit que, pour x,y ∈ M :

(
) y ∈ x ⇔ R(ŷ, x̂).

La relation fonctionnelle y = x̂ est une bijection de M sur M̂ : en ef-
fet, si x� �= x�, on a y ∈ x�, y /∈ x� (par exemple), donc R(ŷ, x̂�) et non
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R(ŷ, x̂�) : donc x̂� �= x̂�. L’application x̂ �→ x est donc une bijection de M̂
sur M. Elle est contractante pour R sur M̂ : car, d’après (
), x = {y ∈ M;
R(ŷ, x̂)}. Comme M̂ est une partie R-transitive de M, cette application est
donc φ |�M̂. On a donc φ(x̂) = x pour tout x ∈ M, ce qui montre que
M ⊂ M[G].

• G ∈ M[G].
On pose � = {(p̂,q) ; p,q ∈ C, q � p}. On a évidemment � ∈ M. On
montre que φ(�) = G: si p ∈ G, (p̂,p) ∈ � et on a donc R(p̂,�). Comme
φ est contractante pour R, on a φ(p̂) ∈ φ(�), donc p ∈ φ(�).

Inversement, soit y ∈ φ(�). Il existe donc z ∈ M, tel que φ(z) = y et
R(z,�). On a donc (z,q) ∈ �, avec q ∈ G. Par définition de �, on en déduit
que z = p̂, avec p ∈ C, p � q ; donc p ∈ G. On a y = φ(z) = φ(p̂) = p.
Donc y ∈ G.

• Quel que soit x ∈ M, on a rg(φ(x))� rg(x).

En effet, il est clair que R(y,x) ⇒ rg(y) < rg(x). Soit alors x un élément de
M de rang minimum tel que rg(φ(x)) > rg(x) s’il en existe. On a φ(x) =
{φ(y); y ∈ M,R(y,x)}. Pour tout élément φ(y) de φ(x) on a rg(φ(y)) �
rg(y) puisque rg(y) < rg(x). Donc rg(φ(y)) < rg(x), ce qui montre que
rg(φ(x))� rg(x) contrairement à l’hypothèse.

• Un ordinal est dans M[G] si et seulement s’il est dans M.

Soit en effet α un ordinal, α ∈ M[G]. On a α = φ(x), x ∈ M. Donc
rg(α)� rg(x) ∈ M. Or rg(α) = α +�, donc α + � ∈ M, et α ∈ M.

• M[G] satisfait les axiomes d’extensionnalité, de fondation et de l’infini.

En effet, M[G] est un ensemble transitif, et ω ∈ M[G].
• M[G] satisfait l’axiome de la somme.

Comme M[G] est l’image de la fonction contractante φ, nous devons mon-
trer que, si φa est un élément quelconque de M[G] (a ∈ M), il existe b ∈ M
tel que φb soit la réunion des éléments de φa. On pose:

b = {(y, r) ; y ∈ M, r ∈ C, (∃p, q � r)(∃x ∈ M)[(x,p) ∈ a et (y,q) ∈ x]}.

L’ensemble b est défini dans M par le schéma de compréhension, puis-
qu’il est évidemment contenu dans Cl(a)×C (Cl(a) étant la clôture transitive
de a). On montre que φb = ⋃

φa.
Soit φv un élément quelconque de φb (comme l’image M[G] de φ est

un ensemble transitif, tout élément de φb est de la forme φv, avec v ∈ M).
Comme la fonction φ est contractante pour la relation R, et que φv ∈ φb,
il existe y ∈ M tel que φv = φy et R(y,b) ; d’où un élément r de G tel
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que (y, r) ∈ b. Par définition de b, il existe donc p,q � r (donc p, q ∈ G)
et x ∈ M, tels que (x,p) ∈ a et (y,q) ∈ x. On a donc R(x,a) et R(y,x),
d’où φx ∈ φa et φy ∈ φx, soit φy ∈ ⋃

φa. Comme φv = φy, on a bien
φv ∈ ⋃

φa.
Inversement, soit φv (v ∈ M) un élément quelconque de

⋃
φa. Il existe

donc u ∈ M tel que φu ∈ φa et φv ∈ φu. Comme φ est contractante et que
φu ∈ φa, il existe x ∈ M tel que φu = φx et R(x,a) ; d’où un élément p de
G tel que (x,p) ∈ a.
Comme φv ∈ φu, et φu = φx, on a φv ∈ φx. Il existe donc y ∈ M tel que
φv = φy, et R(y,x) ; d’où l’existence de q ∈ G tel que (y,q) ∈ x. Comme
p, q ∈ G, il existe r ∈ G, r �p,q. Par définition de b, on a alors (y, r) ∈ b.
Comme r ∈ G, on en déduit R(y,b), donc φy ∈ φb, et on a finalement
φv ∈ φb.

Définition du forcing

Soient M un modèle de ZF + AF, et C un ensemble ordonné de M. On se
propose d’écrire quatre énoncés, à paramètres dans M (en fait, le seul para-
mètre sera l’ensemble C muni de son ordre), à trois variables libres p,x,y

(p varie dans l’ensemble C, x et y dans M tout entier) notés respectivement :

p� x̄ ∈ ȳ, p � x̄ /∈ ȳ, p� x̄ �= ȳ, p � x̄ = ȳ

de façon que les propriétés suivantes soient vraies dans M :

1. p� x̄ ∈ ȳ ⇔ (∃r �p)∃z[(z, r) ∈ y et p� z̄ = x̄] ;

2. p� x̄ �= ȳ ⇔
(∃r �p)∃z[((z, r) ∈ y et p� z̄ /∈ x̄) ou ((z, r) ∈ x et p� z̄ /∈ ȳ)] ;

3. p� x̄ /∈ ȳ ⇔ (∀q �p)(q � x̄ ∈ ȳ) ;

4. p� x̄ = ȳ ⇔ (∀q �p)(q � x̄ �= ȳ).

Le symbole � se lit «force». L’énoncé q � x̄ ∈ ȳ (resp. q � x̄ �= ȳ) est la
négation de q � x̄ ∈ ȳ (resp. q � x̄ �= ȳ).

En supposant ces quatre énoncés écrits, satisfaisant 1, 2, 3, 4, désignons
respectivement par (x,y),�(x,y),′(x,y),�′(x,y) les ensembles sui-
vants:

{p ∈ C ; p� x̄ ∈ ȳ}, {p ∈ C ; p� x̄ �= ȳ},
{p ∈ C ; p� x̄ /∈ ȳ}, {p ∈ C ; p� x̄ = ȳ}.
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Il est clair que le problème revient à définir les quatre relations fonction-
nelles ,�,′,�′. Or la condition 3 (resp. 4) est une définition explicite de
′(x,y) (resp. �′(x,y)) en fonction de (x, y) (resp. �(x,y)). Il en résulte
que les conditions 1 et 2 peuvent s’écrire:

(x, y) = E[x,y,� |� {(z,x) ; rg(z) < rg(y)}]
�(x,y) = F[x,y,|� {(z,x) ; rg(z) < rg(y)} ∪ {(z,y); rg(z) < rg(x)}],
où E(x, y,z) et F(x,y,z) sont des relations fonctionnelles explicitement
écrites.

Désignons par �(x, y) le couple ((x,y),�(x,y)). Les deux conditions
ci-dessus peuvent s’écrire:

(

) �(x,y) = J[x,y,� |� {(z,x) ; rg(z) < rg(y)}∪{(z,y) ; rg(z) < rg(x)}]
J(x, y,z) étant une relation fonctionnelle connue.

On pose ρ(x,y) = (rg(x) ∪ rg(y), rg(x) ∩ rg(y)) ; ρ est une relation
fonctionnelle à deux arguments, partout définie sur M, dont l’image est la
collection � des couples d’ordinaux (α,β) tels que α � β. Sur � on a une
relation de bon ordre, si on pose:

(α′,β′) < (α,β) ⇔ α′ < α ou (α′ = α et β′ < β).

La condition (

) ci-dessus, qu’on impose à �, peut alors s’écrire:

�(x,y) = H[x,y,� |�{(x′, y′) ; ρ(x′, y′) < ρ(x,y)}]
H(x,y,z) étant une relation fonctionnelle connue. Il est clair que cette
condition est une définition de �(x,y) par induction sur ρ(x,y) (ρ(x,y)

décrivant la collection bien ordonnée �: voir chapitre 2, page 26).
Il en résulte qu’il y a une façon et une seule (à une équivalence près)

d’écrire les quatre énoncés p � x̄ ∈ ȳ, p � x̄ �= ȳ, p � x̄ /∈ ȳ, p � x̄ = ȳ,
de façon à satisfaire les conditions 1, 2, 3, 4, et le problème posé page 131
est ainsi résolu.

Considérons un énoncé E(x�, . . . , xn) sans paramètre, que l’on suppose
écrit au moyen des seuls connecteurs logiques: ou, non, ∃, à partir d’énoncés
atomiques du type x ∈ y, x �= y (l’énoncé «x = y » n’est donc pas atomique,
il s’écrit «non x �= y »). On lui associe un énoncé E′(p,x�, . . . , xn) qui a une
variable libre p de plus, et qui sera noté p � E(x̄�, . . . , x̄n). On le définit
par induction (au sens intuitif) sur la longueur de E :

• si E est de la forme x ∈ y, x �= y, l’énoncé p�E(x̄, ȳ) est déjà écrit ;

• si E(x�, . . . , xn) est «F(x�, . . . , xn) ou F ′(x�, . . . , xn)», l’énoncé
p�E(x̄�, . . . , x̄n) est «p�F(x̄�, . . . , x̄n) ou p�F ′(x̄�, . . . , x̄n)»;
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• si E(x�, . . . , xn) est ∃xF(x,x�, . . . , xn), l’énoncé p � E(x̄�, . . . , x̄n)

est ∃x[p�F(x̄, x̄�, . . . , x̄n)] ;

• si E(x�, . . . , xn) est «non F(x�, . . . , xn) » l’énoncé p�E(x̄�, . . . , x̄n)

est «p ∈ C et (∀q ∈ C)[q � p ⇒ q � F(x̄�, . . . , x̄n)]» (rappelons
que q �F(x̄�, . . . , x̄n) est la négation de q �F(x̄�, . . . , x̄n)).

Il est clair que, dans l’énoncé p � E(x̄�, . . . , x̄n), la variable p est res-
treinte à l’ensemble C (c’est-à-dire que p � E(x̄�, . . . , x̄n) ⇒ p ∈ C est
toujours vrai dans M).

Si a�, . . . , an sont des objets de M, on note p�E(ā�, . . . , ān) l’énoncé
clos, dont les paramètres sont a�, . . . , an, obtenu en substituant ai à xi (pour
�� i �n) dans l’énoncé p�E(x̄�, . . . , x̄n).

Lemme 11.7. Soient p,q ∈ C tels que q � p. Si p � E(ā�, . . . , ān), alors
q �E(ā�, . . . , ān).

D’après la définition du forcing, c’est évident lorsque E(a�, . . . , an) s’écrit
non F(a�, . . . , an). C’est, en particulier, vrai lorsque E s’écrit a /∈ b, ou
a = b.

On montre le résultat cherché par induction (au sens intuitif) sur la lon-
gueur de E. Les cas où E s’écrit «F ou F ′ », «∃xF » sont immédiats. Il reste
donc à étudier le cas des énoncés atomiques.

Si p � ā ∈ b̄, on a (condition 1, page 131) p � c̄ = ā et (c, r) ∈ b pour un
r �p et un c ∈ M. Si q � p, on a vu que q � c̄ = ā (car c = a est «non
c �= a ») ; comme r � q, la même condition 1 montre que q � ā ∈ b̄.
Si p � ā �= b̄, d’après la condition 2, on a, par exemple p � c̄ /∈ b̄ et
(c, r) ∈ a pour un r � p et un c ∈ M. Si q � p, on a vu que q � c̄ /∈ b̄ ;
comme r � q, la condition 2 montre alors que q � ā �= b̄.

C.Q.F.D.

On vérifie immédiatement que:

• L’énoncé p�∀xE(x, ā�, . . . , ān) équivaut à
∀x(∀q �p)(∃r � q)[r �E(x̄, ā�, . . . , ān)];

• L’énoncé p� [E(ā�, . . . , ān) et E′(ā�, . . . , ān)] équivaut à
(∀q �p)(∃r � q)[r �E(ā�, . . . , ān) et r �E′(ā�, . . . , ān)].

En effet, en écrivant «E et E′ » sous la forme « non (non E ou non E′)», et
en appliquant la définition du forcing, on trouve l’énoncé:

(∗) (∀q �p)[(∃r � q)(r �E) et (∃r′ � q)(r′ �E′)].
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Il reste à montrer que cet énoncé implique:

(∀q �p)(∃r � q)[r �E et r �E′].
Or si l’énoncé (∗) est vrai, et si q � p, il existe r′ � q tel que r′ � E′ ;

comme r′ � p, toujours d’après (∗), il existe r � r′ tel que r � E ; on a
encore r �E′ (lemme 11.7) et donc r � q, r �E et r �E′.

C.Q.F.D.

Lemme 11.8. i) Quels que soient p ∈ C et a ∈ M, on a p� ā = ā.
ii) Quels que soient p ∈ C et a,b ∈ M, si (a,p) ∈ b alors p � ā ∈ b̄.

i) Preuve par induction sur rg(a) ; si p � ā = ā, il existe q � p, q �
ā �= ā (condition 4, page 131) ; d’où un élément b de M tel que q � b̄ /∈ ā,
et (b, r) ∈ a avec r � q (condition 2, page 131). Donc rg(b) < rg(a) et
q � b̄ = b̄ (hypothèse d’induction). Comme (b, r) ∈ a, on a q � b̄ ∈ ā

(condition 1, page 131) ce qui contredit q � b̄ /∈ ā (condition 3, page 131).
ii) On a p� ā = ā, et (a,p) ∈ b, donc p� ā ∈ b̄ (condition 1, page 131).
C.Q.F.D.

Lemme de vérité et axiomes de ZF

Soit G un ensemble de U, qui est C-générique sur M (on rappelle que U est
un univers qui satisfait ZF +AF + AC, et M un univers satisfaisant ZF + AF
qui est un ensemble transitif de U). A la page 129, on a défini l’ensemble
M[G], image de M par l’application contractante pour la relation binaire R

sur M.
Dans toute la suite, sauf indication contraire, tous les énoncés (à paramè-

tres dans M) seront considérés comme interprétés dans M ; on écrira donc
simplement p � E(ā�, . . . , ān) pour dire que l’énoncé p � E(ā�, . . . , ān)

est vrai dans M.

Lemme 11.9. Pour chaque énoncé E(a�, . . . , an), clos, à paramètres dans M,
il existe p ∈ G tel que p�E(ā�, . . . , ān) ou p� non E(ā�, . . . , ān).

En effet, {p ∈ C ; p � E ou p � non E} est une partie de C qui est
dans M. Elle est dense dans C : car si p ∈ C, ou bien p � non E, ou bien
(∃q � p)(q �E) (par définition de «p � non E »). Il en résulte que cette
partie de C rencontre G.

C.Q.F.D.

Lemme 11.10. Si a, b ∈ M, on a φa ∈ φb ⇔ (∃p ∈ G)(p� ā ∈ b̄)

et φa �= φb ⇔ (∃p ∈ G)(p� ā �= b̄).
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On le montre par induction sur ρ(a,b) = (rg(a) ∪ rg(b), rg(a) ∩ rg(b))
qui décrit la collection bien ordonnée � (voir page 132).

Si φa ∈ φb, il existe c ∈ M tel que φa = φc et R(c,b) (puisque φ est
contractante pour R). Par définition de R, il existe q ∈ G tel que (c,q) ∈ b.
D’autre part, d’après le lemme 11.9, il existe r ∈ G tel que r � c̄ = ā ou
r � c̄ �= ā. Comme rg(c) < rg(b), on a ρ(c, a) < ρ(a,b). Donc (hypothèse
d’induction) si r � c̄ �= ā, on a φa �= φc, ce qui est faux. Il en résulte que
r � c̄ = ā. Comme q, r ∈ G, il existe p ∈ G, p � q, r (page 124). Alors
p � c̄ = ā (lemme 11.7) et (c,q) ∈ b avec q � p. Donc (condition 1,
page 131) p� ā ∈ b̄.

Si p � ā ∈ b̄ avec p ∈ G, on a p � ā = c̄ et (c,q) ∈ b pour un
q �p (condition 1, page 131). On a rg(c) < rg(b), donc ρ(a,c) < ρ(a,b) ;
si φa �= φc, par hypothèse d’induction, il existe r ∈ G, r � ā �= c̄. Mais r est
alors compatible avec p, ce qui contredit p � ā = c̄. On a donc φa = φc.
Comme p ∈ G et q � p on a q ∈ G. Donc on a R(c, b) et, par suite,
φc ∈ φb (φ est contractante). Donc φa ∈ φb.

Si φa �= φb, comme φ est contractante pour R, il existe, par exemple,
c ∈ M tel que R(c,a) et φc /∈ φb. On a donc (c,q) ∈ a pour un q ∈ G.
D’autre part, d’après le lemme 11.9, il existe r ∈ G, tel que r � c̄ /∈ b̄ ou
r � c̄ ∈ b̄. Comme rg(c) < rg(a), on a ρ(c, b) < ρ(a,b) ; donc, si r � c̄ ∈ b̄,
on a (hypothèse d’induction) φc ∈ φb, ce qui est faux. Il en résulte que
r � c̄ /∈ b̄.

On a q, r ∈ G, et il existe donc p ∈ G tel que p � q, p � r. Alors
p � c̄ /∈ b̄ et (c,q) ∈ a, q �p. D’après la condition 2, page 131, on a donc
p� ā �= b̄.

Si p � ā �= b̄ avec p ∈ G, on a, par exemple, d’après la condition 2,
page 131: p � c̄ /∈ b̄ et (c,q) ∈ a pour un q � p. On a donc q ∈ G, et
rg(c) < rg(a) d’où ρ(c,b) < ρ(a,b) ; si φc ∈ φb, par hypothèse d’induction,
il existe r ∈ G, r � c̄ ∈ b̄. Mais r est alors compatible avec p, ce qui contredit
p � c̄ /∈ b̄. On a donc φc /∈ φb. Comme q ∈ G et (c,q) ∈ a, on a R(c,a),
et donc φc ∈ φa (φ est contractante). Donc φa �= φb.

C.Q.F.D.

Le théorème suivant exprime une propriété fondamentale du forcing,
sans cesse utilisée dans toute la suite.

Théorème 11.11 (Lemme de vérité). Soit E(x�, . . . , xn) un énoncé sans pa-
ramètre, et soient a�, . . . , an ∈ M. Alors E(φa�, . . . ,φan) est vrai dans M[G]
si et seulement s’il existe p ∈ G tel que p�E(ā�, . . . , ān) soit vrai dans M.
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On le montre par induction, au sens intuitif, sur la longueur de l’énoncé
E(x�, . . . , xn) (supposé écrit à partir d’énoncés atomiques de la forme x ∈ y,
x �= y).

Si l’énoncé E est atomique, le résultat est donné par le lemme 11.10.

Si E(x�, . . . , xn) est «F(x�, . . . , xn) ou F ′(x�, . . . , xn) »: supposons que
E(φa�, . . . ,φan) soit vrai dans M[G] ; alors, par exemple, F(φa�, . . . ,φan)

est vrai dans M[G]. Par hypothèse d’induction, il existe p ∈ G tel que
p�F(ā�, . . . , ān) ; donc p�E(ā�, . . . , ān).

Inversement, s’il existe p ∈ G tel que p � E(ā�, . . . , ān), alors on
a, par exemple, p � F(ā�, . . . , ān), et, par suite, (hypothèse d’induction)
F(φa�, . . . ,φan) est vrai dans M[G] ; donc aussi E(φa�, . . . ,φan).

Si E(x�, . . . , xn) est ∃xF(x,x�, . . . , xn) : supposons E(φa�, . . . ,φan) vrai
dans M[G]. Comme M[G] est, par définition, l’image de φ, il existe a ∈ M
tel que F(φa,φa�, . . . ,φan) soit vrai dans M[G]. Par hypothèse d’induction,
il existe donc p ∈ G tel que p � F(ā, ā�, . . . , ān) ; il en résulte que p �
∃xF(x, ā�, . . . , ān).

Inversement, s’il existe p ∈ G tel que p � ∃xF(x, ā�, . . . , ān), alors il
existe a ∈ M tel que p � F(ā, ā�, . . . , ān). Donc (hypothèse d’induction)
F(φa,φa�, . . . ,φan) est vrai dans M[G] ; donc aussi E(φa�, . . . ,φan).

Si E(x�, . . . , xn) est «non F(x�, . . . , xn)»: supposons E(φa�, . . . ,φan)

vrai dans M[G]. D’après le lemme 11.9, il existe p ∈ G, p �F(ā�, . . . , ān)

ou p � non F(ā�, . . . , ān).
Si on est dans le premier cas, par hypothèse d’induction, F(φa�, . . . ,φan)

est vrai dans M[G], et on a une contradiction. Il en résulte que p ∈ G et
p� non F(ā�, . . . , ān).

Inversement, soit p ∈ G, tel que p � non F(ā�, . . . , ān) ; on a donc
q � F(ā�, . . . , ān), quel que soit q � p. Si F(φa�, . . . ,φan) était vrai dans
M[G], d’après l’hypothèse d’induction, il existerait p′ ∈ G tel que p′ �
F(ā�, . . . , ān). Comme p,p′ ∈ G, ils ont un minorant commun q, et on a
q �p, q �F(ā�, . . . , ān), ce qui est une contradiction. Donc M[G] satisfait
non F(φa�, . . . ,φan).

C.Q.F.D.

Dans la suite, nous utiliserons la notation suivante:
p � E(a�, . . . , ak, b̄�, . . . , b̄l) (dans laquelle E(x�, . . . , xk,y�, . . . , yl)

est un énoncé sans paramètre, p ∈ C, et a�, . . . , ak,b�, . . . , bl ∈ M), au lieu
de:

p � E(c̄�, . . . , c̄k, b̄�, . . . , b̄l) avec c� = â�, . . . , ck = âk (voir la défini-
tion de âi à la page 129).
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Comme φâi = ai, on a d’après le lemme de vérité:

• Pour que E(a�, . . . , ak,φb�, . . . , φbl) soit vrai dans M[G], il faut et
il suffit qu’il existe p ∈ G tel que l’énoncé p�E(a�, . . . , ak, b̄�, . . . , b̄l) soit
vrai dans M.

Théorème 11.12. M[G] satisfait les axiomes de ZF +AF.

On l’a déjà montré pour les axiomes d’extensionnalité, de fondation, de
la somme et de l’infini.

• Axiome de l’ensemble des parties.

Soit φa un élément quelconque de M[G] (a ∈ M). On pose a′ = {(x,p) ;
p ∈ C, (∃q �p)(x,q) ∈ a}, et b = P(a′)×C (où P(a′) désigne l’ensemble
des parties de a′ dans M). On montre que φb est l’ensemble des parties de
φa qui sont dans M[G].

En effet, soit φu un élément quelconque de φb ; on a donc v ∈ M, φu =
φv et R(v,b) ; il existe donc r ∈ G tel que (v, r) ∈ b. Par définition de b, on
a donc v ⊂ a′. On montre que φv ⊂ φa (ce qui donne φu ⊂ φa, qui est le
résultat cherché): en effet, si φx ∈ φv, on a φx = φy et R(y,v), et il existe
(y,p) ∈ v avec p ∈ G. Comme v ⊂ a′, on a (y,p) ∈ a′, donc (y,q) ∈ a

avec q � p. On a donc q ∈ G, donc R(y,a), ce qui donne φy ∈ φa, d’où
φx ∈ φa.

Inversement, soit φu un sous-ensemble de φa, qui est dans M[G]. On
pose v = {(x,p) ∈ a′ ; p � x̄ ∈ ū}. Comme v ⊂ a′, on a (v,p) ∈ b pour
tout p ∈ C, donc R(v,b). Il en résulte que φv ∈ φb. On montre ci-dessous
que φu = φv, ce qui donne φu ∈ φb, qui est le résultat voulu.

Soit φy ∈ φv ; il existe donc x ∈ M tel que φy = φx et R(x,v) ; il existe
donc p ∈ G tel que (x,p) ∈ v. Par définition de v, on a p � x̄ ∈ ū. Donc
φx ∈ φu (lemme de vérité), d’où φy ∈ φu.

Inversement soit φy ∈ φu. Comme φu ⊂ φa, on a φy ∈ φa ; d’où un
élément x de M tel que φx = φy et R(x,a) ; on a donc (x,q) ∈ a avec
q ∈ G. Par ailleurs, on a φx ∈ φu et, d’après le lemme de vérité, il existe
donc r ∈ G tel que r � x̄ ∈ ū. Soit p ∈ G, p � q, r ; on a (x,p) ∈ a′
(puisque p � q), et p � x̄ ∈ ū (puisque p � r). Par définition de v, on a
donc (x,p) ∈ v. Comme p ∈ G, on en déduit R(x,v), et donc φx ∈ φv,
d’où finalement φy ∈ φv.

• Schéma de remplacement.

Soient φa un élément quelconque de M[G], et E(x,y,φa�, . . . ,φak) un
énoncé à paramètres φa�, . . . ,φak dans M[G] (a,a�, . . . , ak ∈ M) qui, in-
terprété dans M[G], définit une relation fonctionnelle. Soit B l’ensemble
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(dans U) des images des éléments de φa par cette relation fonctionnelle. Il
s’agit de trouver b ∈ M tel que φb = B. Pour chaque u ∈ M et p ∈ C,
désignons par F(u,p) l’ensemble des v ∈ M de rang minimum tels que
p � E(ū, v̄, ā�, . . . , āk). F est donc, dans M, une relation fonctionnelle à
deux arguments. On pose alors

b = {(v,p) ; v ∈ M, p ∈ C, ∃u(∃q �p)[(u,q) ∈ a et v ∈ F(u,p)]} ;
b est bien un ensemble de M : car, si (u,q) ∈ a, alors u ∈ Cl(a), et, par
suite, b ⊂ ⋃{F(u,p) ×C ; p ∈ C, u ∈ Cl(a)}.

Soit φv un élément quelconque de φb ; il existe donc v� ∈ M tel que
φv = φv� et R(v�, b). On a donc (v�,p) ∈ b pour un certain p ∈ G. Par
définition de b, il existe u ∈ M, q �p tels que (u,q) ∈ a et v� ∈ F(u,p) ;
comme (u, q) ∈ a et q ∈ G (puisque q �p), on a R(u,a), et donc φu ∈ φa.

D’autre part, comme v� ∈ F(u,p), on a p � E(ū, v̄�, ā�, . . . , āk), par
définition de F ; donc (lemme de vérité) l’énoncé E(φu,φv�,φa�, . . . ,φak)

est vrai dans M[G]. Comme φu ∈ φa, on voit que φv� ∈ B ; donc φv ∈ B.

Inversement, soit φt un élément quelconque de B ; il existe donc φu ∈ φa

(u ∈ M) tel que E(φu,φt,φa�, . . . ,φak) soit vrai dans M[G]. Comme φu ∈
φa, il existe u� ∈ M tel que φu� = φu et R(u�, a) ; on a donc (u�, q) ∈ a

avec q ∈ G. D’autre part, M[G] satisfait E(φu�,φt,φa�, . . . ,φak), et il
existe donc r ∈ G, r � E(ū�, t̄, ā�, . . . , āk). Soit p ∈ G, p � q, r ; on a
donc p�E(ū�, t̄, ā�, . . . , āk), ce qui montre que F(u�,p) �= ∅.

Soit v ∈ F(u�, p) ; on a (u�, q) ∈ a et q � p, ce qui montre, par
définition de b, que (v,p) ∈ b. Comme p ∈ G, on a R(v,b), et donc
φv ∈ φb. Mais v ∈ F(u�,p), donc p � E(ū�, v̄, ā�, . . . , āk). D’après
le lemme de vérité, l’énoncé E(φu�,φv,φa�, . . . ,φak) est donc vrai dans
M[G]. Or M[G] satisfait aussi E(φu�,φt,φa�, . . . ,φak). Comme la rela-
tion E(x,y,φa�, . . . ,φak) est fonctionnelle dans M[G], on en déduit que
φv = φt ; or φv ∈ φb, et donc φt ∈ φb.

C.Q.F.D.

Théorème 11.13. M et M[G] ont les mêmes ordinaux.

Remarquons d’abord que, si N est un ensemble transitif de U, qui satis-
fait ZF (et donc aussi AF), les ordinaux de N sont les ordinaux de U qui sont
dans N . En effet, soit α un ordinal de U, α ∈ N . Alors α est évidemment,
dans N , un ensemble transitif, bien ordonné par ∈, donc est un ordinal de
N . Inversement, on a vu, page 91, que l’énoncé On(x) est q.u.b., et on a
donc OnN (x) ⇒ On(x) (théorème 8.4).
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Or on a montré, à la page 130, qu’un ordinal de U est dans M[G] si et
seulement s’il est dans M. D’où le résultat voulu, puisque M et M[G] sont
des ensembles transitifs de U.

C.Q.F.D.

On a ainsi montré que M[G] est un modèle transitif de ZF +AF, qui
contient M, a les mêmes ordinaux que M, et que G ∈ M[G] (page 130). On
a de plus

Théorème 11.14. M[G] est le plus petit des ensembles transitifs N qui ont
les propriétés suivantes : N ⊃ M, G ∈ N , N satisfait les axiomes de ZF.

Soit en effet N un ensemble transitif ayant ces propriétés, et soit φa

un élément quelconque de M[G] (a ∈ M) ; on pose b = Cl({a}) et r =
{(x,y) ∈ b� ; (∃p ∈ G)((x,p) ∈ y)} ; r est donc la restriction de la relation
R à l’ensemble b qui est évidemment R-transitif. Comme N ⊃ M on a
b ∈ N ; comme G ∈ N , on en déduit que r ∈ N . Comme N satisfait les
axiomes de ZF, l’application contractante ψ de domaine b, pour la relation
r, appartient aussi à N . On a évidemment ψ = φ |�b et donc φ |�b ∈ N . En
particulier φa ∈ N ; comme φa était un élément quelconque de M[G], on
a bien N ⊃ M[G].

C.Q.F.D.

Théorème 11.15. Si M satisfait l’axiome du choix, il en est de même pour
M[G].

Soit φa un élément quelconque de M[G]. Il suffit de trouver, dans M[G],
une surjection d’un ordinal sur un ensemble qui contient φa.

On pose b = Cl(a) ; d’après l’axiome du choix dans M, il existe dans M
une surjection f : α → b, α étant un ordinal de M.

Soit r la restriction de la relation R à l’ensemble b (qui est évidemment R-
transitif) ; on a donc r = {(x,y) ∈ b� ; (∃p ∈ G)((x,p) ∈ y)}. L’application
ψ = φ |�b est l’application contractante de domaine b pour la relation r.
Comme r ∈ M[G], on a donc ψ ∈ M[G].

On a Im(ψ) ⊃ φa : en effet si φu ∈ φa, il existe u� ∈ M, φu� = φu et
R(u�, a) ; donc u� ∈ Cl(a), soit u� ∈ Dom(ψ) et ψu� = φu� = φu. Donc
φu ∈ Im(ψ).

Comme f est surjective de α sur b, on voit que ψ �f est une surjection
de α sur Im(ψ) ⊃ a.

C.Q.F.D.
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Forcing faible

On suppose, à partir de maintenant, qu’on a la propriété suivante: pour
chaque p ∈ C, il existe dans U un C-générique G sur M tel que p ∈ G. On
a vu (théorème 11.5) que cette propriété est satisfaite lorsque l’ensemble des
parties denses de C qui sont dans M est dénombrable dans U (condition
suffisante, mais non nécessaire) et donc bien entendu, lorsque M est un
ensemble dénombrable de U.

Tous les énoncés considérés sont supposés écrits à partir d’énoncés ato-
miques de la forme x ∈ y,x �= y, au moyen des connecteurs logiques ou,
non, ∃.

Théorème 11.16. On considère un énoncé sans paramètre E(x�, . . . , xn), tel
que ∀x� . . .∀xn non E(x�, . . . , xn) soit conséquence de ZF + AF. On a alors
dans M : (∀p ∈ C)∀x� . . .∀xn[p� non E(x̄�, . . . , x̄n)].

En effet, supposons qu’il existe p ∈ C et a�, . . . , an dans M, tels que
p � non E(ā�, . . . , ān). Alors, par définition du forcing, il existe q � p,
q �E(ā�, . . . , ān). Soit G un C-générique sur M tel que q ∈ G. D’après le
lemme de vérité, M[G] satisfait l’énoncé E(φa�, . . . ,φan), et cela contredit
le fait que ∀x� . . .∀xn non E(x�, . . . , xn) est conséquence de ZF +AF.

C.Q.F.D.

Notons aussi la propriété suivante, qui est souvent utilisée:

• Si E�(x�, . . . , xn), . . . ,Ek(x�, . . . , xn) sont des énoncés dont la conjonc-
tion est contradictoire avec ZF + AF (c’est-à-dire si ZF +AF a pour consé-
quence ∀x� . . .∀xn non [E�(x�, . . . , xn) et . . . et Ek(x�, . . . , xn)] ), alors, quels
que soient a�, . . . , an ∈ M, il n’existe aucun p ∈ C tel que p � E�(ā�,

. . . , ān), . . . ,p�Ek(ā�, . . . , ān).

En effet, s’il existe un tel p, on prend G, C-générique sur M, tel que
p ∈ G. D’après le lemme de vérité, on aurait dans M[G] : E�(φa�, . . . ,φan)

et . . . et Ek(φa�, . . . ,φan), ce qui contredit l’hypothèse du théorème.
C.Q.F.D.

• On a p � non (A ou B) si et seulement si p� non A et p� non B.

En effet p � non (A ou B) si et seulement si (∀q � p)q � (A ou B),
autrement dit (∀q � p)q � A et (∀q � p)q � B, ce qui est exactement
p� non A et p� non B.

• On a p � non non F si et seulement si {q ∈ C ; q � F} est dense en
dessous de p.

En effet p� non non F s’écrit : (∀q �p)(∃r � q)(r �F).
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• Si l’énoncé ∀x� . . .∀xnF(x�, . . . , xn) est conséquence de ZF +AF, alors,
quels que soient a�, . . . , an ∈ M, l’ensemble {q ∈ C ; q �F(ā�, . . . , ān)} est
dense dans C.

En effet ∀x� . . .∀xn non non F(x�, . . . , xn) est conséquence de ZF + AF ;
d’après le théorème 11.16, on a donc p � non non F(ā�, . . . , ān) pour tout
p ∈ C.

L’ensemble considéré est donc dense en dessous de p, quel que soit p.
C.Q.F.D.

Le forcing n’est pas compatible avec la déduction, c’est-à-dire qu’il se
peut que E ⇒ F soit conséquence de ZF +AF, et que p � E, sans que
p�F . Par exemple, si q < p, et b = {(a,q)}, on a q � ā ∈ b̄ (lemme 11.8),
et donc p � ā /∈ b̄ (condition 3, page 131). Mais p � ā ∈ b̄ (condition 1,
page 131). Donc p � (ā ∈ b̄ ou ā /∈ b̄). Or l’énoncé ā = ā ⇒ (ā ∈ b̄ ou
ā /∈ b̄) est, bien sûr, conséquence de ZF, et p� ā = ā (lemme 11.8).

On a toutefois:

• Si E ⇒ F est une conséquence de ZF +AF, et si p�E, alors p� non
non F.

En effet, l’ensemble {q ∈ C ; q � (non E) ou F} est dense dans C. Mais,
si q �p et q � (non E) ou F , alors q �F : en effet p�E par hypothèse,
donc q �E, et on ne peut avoir q � non E.

Cela montre que {q ∈ C ; q �F} est dense en dessous de p.
C.Q.F.D.

L’énoncé p�non non E(x̄�, . . . , x̄n), c’est-à-dire (∀q �p)(∃r � q)[r �
E(x̄�, . . . , x̄n)], est noté p �∗ E(x̄�, . . . , x̄n), et se lit : «p force faiblement
E(x̄�, . . . , x̄n) ».

On a alors les propriétés suivantes (pour abréger, on omet d’écrire les
variables libres des énoncés considérés) :

1. p�E ⇒ p�∗ E ;

2. p� non E ⇔ p�∗ non E ;

3. p�∗ E et F ⇔ p�∗ E et p�∗ F ;

4. p�∗ ∀xE(x) ⇔ ∀x[p �∗ E(x̄)] ;

5. p�∗ non E ⇔ (∀q ∈ C)[q �p ⇒ non q �∗ E].
La propriété 1 est évidente sur les définitions.
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Dans 2, il reste à montrer : p�non non non E ⇒ p�non E. Or «p�
non non non E » équivaut à (∀q � p)(∃r � q)(r � non E) ; cela implique
que (∀q �p)(∃r � q)(r �E), et donc (∀q � p)(q �E), c’est-à-dire p �
non E.

Dans 3, on considère p�∗ E et F, c’est-à-dire p �∗ non (non E ou non
F) qui équivaut donc à p�non (non E ou non F). Il suffit alors d’appliquer
le résultat montré page 140 pour p� non (A ou B).

Dans 4, l’énoncé p �∗ ∀xE(x), c’est-à-dire p �∗ non ∃x non E(x)

équivaut à p�non ∃x non E(x), ou encore à (∀q �p)∀x(q �non E(x̄)),
soit encore ∀x[p� non non E(x̄)].

Pour montrer 5, on remarque que si (∀q � p)(non q �∗ E), alors on a
(∀q �p)(non q �E), et donc p� non E, c’est-à-dire p�∗ non E.

Inversement, si p �non E, on ne peut avoir q �p et q �∗ E : on aurait
alors q � non non E et q � non E.

C.Q.F.D.

Le forcing faible est, lui, compatible avec la déduction:

• Si E ⇒ F est conséquence de ZF +AF et si p �∗ E, alors p�∗ F .

En effet, (non non E) ⇒ F est conséquence de ZF +AF, et p � non
non E ; donc p� non non F (page 141).

Introduction de nouveaux symboles de relation

On se donne un nouveau symbole de relation S, à k arguments, et on consi-
dère un énoncé �(p,x�, . . . , xk) à k+� variables libres (écrit avec les seuls
symboles ∈,=), tel que dans l’univers M on ait :

1. �(p,x�, . . . , xk) ⇒ p ∈ C ;

2. �(p,x�, . . . , xk) et q �p ⇒ �(q, x�, . . . , xk) ;

3. si p � x̄� = ȳ�, . . . ,p � x̄k = ȳk et �(p,x�, . . . , xk), alors il existe
q �p tel que �(q, y�, . . . , yk).

On interprète alors le symbole S dans M[G] de la façon suivante: étant
donnés des éléments quelconques φa�, . . . ,φak de M[G], on décide que
M[G] satisfait S(φa�, . . . , φak) si et seulement s’il existe p ∈ G tel que M
satisfasse �(p,a�, . . . , ak).

Grâce aux conditions imposées à �, cette définition est bien cohérente:
supposons, en effet, que φa� = φb�, . . . , φak = φbk, et S(φa�, . . . ,φak). Il
existe donc p�,p�, . . . , pk ∈ G tels que p� � ā� = b̄�, . . . , pk � āk = b̄k
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(lemme de vérité) et �(p�, a�, . . . , ak). Soit p ∈ G un minorant commun de
p�,p�, . . . ,pk. Pour tout q � p on a donc q � ā� = b̄�, . . . , q � āk = b̄k

et �(q,a�, . . . , ak) (d’après 2). Donc, d’après 3, pour tout q � p, il existe
r � q tel que �(r,b�, . . . , bk).

Cela montre que {r ∈ C ; �(r,b�, . . . , bk)} est une partie de C, qui est
dans M et qui est dense en dessous de p. Comme p ∈ G, il existe un tel r

dans G (page 124). On a donc S(φb�, . . . ,φbk), ce qui est le résultat cherché.

Pour chaque énoncé E(x�, . . . , xn) à n variables libres, sans paramètre,
écrit avec les symboles ∈,=, S, on définit l’énoncé p �E(x̄�, . . . , x̄n), qui
a n +� variables libres : p,x�, . . . , xn, et qui est écrit avec les seuls symboles
∈,=.

Cette définition se fait par induction (au sens intuitif) sur la longueur de
l’énoncé E, exactement comme à la page 132, avec une clause supplémen-
taire, correspondant au cas où E est l’énoncé atomique S(x�, . . . , xk) :

• l’énoncé p� S(x̄�, . . . , x̄k) est, par définition, �(p,x�, . . . , xk).

Le lemme 11.7 reste valable; la démonstration est la même, avec en plus,
le cas où l’énoncé E(ā�, . . . , ān) s’écrit S(ā�, . . . , āk) : dans ce cas, le résultat
découle immédiatement de la condition 2.

Le lemme de vérité reste également valable; pour la démonstration, on
a seulement à considérer, en plus, le cas où E(x�, . . . , xn) est l’énoncé ato-
mique S(x�, . . . , xk) ; or, par définition, S(φa�, . . . ,φak) est vrai dans M[G]
si, et seulement s’il existe p ∈ G, tel que �(p,a�, . . . , ak) soit vrai dans M,
c’est-à-dire tel que p � S(ā�, . . . , āk). Le résultat est donc trivial dans ce
cas.

Théorème 11.17. M[G] satisfait les axiomes de ZF(S).

Il suffit évidemment de considérer le schéma de remplacement, puisque
ce sont les seuls axiomes qui comportent le symbole S. La démonstration
faite page 137 reste valable, sans aucune modification.

A titre de première application, montrons le

Théorème 11.18. On considère un nouveau symbole de relation M à un ar-
gument qu’on interprète dans M[G] par le sous-ensemble M. Alors M[G]
satisfait les axiomes de ZF(M).

Notons qu’en général, M n’est pas une collection dans M[G] (c’est-à-dire
n’est pas définie dans M[G] par un énoncé écrit avec ∈,=, à une variable
libre à paramètres dans M[G]) ; dans ce cas le théorème serait évident.
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On définit dans M la relation �(p,x) par l’énoncé p ∈ C et ∃u(p �
x̄ = u) (rappelons que l’énoncé p � x̄ = u est en fait l’énoncé p � x̄ = v̄

avec v = û ; cf. page 136).
Il est clair que l’on a: q �p et �(p,x) ⇒ �(q,x).

Si p� x̄ = ȳ et �(p,x) sont vrais dans M, on a p� x̄ = u pour un u ∈ M.
Comme ȳ = u est conséquence de x̄ = ȳ, x̄ = u, on en déduit p �∗ ȳ = u

(page 142), c’est-à-dire p� ȳ = u (car ȳ = u est, en fait, «non ȳ �= u»). Les
conditions 1, 2, 3, page 142 sont donc satisfaites. Par suite, si on définit M

dans M[G] par la condition:
M(φa) ⇔ (∃p ∈ G)(l’énoncé �(p,a) est vrai dans M)

alors M[G] satisfait ZF(M).
Or, dans cette définition, le second membre équivaut à:
(∃p ∈ G)(∃u ∈ M)(p� ā = u).
D’après le lemme de vérité, (∃p ∈ G)(p � ā = u) équivaut à φa = u.

La définition de M s’écrit donc:
M(φa) ⇔ (∃u ∈ M)(φa = u)

et l’interprétation de M est donc le sous-ensemble M de M[G].
C.Q.F.D.

Théorème 11.19. Soit E(a�, . . . , an) un énoncé clos à paramètres dans M,
écrit avec les symboles ∈,=. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) E(a�, . . . , an) est vrai dans M ;
ii) pour tout p ∈ C, on a p�EM(a�, . . . , an) ;
iii) il existe p ∈ C tel que p�EM(a�, . . . , an).

On montre d’abord que, s’il existe p ∈ C tel que p � EM(a�, . . . , an),
alors E(a�, . . . , an) est vrai dans M : en effet, on prend un C-générique G

sur M tel que p ∈ G ; d’après le lemme de vérité, EM(a�, . . . , an) est alors
vrai dans M[G], ce qui veut dire que E(a�, . . . , an) est vrai dans M.

On montre inversement, par induction (au sens intuitif) sur la longueur
de E, que si E(a�, . . . , an) est vrai dans M, tout p ∈ C force EM(a�, . . . , an).

Si E est atomique, il est de la forme a ∈ b, ou a �= b.
Si a ∈ b, on a (â,p) ∈ b̂ et donc p� a ∈ b pour tout p ∈ C.
Si a �= b, on a, par exemple, c ∈ a, c /∈ b. En appliquant (iii) ⇒ (i) à l’énoncé
c ∈ b, on voit qu’aucun p ∈ C ne force c ∈ b. Par définition du forcing, cela
veut dire que p � c /∈ b pour tout p ∈ C. Comme c ∈ a, on a (ĉ,p) ∈ â.
Par suite (condition 2, page 131), on a p � a �= b.

Si E, de la forme «nonF », est vrai dans M, alors d’après (iii) ⇒ (i), aucun
p ∈ C ne force F. Donc tout p ∈ C force E, par définition du forcing.
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Si E, de la forme «F ou F ′ », est vrai dans M, alors, par exemple, F

est vrai dans M. Donc tout p ∈ C force F (hypothèse d’induction), donc
aussi E.

Si E, de la forme «∃xF(x)», est vrai dans M, on a F(a) pour un élément
a de M. Donc (hypothèse d’induction) p�FM(a) pour tout p ∈ C. Or p�
M(a), puisque p� a = a. On a donc (∀p ∈ C)[p �M(a) et p �FM(a)],
et par suite (∀p ∈ C)[p�M(a) et FM(a)] (page 133). Donc p� ∃x[M(x)

et FM(x)], c’est-à-dire p�EM.
C.Q.F.D.





Chapitre 12

Indépendance de l’hypothèse du
continu

La méthode des extensions génériques, développée dans le chapitre précé-
dent est utilisée de la façon suivante pour obtenir des résultats de non-
contradiction relative: on considère une théorie T , plus forte que ZF+AF+
AC, et que l’on suppose non-contradictoire. D’après le théorème 10.1, on
sait que T ∗ est alors non-contradictoire. On se place dans un modèle U
de T ∗ ; dans U, il y a donc un ensemble M dénombrable transitif qui est
un modèle de T . Dans M, on choisit (convenablement) un ensemble or-
donné C. D’après le théorème 11.5, il existe dans U une partie G de C,
qui est C-générique sur M. On considère alors l’ensemble M[G], qui sa-
tisfait ZF +AF + AC ; si on montre qu’un certain axiome E est vrai dans
M[G], on aura prouvé que la non-contradiction de la théorie T entraîne
celle de ZF + AF +AC + E. La difficulté réside donc d’abord dans le choix
de l’ensemble C, en fonction de l’axiome E dont on espère montrer la non-
contradiction.

Pour annoncer une démonstration de consistance relative selon cette mé-
thode, on écrit de facon abrégée: «soient M un modèle transitif dénombrable
de la théorie T (on dira aussi : un modèle standard dénombrable de T ), et
C l’ensemble ordonné défini dans l’univers M de telle et telle façon; soit G

une partie de C, qui est C-générique sur M . . . ».

Dans ce chapitre, la théorie T considérée sera ZF + AF +AC + HGC (hy-
pothèse généralisée du continu), théorie dont on a déjà montré la consistance
relative vis-à-vis de ZF (chapitre 8). On considère donc un ensemble transitif
dénombrable M qui est un modèle de ZF +AF + AC +HGC; on choisit dans
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l’univers M un ensemble infini I, et on prend, pour ensemble de conditions
C, l’ensemble des fonctions dont le domaine est une partie finie de I, à
valeurs dans {�,�}. L’ordre de C est défini en posant p� q ⇔ p ⊃ q pour
p, q ∈ C ; autrement dit, on a p� q si et seulement si la fonction p est un
prolongement de la fonction q.

Deux conditions p,q ∈ C sont donc compatibles si et seulement si elles
ont un prolongement commun. Elles ont alors une borne inférieure, qui est
p ∪ q.

Deux conditions p,q ∈ C sont incompatibles si, et seulement s’il existe
i ∈ Dom(p) ∩Dom(q) tel que p(i) = �−q(i).

Soit G une partie de C, qui est C-générique sur M. Comme les éléments
de G sont deux à deux compatibles, la réunion des éléments de G est une
fonction f ∈ M[G], de domaine inclus dans I , à valeurs dans {�,�}.

Soit X une partie finie quelconque de I ; on voit aisément que {p ∈ C ;
X ⊂ Dom(p)} est une partie dense de C qui est dans M. Par suite, il existe
p ∈ G tel que X ⊂ Dom(p). Il en résulte que le domaine de f est I tout
entier.

Par définition de f , si p ∈ G on a p = f |	 Dom(p), et donc p est la
restriction de f à une partie finie de I . Inversement, soit q la restriction de
f à une partie finie X de I. On a vu qu’il existe p ∈ G, Dom(p) ⊃ X. Alors
p = f |	 Dom(p), donc p� q. Par suite q ∈ G. On a donc finalement :

• Si f = ⋃
p∈G p, alors f est une application de I dans {�,�}, et G est

l’ensemble des restrictions de f aux parties finies de I.

Il est alors clair que tout modèle transitif de ZF qui contient M et a
pour élément l’un des deux ensembles f, G, a aussi pour élément l’autre. Le
modèle M[G] est donc le plus petit ensemble transitif, contenant M, ayant
f pour élément et satisfaisant ZF. Il est donc naturel d’employer aussi, pour
le désigner, la notation M[f ].

On a vu (page 130) que M et M[G] ont les mêmes ordinaux. Dans le cas
étudié ici, ces deux univers ont aussi les mêmes cardinaux, comme on va le
montrer maintenant.

Etant donné un ensemble ordonné D de M, rappelons qu’une antichaîne
de D est, par définition, une partie de D dont les éléments sont deux à deux
incompatibles. On dit que D satisfait la condition d’antichaîne dénombrable
(dans M), si toute antichaîne de D, qui est dans M, est dénombrable ou

finie (dans M).

Lemme 12.1. C satisfait la condition d’antichaîne dénombrable.
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On montre, par induction sur n ∈ ω, que, si A est une antichaîne de C

telle que (∀p ∈ A)[Dom(p) = n], alors A est fini. C’est évident pour n = �.
En supposant le résultat vrai pour n − �, on choisit p� ∈ A. On pose, pour
chaque i ∈ Dom(p�) :

Ai = {p ∈ A; i ∈ Dom(p) et p(i) = �−p�(i)}.

Comme tout élément de A différent de p� est incompatible avec p�, on
a A = {p�} ∪⋃

i∈Dom(p�)
Ai .

Il suffit donc de montrer que chacun des Ai est fini. Or, les éléments
de Ai sont deux à deux incompatibles et prennent tous la même valeur au
point i ; pour chaque p ∈ Ai , soit p̃ la restriction de p à Dom(p) 	 {i}. Si
Bi = {p̃ ; p ∈ Ai}, Bi est donc une antichaîne de C, dont tous les éléments
ont un domaine de cardinal n− �. Bi est donc fini (hypothèse d’induction)
et Ai aussi, puisque Ai et Bi ont évidemment même cardinal.

Soit alors B une antichaîne quelconque de C. Pour n ∈ ω, on pose

Bn = {p ∈ B ; Dom(p) = n}. Chaque Bn est fini, et comme B = ⋃
n∈ω Bn,

B est dénombrable.
C.Q.F.D.

Le fait que M et M[G] ont les mêmes cardinaux découle alors du

Théorème 12.2. Soient D un ensemble ordonné de M, satisfaisant, dans M,
la condition d’antichaîne dénombrable, et H une partie de D, D-générique
sur M. Alors M et M[H] ont les mêmes cardinaux.

Il est évident que tout cardinal de M[H] est un cardinal de M. Inver-
sement, soit κ un cardinal infini de M. Supposons que κ ne soit pas un
cardinal de M[H] ; il existe donc λ ∈ κ, et un objet φa de M[H] (a ∈ M)
qui est une surjection de λ sur κ. D’après le lemme de vérité, il existe donc
p� ∈ H tel que p� � « ā est une surjection de λ sur κ ».

Pour chaque α ∈ λ, soit Xα = {β ∈ κ ; il existe p � p� tel que p �
(α,β) ∈ ā}. A chaque β ∈ Xα, on peut donc associer pβ ∈ D tel que pβ �p�

et pβ � (α,β) ∈ ā. Si β,β′ sont deux éléments distincts de Xα, alors pβ et
pβ′ sont incompatibles : car si r �pβ, r �pβ′, alors r force simultanément
les énoncés suivants: (α,β) ∈ ā, (α,β′) ∈ ā, β �= β′ (théorème 11.19), « ā

est une surjection de λ sur κ ».
Mais c’est impossible, car ces énoncés sont visiblement contradictoires.

L’ensemble des pβ pour β ∈ Xα est donc une antichaîne de D, donc
est dénombrable. Comme l’application β → pβ est injective (si β �= β′,
alors pβ et pβ′ sont distincts puisqu’incompatibles), on en déduit que Xα

est dénombrable pour tout α < λ.
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Comme κ est un cardinal de M, on a dans M :
⋃

α∈λ Xα �λ×ℵ� < κ.
Il existe donc β� ∈ κ 	⋃

α∈λ Xα. Mais, comme φa est une surjection de
λ sur κ, il existe α� ∈ λ tel que (α�,β�) ∈ φa. D’après le lemme de vérité,
il existe donc p ∈ H, p � (α�,β�) ∈ ā. On peut évidemment supposer
p � p� (p et p� sont compatibles puisque tous deux dans H). Mais on a
alors β� ∈ Xα�

, ce qui contredit la définition de β�.
C.Q.F.D.

Nous pouvons maintenant démontrer l’indépendance de l’hypothèse du
continu vis-à-vis de ZF + AF +AC. Pour cela, on choisit un cardinal infini π

de M, π > ℵ�, et on prend pour I l’ensemble ω × π. Pour chaque α ∈ π,
on pose dα = {n ∈ ω ; f(n,α) = �}. Comme f ∈ M[G], on voit que la
fonction α → dα est, dans M[G], une application de π dans P(ω).

• Si α,β ∈ π et α �= β, alors dα �= dβ .

En effet, il est facile de voir que {p ∈ C ; (∃n ∈ ω)[(n,α) ∈ Dom(p) et
(n,β) ∈ Dom(p) et p(n,α) �= p(n,β)]} est une partie dense de C, qui est
dans M. Il existe donc p ∈ G et n ∈ ω tels que (n,α), (n,β) ∈ Dom(p) et
p(n,α) �= p(n,β). Donc f(n,α) �= f(n,β) d’où dα �= dβ .

C.Q.F.D.

L’application α → dα est donc, dans M[G], une injection de π dans
P(ω). Or π est, dans M, un cardinal > ℵ� ; ceci est également vrai dans
M[G], puisque M et M[G] ont les mêmes cardinaux. Comme M[G] satisfait

l’énoncé «P(ω) � π », on a donc obtenu un modèle de ZF +AF + AC+
«P(ω) > ℵ� ». On a ainsi montré le célèbre résultat de P. Cohen:

• Si ZF est non-contradictoire, l’hypothèse du continu n’est pas démon-
trable à partir des axiomes de ZF, de l’axiome de fondation et de l’axiome du
choix.

Le théorème suivant permet de préciser ce qui se passe pour les en-
sembles puissances des divers cardinaux du modèle M[G].
Théorème 12.3. Soient D un ensemble ordonné de l’univers M, A(D) l’en-
semble des antichaînes de D (dans M), et H un ensemble D-générique sur
M. Pour tout ordinal ρ, il existe, dans M[H], une surjection de l’ensemble
A(D)ρ de M sur l’ensemble P(ρ) de M[H] (ensemble des parties de ρ qui
sont dans M[H]).

On définit l’application surjective s cherchée de la façon suivante: soit
g : ρ → A(D), g ∈ M. On pose s(g) = {α ∈ ρ ; g(α) ∩ H �= ∅}. Soit φa

une partie quelconque de ρ, qui est dans M[H] (a ∈ M). On a à montrer que
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φa ∈ Im(s). Pour chaque α ∈ ρ, on choisit, dans M, une partie maximale
g(α) de D, dont les éléments sont deux à deux incompatibles, et forcent
«α ∈ ā ». Le théorème de Zorn donne immédiatement l’existence d’une telle
partie de D.

On a ainsi défini, dans M, une applicationg : ρ →A(D). Si α ∈ s(g), on
a g(α)∩H �= ∅ ; il existe donc p ∈ H tel que p�α ∈ ā, et on a donc α ∈ φa

(lemme de vérité). Inversement, si α ∈ φa, il existe p ∈ H, p � α ∈ ā. On
en déduit que tout minorant de p est compatible avec un élément de g(α) :
si q �p n’avait pas cette propriété, g(α)∪{q} contredirait la maximalité de
g(α).

Alors g(α)∩H �= ∅ : car l’ensemble des minorants des éléments de g(α)

est dense en dessous de p, donc rencontre H (page 124).
C.Q.F.D.

Corollaire 12.4. Soient D un ensemble ordonné de l’univers M, de cardinal
π �ℵ�, satisfaisant la condition d’antichaîne dénombrable, et H un ensemble
D-générique sur M. Si ρ est un cardinal infini de M, le cardinal de �ρ calculé
dans M[H] est au plus égal au cardinal de πρ calculé dans M.

En effet, si D satisfait la condition d’antichaîne dénombrable, le cardinal
de A(D) est majoré par Dω (cardinal de l’ensemble des parties dénom-

brables de D) dans M. Donc A(D)ρ � πω×ρ = πρ dans M. D’après le
théorème 12.3, on voit alors que �

ρ calculé dans M[H] est majoré par πρ

calculé dans M.
C.Q.F.D.

Appliquons par exemple ce résultat au cas où I = ω ×ℵ�, d’où π = ℵ�.
On a alors dans M (puisque, par hypothèse, M satisfait HGC) :
πρ = ℵ� pour ρ = ℵ�,ℵ�,ℵ� ;
πρ = ρ+ (cardinal successeur de ρ) si ρ �ℵ�.

Le corollaire 12.4 montre alors que, dans M[G], on a �
ρ � ℵ� pour

ρ = ℵ�,ℵ�,ℵ� ; �ρ = ρ+ pour ρ �ℵ�.
Mais on a �

ρ � ρ+ (théorème de Cantor), et on a vu que, dans M[G],
�
ω �π = ℵ�. Il en résulte que, dans le modèle M[G], on a finalement :

�
ℵ� = �

ℵ� = �
ℵ� = ℵ� ; �

ρ = ρ+ pour ρ �ℵ�

Dans le cas général, on montre aisément, grâce à HGC et au théorème
de König, que dans M, on a:

πρ = π si ρ < cof(π) (cofinalité de π) ;
πρ = π+ si cof(π)�ρ �π ;
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πρ = ρ+ si π �ρ.
Le corollaire 12.4 montre alors qu’on a dans M[G] :
�
ρ �π si ρ < cof(π); �

ρ �π+ si cof(π)�ρ �π ; �
ρ �ρ+ si π �ρ.

Comme on a vu que �
ω � π dans M[G], on a nécessairement �ρ = π

pour ρ < cof(π) ; d’après le théorème de Cantor, on a �
ρ = ρ+ si π � ρ.

Si ρ = cof(π), on a π � �
ρ � π+ ; mais, d’après le lemme de König, �ρ

n’est pas cofinal à ρ, donc �
ρ �= π. Donc �

ρ = π+ si ρ = cof(π). Par suite
�
ρ = π+ pour cof(π)�ρ �π.

Finalement, on a dans M[G] :

�
ρ = π si ρ < cof(π) ; �

ρ = π+ si cof(π)�ρ �π ; �
ρ = ρ+ si π �ρ.

Consistance de HGC + V �= L

On prend pour I l’ensemble ω ; l’ensemble de conditions considéré est donc
l’ensemble C des fonctions de domaine fini ⊂ ω, à valeurs dans {�,�} ; la
fonction f : ω → {�,�} est la fonction caractéristique d’une partie d de ω,
d ∈ M[G].

On a G /∈ M ; en effet, il est évident que toute condition possède deux mi-
norants incompatibles, et il suffit alors d’appliquer le théorème 11.4. Comme
G est l’ensemble des restrictions de f aux parties finies de ω, on a f /∈ M.
Donc d /∈ M.

• La collection des constructibles de M est la même que celle de M[G].
En effet, la relation y = Lα étant q.u.b., et M étant un sous-ensemble

transitif de M[G], on a [y = Lα]M ⇒ [y = Lα]M[G] pour tout ordinal α de
M et tout y ∈ M. Il en résulte que Lα calculé dans M est le même que Lα

calculé dans M[G], pour tout ordinal α ∈ M. Comme M et M[G] ont les
mêmes ordinaux, on a le résultat annoncé.

C.Q.F.D.

La collection des constructibles de M[G] est donc contenue dans M ;
étant donné que d /∈ M, on voit que d n’est pas constructible dans M[G].

On vérifie que M[G] satisfait HGC au moyen du corollaire 12.4: si ρ est
un cardinal infini, le cardinal de �

ρ dans M[G] est au plus égal à ωρ calculé
dans M, c’est-à-dire ρ+ (puisque M satisfait HGC). Donc �

ρ = ρ+ dans
M[G] pour tout cardinal infini ρ. On a ainsi montré un autre résultat de
P. Cohen:

• Si ZF est non contradictoire, alors ni l’axiome de constructibilité, ni
même l’énoncé «tout ensemble d’entiers est constructible », n’est démontrable
dans la théorie ZF + AF +AC + HGC.



Chapitre 13

Indépendance de l’axiome du choix

Retour sur les ensembles définissables

On considère ici une généralisation simple de la notion d’ensemble définis-
sable en termes d’ordinaux. Soient N un univers, satisfaisant ZF+AF, et une
collection, définie dans N par un énoncé P(x,a�, . . . , an), telle que:

- les paramètres a�, . . . , an de l’énoncé considéré sont dans la collec-
tion P ;

- tout ordinal est dans la collection P .

On définit alors la collection DP des ensembles définissables en termes
d’éléments de P , par l’énoncé DP(x) : « il existe un ordinal α et une formule

(v) à une seule variable libre, à paramètres dans P , tels que la valeur de

(v) dans Vα soit {x}».

Noter que l’énoncé DP(x) a pour seuls paramètres a�, . . . , an.

Lemme 13.1. Soit E(x,u) un énoncé à une variable libre x, à un paramètre
u qui est une suite finie d’éléments de P , qui n’est satisfait dans N que par
le seul objet a. Alors a est définissable en termes d’éléments de P .

L’énoncé E(x,u) est alors appelé une définition de a (en termes d’élé-
ments de P).

On choisit un ordinal limite α > rg(a), rg(u), tel que Vα convienne à
l’énoncé E(x,u). La valeur de la formule �E(x,u)� dans Vα est alors {a}
puisque a ∈ Vα. Si k est la longueur de la suite u, on obtient une formule à
paramètres dans P , dont la valeur dans Vα est {a}, en écrivant :

∨
y(�y = {(�,u(�)), . . . , (k − �, u(k −�))}�∧�E(x,y)�).

C.Q.F.D.

153
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La réciproque est également vraie, et, de façon plus précise:

Lemme 13.2. On peut écrire un énoncé E(x,y) à deux variables libres, sans
paramètre, tel que, pour tout objet a définissable en termes d’éléments de P ,
il existe une suite finie u d’éléments de P telle que E(x,u) soit une définition
de a.

On écrit d’abord un énoncé à quatre variables libres A(x,
,z,α) : «α est
un ordinal, 
 une formule sans paramètre, z une suite finie, (
,z) une
formule avec paramètres à une seule variable libre dont la valeur dans Vα

est {x}».
Soit a un ensemble définissable en termes d’éléments de P . Par définition

de DP, il existe une formule 
�, une suite finie z� d’éléments de P , et un or-
dinal α�, tels que A(x,
�, z�,α�) soit satisfait par le seul objet a. En utilisant
une bijection y = K(x) de ω sur Vω définie par un énoncé sans paramètre,
on écrit l’énoncé B(x,n,z,α) à quatre variables libres : ∃
[K(n) = 
 et
A(x,
,z,α)].

Il existe donc n� ∈ ω tel que B(x,n�, z�,α�) soit satisfait par le seul objet
a. Comme tout ordinal est dans P , on voit que l’énoncé E(x, y) : ∃n[n ∈ ω et
y est une suite finie de longueur n+� et B(x,y(n),y |	n,y(n+�))] résout le
problème posé; car si u est la suite obtenue en mettant bout à bout la suite
z� et la suite à deux éléments (n�,α�), l’énoncé E(x,u) est une définition
de a.

C.Q.F.D.

On définit alors la collection HDP des ensembles héréditairement définis-
sables en termes d’éléments de P ; l’énoncé HDP(x), qui a les paramètres
a�, . . . , an, est : ∀y[y ∈ Cl({x}) ⇒ DP(y)].

On montre alors, exactement comme dans le cas particulier des en-
sembles héréditairement définissables en termes d’ordinaux, que HDP satis-
fait ZF + AF. Noter que c’est seulement pour vérifier l’axiome de l’ensemble
des parties dans le modèle HDP que l’on utilise le fait que les paramètres
a�, . . . , an sont dans la collection P .

Remarquons que, si P , Q sont deux collections satisfaisant les conditions
page 153, et si P est une sous-collection de Q, alors l’univers HDP est inclus
dans l’univers HDQ, comme on le voit immédiatement sur les définitions. En
particulier, HDO (collection des ensembles héréditairement définissables en
termes d’ordinaux) est toujours inclus dans HDP.

Notons enfin que cette construction est aussi valable dans le cas où
les énoncés utilisés sont écrits avec ∈,=, et d’autres symboles de relation
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S�, . . . ,Sp, mais à condition que l’univers N satisfasse ZF(S�, . . . ,Sp) ; la
collection HDP satisfait alors également ZF(S�, . . . ,Sp). La démonstration
évoquée ci-dessus reste valable dans ce cas.

Par exemple, si N est un univers du type M[G] étudié au chapitre 11, la
collection HDM de M[G] (collection des ensembles héréditairement définis-
sables en termes d’éléments de M) est un sous-univers transitif de M[G]
qui satisfait ZF(M).

Automorphismes d’un ensemble de conditions

On considère un univers M, satisfaisant ZF +AF, et dans M, un ensemble
ordonné C. Un automorphisme de C est, par définition, une application
bijective σ : C → C, telle que p � q ⇔ σp � σq quels que soient
p, q ∈ C. A l’aide d’un tel automorphisme, on définit dans M une relation
fonctionnelle y = Aσ(x), de domaine M tout entier. La définition se fait par
induction sur rg(x) :
v ∈ Aσ(x) ⇔ v ∈ x et v n’est pas de la forme (u,p) avec p ∈ C, ou bien
v = (Aσ(u),σp) avec (u,p) ∈ x.

On vérifie immédiatement que, si σ,τ sont deux automorphismes de C,
on a Aσ �Aτ(x) = Aσ�τ (x) ; et que, si σ est l’identité sur C, Aσ est l’identité
sur M.

Il en résulte que Aσ est une bijection de M sur lui-même, et que la
bijection inverse est Aσ−� .

L’énoncé y = Aσ(x) s’écrit aisément sous la forme d’un énoncé à trois
variables libres x,y,σ . Pour alléger les notations, on l’écrira y = xσ (peu de
risques de confusion avec l’emploi normal de l’exposant).

• Soient a�, . . . , an des objets de M, p ∈ C, et E(x�, . . . , xn) un énoncé
sans paramètre, écrit avec ∈ et =. On a alors, dans M :

p�E(ā�, . . . , ān) ⇔ σp�E(āσ
�
, . . . , āσ

n )

pour tout automorphisme σ de C.

On le montre d’abord lorsque E est un énoncé atomique, de la forme
ā ∈ b̄ ou ā �= b̄, par induction sur ρ(a,b) = (rg(a) ∪ rg(b), rg(a) ∩ rg(b)).

Si p � ā ∈ b̄, on a p � ā = ū et (u,q) ∈ b avec q � p (condition 1,
page 131). Or, on a p � ā = ū ⇔ (∀r � p)r � ā �= ū (condition 4,
page 131). Comme rg(u) < rg(b), on a ρ(a,u) < ρ(a,b), donc, par hypo-
thèse d’induction, on a pour tout r ∈ C : r � ā �= ū ⇔ σr � āσ �= ūσ . On
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a donc p � ā = ū ⇔ (∀r �p)σr � āσ �= ūσ . Comme σ est un automor-
phisme de C, on a r � p ⇔ σr � σp, d’où p � ā = ū ⇔ (∀r � σp)r �
āσ �= ūσ . Finalement, on a montré: p � ā = ū ⇔ σp� āσ = ūσ .
Comme (u, q) ∈ b, on a (uσ, σq) ∈ bσ (par définition de bσ ) et σq � σp.
Or σp� āσ = ūσ , et donc σp� āσ ∈ b̄σ (condition 1, page 131).

Inversement, si σp � āσ ∈ b̄σ , il existe un objet de M, qu’on peut
désigner par uσ , et un élément de C, qu’on peut écrire σq tels que

σp� āσ = ūσ , (ūσ ,σq) ∈ b̄σ , σq � σp.

On a alors q � p et (u,q) ∈ b ; donc rg(u) < rg(b), ρ(a,u) < ρ(a,b) et,
par suite, ainsi qu’on vient de le montrer : σp� āσ = ūσ ⇔ p� ā = ū. On
a donc p� ā = ū, (u,q) ∈ b et q �p, soit p� ā ∈ b̄.

La démonstration est tout à fait semblable pour l’énoncé a �= b. Le
résultat pour un énoncé E quelconque se démontre alors immédiatement
par induction (au sens intuitif) sur la longueur de E.

C.Q.F.D.

• Pour tout objet a de M, et tout automorphisme σ de C, on a (â)σ = â.

Par induction sur rg(a) ; on a, par définition: â = {(û,p) ; u ∈ a,p ∈ C}.
Donc (â)σ = {((û)σ ,σp) ; u ∈ a,p ∈ C}. Mais (û)σ = û si u ∈ a (hypothèse
d’induction). D’où (â)σ = â.

C.Q.F.D.

Il en résulte que, si l’énoncé E est écrit avec ∈,=, on a:

p�E(a�, . . . , am, b̄�, . . . , b̄n) ⇔ σp�E(a�, . . . , am, b̄σ
�
, . . . , b̄σ

n).

Considérons maintenant un nouveau symbole de relation S, à k ar-
guments, et supposons défini l’énoncé p � S(x̄�, . . . , x̄k) par la relation
(p,x�, . . . , xk) satisfaisant les conditions 1, 2, 3, page 142. Etant donné un
automorphisme σ de C, on introduit un autre symbole de relation Sσ à k

arguments, et on définit p� Sσ(x̄�, . . . , x̄k) en posant :

p� Sσ(x̄�, . . . , x̄k) ⇔ (σ−�p,xσ−�

�
, . . . , xσ−�

k ).

On vérifie immédiatement que les conditions 1, 2, 3, page 142 restent
satisfaites. On a alors :

p� S(x̄�, . . . , x̄k) ⇔ σp� Sσ(x̄σ
�
, . . . , x̄σ

k ).

Pour chaque énoncé clos E(ā�, . . . , ān), écrit avec les symboles ∈,=, et S

(a�, . . . , an étant des objets de M), on désigne par [E(ā�, . . . , ān)]σ l’énoncé
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obtenu en remplaçant ā�, . . . , ān,S respectivement par āσ
�
, . . . , āσ

n ,Sσ . Il
est alors aisé de montrer, par induction (au sens intuitif) sur la longueur de
l’énoncé E, que l’on a:

p�E(ā�, . . . , ān) ⇔ σp� [E(ā�, . . . , ān)]σ .

Le symbole de relation S est dit invariant par σ si on a dans M :

p� S(x̄�, . . . , x̄k) ⇔ p� Sσ(x̄�, . . . , x̄k),

ou encore

(p,x�, . . . , xk) ⇔ (σp,xσ
�
, . . . , xσ

k ).

Dans ce cas, on vérifie aisément que, pour tout énoncé E écrit avec ∈,
= et S, on a p � [E(ā�, . . . , ān)]σ ⇔ p � E(āσ

�
, . . . , āσ

n ) (preuve par
induction, au sens intuitif, sur la longueur de l’énoncé E). On a donc:

• p�E(ā�, . . . , ān) ⇔ σp�E(āσ
�
, . . . , āσ

n ).

Bien entendu ∈ et = sont des symboles invariants par tout automorphisme
σ ; le symbole M (introduit page 143) est également invariant par tout auto-
morphisme σ . On a en effet :

σp�Māσ ⇔ ∃u(σp� āσ = u) ⇔ ∃u(p� ā = u) ⇔ p�Mā.

Considérons une partie G de C qui est C-générique sur M, et un automor-
phisme σ de C (qui est dans M). On pose σG = {σp ; p ∈ G}, et on vérifie
immédiatement que

• σG est un élément de M[G] qui est C-générique sur M.

On a vu (page 130) que, si on pose � = {(p̂, q) ; p,q ∈ C,p� q}, on a
φ(�) = G (φ étant l’application contractante de M sur M[G]). On a alors

• φ(�σ) = σ−�G pour tout automorphisme σ de C, σ ∈ M.

En effet �σ = {(p̂,σq) ; p,q ∈ C, p� q} puisque (p̂)σ = p̂.
Si r ∈ σ−�G, on a σr ∈ G; d’autre part (r̂,σr) ∈ �σ et donc φ(r̂) ∈

φ(�σ) (φ est contractante). Donc r ∈ φ(�σ).
Inversement, si φa est un élément quelconque de φ(�σ) on a φa = φb et

(b, r) ∈ �σ avec r ∈ G (φ est contractante). Donc r = σq, b = p̂ et p� q ;
soit σp� r, donc σp ∈ G. Comme φa = φb = p on a bien φa ∈ σ−�G.
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Consistance de HGC +∃x non DO(x)

Soient M un modèle transitif ZF +AF, et C un ensemble ordonné de M. On
dira que C est homogène si, quels que soient p,q ∈ C, il existe dans M un
automorphisme σ de C tel que σp et q soient compatibles.

Théorème 13.3. Soient M un modèle transitif dénombrable de ZF +AF, et
C un ensemble ordonné homogène de M. Si G est un C-générique sur M,
on a dans M[G] : ∀x[HDM(x) ⇔ M(x)] (tout ensemble héréditairement
définissable en termes d’éléments de M est dans M).

On montre d’abord le

Lemme 13.4. Avec les mêmes hypothèses, soit E(a�, . . . , an) un énoncé clos
écrit avec ∈,=,M, à paramètres dans M. Alors les trois propriétés suivantes
sont équivalentes :

a) M[G] satisfait E(a�, . . . , an) ;
b) il existe p ∈ C, p �E(a�, . . . , an) ;
c) pour tout p ∈ C, p�∗ E(a�, . . . , an).

D’après le lemme de vérité, il est clair que a) ⇒ b) et c) ⇒ a) ; il reste
à voir que b) ⇒ c) :

Par hypothèse, on a p ∈ C, p � E(a�, . . . , an) ; s’il existe q ∈ C, q �
non E(a�, . . . , an), on choisit un automorphisme σ de C tel que σp et q

soient compatibles. Il existe donc r ∈ C, r � σp, r � q. Comme p �
E(a�, . . . , an), on a σp� [E(a�, . . . , an)]σ , c’est-à-dire σp�E(a�, . . . , an)

(en effet, le symbole M est invariant par σ ). Donc r force simultanément
E(a�, . . . , an) et non E(a�, . . . , an) ce qui est impossible. Il en résulte que
(∀q ∈ C)(q � non E(a�, . . . , an)), ce qui est le résultat cherché.

C.Q.F.D.

On montre alors, par induction sur rg(x), que HDM(x) ⇒ M(x) dans
M[G]. Soit x� un ensemble héréditairement définissable en termes d’élé-
ments de M. Par hypothèse d’induction, tout élément de x� est dans M,
soit x� ⊂ M. Comme on a DM(x�), on a une définition de x� en termes
d’éléments de M, d’où un énoncé E(x,b) écrit avec ∈,=,M, à une variable
libre x (b étant une suite finie d’éléments de M, c’est-à-dire un élément de
M) tel que, dans M[G], on ait : ∀x[x ∈ x� ⇔E(x,b)].
Si u est un objet quelconque de M, on a donc:

u ∈ x� ⇔ M[G] satisfait E(u,b).
D’après le lemme 13.4, on a donc, si u ∈ M :

u ∈ x� ⇔ (∃p ∈ C)[p�E(u,b)].
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Soit α = rg(x�). Comme x� ⊂ M, on a x� ⊂ a où a est l’ensemble Vα de
l’univers M. On a donc:

x� = {u ∈ a ; (∃p ∈ C)[p �E(u, b)]}
ce qui montre que x� ∈ M (schéma de compréhension).

C.Q.F.D.

On prend de nouveau, comme ensemble de conditions, l’ensemble C
utilisé page 152: une condition est une fonction de domaine fini, inclus dans
ω, à valeurs dans {�,�}. Cet ensemble est homogène: en effet, si p,q ∈ C,
soit θ une permutation de ω qui envoie Dom(p) sur un ensemble disjoint
de Dom(q). On définit alors un automorphisme σ de C en posant pour
r ∈ C : Dom(σr) = θ(Dom(r)) ; σr(n) = r(θ−�n) pour n ∈ Dom(σr). Alors
Dom(σp) est disjoint de Dom(q), donc σp et q sont compatibles.

On a défini, page 152, une partie d de ω qui est dans M[G], mais pas
dans M. D’après le théorème 13.3, d n’est donc pas dans HDM, et donc n’est
pas dans HDO. Comme d ⊂ ω, cela veut dire que d n’est pas dans DO. On
a ainsi montré:

• A l’aide des axiomes ZF +AF +AC + HGC, supposés non contradic-
toires, on ne peut pas démontrer l’énoncé ∀xDO(x), ni même l’énoncé «tout
ensemble d’entiers est définissable en termes d’ordinaux».

Si on choisit pour M un modèle de V = L, M est la collection des
constructibles de M[G] (puisque M et M[G] ont les mêmes construc-
tibles). Comme tout ensemble constructible est dans HDO, on a, dans M[G] :
∀x[M(x) ⇒ HDO(x)], et, par suite, ∀x[HDM(x) ⇒ HDO(x)].

On voit donc que, dans M[G], la collection HDO est M. Donc M[G]
satisfait l’énoncé «L = HDO et V �= L», dont on a montré ainsi la non-
contradiction relative vis-à-vis de ZF.

Indépendance de l’axiome du choix

On considère un cardinal infini π quelconque de M, (par exemple π = ω).
On prend, comme ensemble de conditions, l’ensemble C des applications de
domaine fini inclus dans ω×π à valeurs dans {�, �}. G étant un C-générique
sur M, on considère, dans M[G], la famille (dα)α<π de parties de ω définie
page 150.

On définit dans M, pour chaque α ∈ π :
aα = {(n̂,p) ; n ∈ ω, p ∈ C, (n,α) ∈ Dom(p) et p(n,α) = �}

et on montre que φaα = dα :

Si n ∈ dα, alors f(n,α) = �, ce qui veut dire, par définition de f , qu’il
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existe p ∈ G tel que (n,α) ∈ Dom(p) et p(n,α) = �. Alors (n̂,p) ∈ aα,
donc p�n ∈ āα, et par suite (lemme de vérité) on a n ∈ φaα.

Inversement, soit φx un élément quelconque de φaα ; comme φ est
contractante pour la relation R, il existe y tel que φx = φy et R(y,aα).
Il existe donc p ∈ G, tel que (y,p) ∈ aα. Par définition de aα, on a donc
y = n̂, et p(n,α) = �. Comme p ∈ G, on a p ⊂ f , d’où f(n,α) = �, et
n ∈ dα ; comme φx = φy = n, on a bien φx ∈ dα, ce qui termine la preuve
de φaα = dα.

Par la même démonstration, on voit que, si on pose, pour chaque α ∈ π :
bα = {(n̂,p) ; n ∈ ω, p ∈ C, (n,α) ∈ Dom(p), p(n,α) = �}

on a φbα = ω 	dα.
On désigne par X l’ensemble des dα pour α ∈ π ; dans l’univers M[G],

on a donc X ⊂ P(ω) .
On pose A = {(aα,p) ; α ∈ π, p ∈ C}. Il est clair que A ∈ M ; montrons

que φA = X :

Pour tout α ∈ π, et tout p ∈ G, on a (aα,p) ∈ A ; donc φaα ∈ φA

c’est-à-dire dα ∈ φA. Donc X ⊂ φA.
Si φu ∈ φA, il existe p ∈ G, et v ∈ M, tels que φu = φv, (v,p) ∈ A ;

donc v = aα pour un α ∈ π, soit φv = dα. Donc φu ∈ X, ce qui termine la
preuve de φA = X.

• Si α �= β, α,β ∈ π, alors {p ∈ C ; p� āα �= āβ} est dense dans C.

Soit p ∈ C et n ∈ ω tels que (n,α) et (n,β) n’appartiennent pas au
domaine de p. On définit une condition q �p de domaine Dom(p)∪{(n,α),

(n,β)} en posant q(n,α) = �, q(n,β) = �.
On montre que q � n /∈ āβ : sinon, il existe r � q, r � n ∈ āβ ; d’où

r � n = ū, (u, s) ∈ aβ avec un s � r. Par définition de aβ , u est de la
forme m̂ avec m ∈ ω. Mais alors r � n = m, et par suite on a n = m

(théorème 11.19). Donc u = n̂ et (n̂, s) ∈ aβ , soit s(n,β) = � ; comme s � r,
on a r(n,β) = � ; cela contredit le fait que r � q et q(n,β) = �.

Comme q(n,α) = �, on a (n̂, q) ∈ aα ; comme on vient de montrer que
q � n /∈ āβ , on a q � āα �= āβ (condition 2, page 131). On a bien trouvé
q �p qui force āα �= āβ .

C.Q.F.D.

Lemme 13.5. Soient u une suite finie d’éléments de X, et d un élément de
X, défini dans M[G] par un énoncé E(x,u,X) (c’est-à-dire que, dans M[G]
on a ∀x[x = d ⇔ E(x,u,X)]), écrit avec les symboles ∈, =, M, dont les
paramètres sont u, X, et des éléments de M. Alors d est l’un des éléments de
la suite u.
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On a u = (dα�
, . . . , dαk−�

), d = dα ; on raisonne par l’absurde, en suppo-
sant α distinct de α�, . . . ,αk−�. On introduit un nouveau symbole de relation
S à deux arguments, et on définit p� S(x̄, ȳ) par l’énoncé:

(∃i < k)[p� x̄ = i et p � ȳ = āαi ].
Il est trivial de vérifier les conditions 1, 2, 3, page 142, et de voir que

l’interprétation du symbole S dans M[G] est alors la relation fonctionnelle
qui, à l’entier i < k, associe dαi , c’est-à-dire la relation fonctionnelle qui
représente la suite u. Dans M[G], l’énoncé y = u équivaut alors à l’énoncé
U(y) :

∀z[z ∈ y ⇔ ∃t∃t ′(z = (t, t′) et S(t, t ′))].
L’énoncé E(x, u,X) est donc équivalent à l’énoncé F(x,X) : ∃y[U(y)

et E(x,y,X)], qui est écrit avec les symboles ∈,=,M,S, et a comme pa-
ramètres X, et des éléments de M. Dans M[G], on a donc ∀x[F(x,X) ⇔
x = dα]. Puisque φA = X et φaα = dα, d’après le lemme de vérité, il existe
p� ∈ G tel que:

(�) p� �∀x[F(x, Ā) ⇔ x = āα].
On choisit un ordinal β < π, différent de α,α�, . . . ,αk−�, et tel que,

pour tout entier l, (l,β) /∈ Dom(p�). C’est possible, puisque Dom(p�) est
fini. Soit θ la permutation de ω ×π définie par :

θ(l,γ) = (l, γ) si γ �= α,β ; θ(l,α) = (l,β) ; θ(l,β) = (l,α)

pour tout entier l ∈ ω. On a θ = θ−�.

On définit alors un automorphisme σ de C en posant pour p ∈ C :
Dom(σp) = θ(Dom(p)) ; σp(l,γ) = p � θ(l,γ).

D’après le choix de β, il est clair que p� et σp� sont compatibles.

On a aσ
γ = aγ si γ �= α,β ; aσ

α = aβ ; aσ
β = aα.

En effet aγ = {(l̂, p) ; (l, γ) ∈ Dom(p) et p(l,γ) = �}. Donc aσ
γ =

{(l̂, σp) ; p(l,γ) = �} = {(l̂,p) ; σp(l,γ) = �} d’où le résultat.

D’après la définition de A, on en déduit immédiatement que Aσ = A.
On montre que le symbole S est invariant par σ : en effet l’énoncé σp �
S(x̄σ , ȳσ ) s’écrit :

(∃i < k)[σp� x̄σ = i et σp� ȳσ = āαi
].

Comme aαi = aσ
αi

, puisque α�, . . . ,αk−� sont distincts de α,β, cet énoncé
est équivalent à: (∃i < k)[σp � x̄σ = i et σp � ȳσ = āσ

αi
] c’est-à-dire à

(∃i < k)[p� x̄ = i et p� ȳ = āαi ] (page 155) et donc à p� S(x̄, ȳ).

D’après (�) et le résultat page 157, on déduit :

σp� �∀x([F(x, Ā]σ ⇔ x = āσ
α ),
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c’est-à-dire, d’après les remarques qui précèdent :

(��) σp� � ∀x[F(x, Ā) ⇔ x = āβ].
Or p� et σp� étant compatibles, il existe p�p�,σp� ; comme l’ensemble

des q ∈ C qui forcent āα �= āβ est dense, on trouve un tel q �p. Mais alors
q force à la fois (�), (��) et āα �= āβ , ce qui est impossible, car la conjonction
de ces énoncés est contradictoire.

C.Q.F.D.

Dans M[G] on considère la collection P(x) définie par l’énoncé «Mx ou
x ∈ X ou x = X». Un objet de DP est donc défini par un énoncé E(x,u,X)

écrit avec les symboles ∈,=,M, dont les paramètres sont X,u (suite finie
d’éléments de X) et des éléments de M. Il est clair que chaque élément d

de X est dans DP (défini par l’énoncé x = d), donc dans HDP. X est donc
aussi dans HDP (défini par l’énoncé x = X). On a vu que la collection HDP
de M[G] satisfait ZF +AF. Comme X est de cardinal infini π dans M[G],
il ne peut être fini (équipotent à un ordinal fini) dans l’univers HDP. On
montre que, dans HDP, il ne possède aucun sous-ensemble dénombrable
(équipotent à ω).

En effet, soit h une injection de ω dans X qui est dans HDP, s’il en existe;
h est donc définie dans M[G] par un énoncé H(x,u,X) où u est une suite
finie d’éléments de X. Comme h est injective, il existe un entier n tel que
h(n) = d ne soit pas un élément de la suite u. Or d est défini dans M[G]
par l’énoncé E(x,u,X) :

∃y[H(y,u,X) et (n,x) ∈ y]
dont les paramètres sont u,X et des éléments de M (ceux qui apparaissent
dans l’énoncé H(y,u,X), et aussi l’entier n). On a ainsi une contradiction
avec le lemme 13.5.

Dans l’univers HDP on a X ⊂ P(ω). On a ainsi montré:

• Si ZF est non-contradictoire, il en est de même de la théorie suivante :
ZF + AF+ «il existe une partie de P(ω) qui n’est pas finie et ne possède aucun
sous-ensemble dénombrable ».

Il est clair que X ne peut être bien ordonné dans HDP (sinon il serait
équipotent à un ordinal, nécessairement infini, d’où une injection de ω dans
X). Par suite P(ω) ne peut être bien ordonné, et on a ainsi montré un autre
théorème de P. Cohen:

• Si ZF est non contradictoire, alors, à l’aide des axiomes de ZF +AF, on
ne peut pas démontrer l’axiome du choix, ni même l’énoncé : «il existe un bon
ordre sur P(ω)».



Chapitre 14

Produits d’ensembles de conditions

Soient M un modèle transitif de ZF +AF, et C�,C� deux ensembles ordonnés
de M. Sur l’ensemble C = C�×C�, on définit une relation d’ordre en posant :

(p�,p�)� (q�, q�) ⇔ p� � q� et p� � q�
quels que soient p�, q� ∈ C� et p�, q� ∈ C�. Cet ensemble ordonné est
appelé produit des ensembles de conditions C� et C�.

Théorème 14.1. Soit G une partie de C = C� × C�. Pour que G soit C-
générique sur M, il faut et il suffit que G = G�×G�, où G� est C�-générique
sur M et G� est C�-générique sur M[G�]

La condition est suffisante: on prend G� ⊂ C�, qui est C�-générique
sur M, et G� ⊂ C� qui est C�-générique sur M[G�] ; on vérifie alors que
G� ×G� satisfait les conditions 1, 2, 3, page 123.

1) Il est clair que, si (p�,p�) ∈ G� × G� et (p�,p�) � (q�, q�), alors
(q�, q�) ∈ G� ×G�.

2) Soient (p�,p�), (q�, q�) deux éléments de G� ×G�. Comme p�, q� ∈
G�, ces deux éléments de C� sont compatibles, d’où l’existence de r� ∈ C�,
r� � p�, r� � q�. Il existe de même r� ∈ C�, r� � p�, r� � q� ; (r�, r�) est
donc un minorant commun de (p�,p�) et (q�, q�).

3) Soit X une partie dense de C� × C�, qui est dans l’univers M. Si
p� ∈ C�, l’ensemble {q� ∈ C� ; (∃q� ∈ C�)(q� �p� et (q�, q�) ∈ X)} est une
partie de C�, qui est dans M, et qui est dense dans C� : en effet, si p� est un
élément quelconque de C�, (p�,p�) a un minorant (q�, q�) ∈ X, alors q� est
un minorant de p� qui est dans l’ensemble considéré.

Comme G� est C�-générique sur M, il rencontre cette partie dense de
C�. On a ainsi montré que (∀p� ∈ C�)(∃q� ∈ G�)(∃q� �p�)((q�, q�) ∈ X).

163
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Il en résulte que l’ensemble {q� ∈ C� ; (∃q� ∈ G�)((q�, q�) ∈ X)} est une
partie dense de C� ; cette partie de C� est dans M[G�] comme le montre
sa définition. Comme G� est C�-générique sur M[G�], il rencontre cette
partie dense de C� ; d’où un élément q� de G� tel qu’il existe q� ∈ G� avec
(q�, q�) ∈ X. On a ainsi montré que (G� ×G�) ∩X �= ∅.

La condition est nécessaire: soit G ⊂ C�×C�, qui est C�×C�-générique
sur M. On pose

G� = {p� ∈ C� ; (∃p� ∈ C�)((p�,p�) ∈ G)} ;
G� = {p� ∈ C� ; (∃p� ∈ C�)((p�,p�) ∈ G)}.

Evidemment G ⊂ G� × G�. Inversement, si p� ∈ G� et p� ∈ G�, il
existe q� ∈ C� et q� ∈ C� tels que (p�, q�) ∈ G et (q�,p�) ∈ G. Puisque G

est C-générique sur M, il existe (r�, r�) ∈ G qui minore (p�, q�) et (q�,p�)

dans C� ×C�. Donc r� �p�, r� �p� et, par suite, (r�, r�)� (p�,p�) ; donc
(p�,p�) ∈ G. Il en résulte que G = G� ×G�.

G� est C�-générique sur M : si p� ∈ G�, on a (p�, p�) ∈ G pour un
certain p� ∈ C� ; si p� � q�, (p�,p�) � (q�,p�), donc (q�,p�) ∈ G et
q� ∈ G�.

Si p�, q� ∈ G�, il existe p�, q� ∈ C� tels que (p�,p�) ∈ G, (q�, q�) ∈ G ;
ces deux éléments de G ont un minorant commun (r�, r�), donc r� � p�,
r� � q�.

Soit X� une partie dense de C� qui est dans M. Il est clair que X� ×C�

est une partie dense de C� ×C� qui est dans M. Donc G∩ (X� ×C�) �= ∅
et, par suite, G� ∩X� �= ∅.

De la même façon, il est clair que G� est C�-générique sur M. Mais il
s’agit de montrer maintenant que G� est, en fait, C�-générique sur M[G�]. Les
conditions 1, 2, page 123 sont évidemment satisfaites. On considère alors une
partie dense X� de C�, qui est dans M[G�], et on a à voir que G� ∩X� �= ∅.

Dans cette démonstration, le symbole � est utilisé pour la notion de
forcing définie, dans l’univers M, pour l’ensemble C� de conditions. Comme
X� ∈ M[G�], on a X� = φa, avec a ∈ M (φ étant l’application contractante
de domaine M et d’image M[G�]).

On pose Z = {(p�,p�) ∈ C� × C� ; p� � p� ∈ ā} et X = Z ∪ Z′ où
Z′ = {(p�,p�) ∈ C� ×C� ; (p�,p�) est incompatible avec tout élément de
Z}.

Il est clair que X est une partie prédense de C�×C�, qui est dans M (en
effet, si (p�,p�) ∈ C� ×C�, ou bien (p�,p�) ∈ Z′, ou bien il est compatible
avec un élément de Z). Par suite (G�×G�)∩X �= ∅. Il existe donc p� ∈ G�,
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p� ∈ G� tels que (p�,p�) ∈ Z ∪ Z′. Comme p� ∈ C�, et que X� est dense
dans C�, il existe q� ∈ X�, q� � p�. D’après le lemme de vérité, il existe
q� ∈ G� tel que q� � q� ∈ ā ; on peut prendre, de plus, q� � p� puisque
p� ∈ G�. On a alors (q�, q�) � (p�,p�) et (q�, q�) ∈ Z. Il en résulte que
(p�,p�) /∈ Z′. Comme (p�, p�) ∈ Z ∪ Z′, on a donc (p�,p�) ∈ Z. Donc
p� � p� ∈ ā. Comme p� ∈ G�, on en déduit p� ∈ X�, par le lemme de
vérité. Donc G� ∩X� �= ∅.

C.Q.F.D.

Notation : On désigne naturellement par M[G�][G�] le modèle obtenu
au moyen d’un générique G� sur M et d’un générique G� sur M[G�].

Exemple : Soient I un ensemble (infini) de M, et C l’ensemble des appli-
cations de domaine fini, inclus dans I , à valeurs dans {�,�}, muni de l’ordre
p � q ⇔ q ⊂ p. On a vu, page 148, que si G est C-générique sur M, il est
défini par une fonction f : I → {�,�}.

Soit J une partie de I , qui est dans M. On désigne par C� (resp. C�)
l’ensemble des applications de domaine fini inclus dans J (resp. I  J) à
valeurs dans {�,�}. C est canoniquement isomorphe à C� × C� : si p ∈ C,
on lui associe (p�,p�) ∈ C� × C�, avec p� = p | Dom(p) ∩ J et p� =
p | Dom(p) ∩ (I J).

D’après le théorème précédent, on a donc G = G� ×G�, où G� est C�-
générique sur M (et même sur M[G�]) et G� est C�-générique sur M[G�].
On voit immédiatement que la fonction f� : J → {�,�} associée à G�

est f |J et que la fonction f� associée à G� est f | (I  J). On a donc
M[f ] = M[f�][f�].

Si, par exemple, I = ω et J est l’ensemble des nombres pairs, il est
évident que C,C�,C� sont isomorphes, et on a donc M[f ] = M[f�][f�],
où f,f�,f� sont des applications C-génériques sur M de ω dans {�,�}.

Produit d’une famille d’ensembles de conditions

On considère, dans M, une famille (Ci)i∈I d’ensembles ordonnés. Soit C

l’ensemble des applications p, de domaine fini inclus dans I telles que p(i) ∈
Ci pour tout i ∈ Dom(p). Si p, q ∈ C, on pose p � q si et seulement
si Dom(p) ⊃ Dom(q) et p(i) � q(i) (pour l’ordre de Ci) pour tout i ∈
Dom(q). L’ensemble C ainsi ordonné est appelé produit de la famille (Ci)i∈I

et noté
⊗

i∈I Ci.

Soit G ⊂ C un C-générique sur M ; pour chaque i ∈ I , on désigne par
Gi l’ensemble des p(i) pour tous les p ∈ G tels que i ∈ Dom(p). La famille
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(Gi)i∈I est donc un objet de M[G].
• On a G = {p ∈ C ; p(i) ∈ Gi pour tout i ∈ Dom(p)}.

En effet, soit p ∈ C tel que p(i) ∈ Gi pour tout i ∈ Dom(p) ; pour chaque i ∈
Dom(p), on peut donc choisir qi ∈ G tel que i ∈ Dom(qi) et qi(i) = p(i) ;
comme Dom(p) est fini, les qi forment une partie finie de G, qui est donc
minorée par un r ∈ G ; alors Dom(r) ⊃ Dom(qi), donc Dom(r) ⊃ {i}
pour tout i ∈ Dom(p) ; par suite Dom(r) ⊃ Dom(p). Si i ∈ Dom(p), on a
r(i)� qi(i) = p(i). Donc r �p, et comme r ∈ G, on a bien p ∈ G.

Inversement, il est évident que si p ∈ G, alors p(i) ∈ Gi pour tout
i ∈ Dom(p), d’où le résultat annoncé.

On en déduit que tout modèle transitif de ZF, qui contient M, a pour
élément la famille (Gi)i∈I si, et seulement si, il a pour élément G ; d’où la
notation M[(Gi)i∈I ] pour désigner le modèle M[G]. La famille (Gi)i∈I est
aussi appelée (par abus de langage)

⊗
i∈I Ci-générique sur M.

Soit J une partie de I, qui est dans M. On a alors C = C� × C�, avec
C� = ⊗

i∈J Ci ; C� = ⊗
i∈IJ Ci.

D’après le théorème 14.1, on a G = G�×G� et M[G] = M[G�][G�], G�

étant C�-générique sur M, et G� étant C�-générique sur M[G�]. On voit im-
médiatement que la famille générique associée à G� est (Gi)i∈J , que celle as-
sociée à G� est (Gi)i∈IJ . On a donc M[(Gi)i∈I ] = M[(Gi)i∈J ][(Gi)i∈IJ ].
En particulier si J = {i�} pour un certain i� ∈ I, on voit que Gi� est Ci�-
générique sur M, et que (Gi)i �=i� est une famille qui est

⊗
i �=i�

Ci-générique
sur M[Gi�].

Notation : Lorsque Ci est le même ensemble ordonné C pour tout i ∈ I ,
on utilisera la notation

⊗I C pour
⊗

i∈I Ci . Par exemple, les ensembles de
conditions utilisés au chapitre 12 sont de cette forme, avec C = {�,�} muni
de l’ordre trivial (� et � non comparables).

Notons les résultats suivants, qui seront utiles pour la suite:

Théorème 14.2. Si C est un ensemble ordonné, et I un ensemble infini, alors⊗I C est homogène.

On remarque que, si q,q′ ∈ C et si Dom(q) ∩ Dom(q′) = ∅, alors q,q′
sont compatibles : en effet q ∪ q′ est un minorant commun de q et q′.

Soient alors p,q ∈ C ; on choisit une bijection θ de I sur lui-même, telle
que Dom(q)∩θ(Dom(p)) = ∅. C’est possible, car I est infini. On définit un
automorphisme σ de C en posant pour chaque r ∈ C :

Dom(σr) = θ[Dom(r)] et σr(i) = r(θ−�i) pour tout i ∈ θ[Dom(r)].
Alors σp et q sont compatibles puisque Dom(σp) ∩ Dom(q) = ∅.

C.Q.F.D.
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Théorème 14.3. Soit (Ci)i∈I une famille d’ensembles ordonnés homogènes.
Alors

⊗
i∈I Ci est homogène.

Soient p,q ∈ ⊗
i∈I Ci et J = Dom(p)∩Dom(q) (J est un sous-ensemble

fini de I). Pour chaque i ∈ J , soit σi un automorphisme de Ci tel que
σip(i) soit compatible avec q(i) dans Ci. On définit un automorphisme σ

de
⊗

i∈I Ci de la façon suivante: si r ∈ ⊗
i∈I Ci, σr a même domaine que

r, et (σr)(i) = σir(i) (pour i ∈ J) ou r(i) (pour i /∈ J). Il est clair que σp

est compatible avec q, dans
⊗

i∈I Ci .
C.Q.F.D.

Axiomes du choix dépendant et dénombrable

L’axiome du choix dépendant est l’énoncé, noté ACD : «quels que soient a,
x� ∈ a, et r ⊂ a� tel que (∀x ∈ a)(∃y ∈ a)((x,y) ∈ r), il existe une suite
f : ω → a telle que f(�) = x� et (f(n),f(n +�)) ∈ r pour tout n ∈ ω».

Il est facile de montrer, dans ZF, que AC ⇒ ACD: on considère une fonc-
tion de choix φ sur a (φ : P(a) {∅} → a est telle que φ(X) ∈ X pour
toute partie X non vide de a), et on définit f par induction sur ω, en posant
f(�) = x� ; f(n +�) = φ({y ∈ a ; (f(n),y) ∈ r}).

L’axiome du choix dénombrable est l’énoncé, noté ACDen : «si (Xn)n∈ω

est une suite d’ensembles non vides, alors
∏

n∈ω Xn est non vide».

On montre aisément, dans ZF, que ACD ⇒ ACDen :
En effet, si (Xn)n∈ω est une suite d’ensembles non vides, on pose Yn =
{n} ×Xn, a = ⋃

n∈ω Yn. La famille (Yn)n∈ω est alors une partition de a. On
définit r ⊂ a� en posant (x,y) ∈ r ⇔ (∃n ∈ ω)(x ∈ Yn et y ∈ Yn+�).
L’axiome du choix dépendant donne alors une suite f : ω → a, telle que
f(n) ∈ Yn pour tout n ∈ ω. On a donc f(n) = (n,g(n)) et g est une fonction
de domaine ω qui appartient à

∏
n∈ω Xn.

Notons encore que ACD équivaut, dans la théorie ZF + AF, au schéma
d’axiomes suivant :

∀x� . . .∀xk[∀x∃yE(x,y,x�, . . . , xk) ⇒ ∀u∃f(f est une fonction
de domaine ω, et f(�) = u et (∀n ∈ ω)E(f(n),f(n+ �),x�, . . . , xk))]

où E(x,y,x�, . . . , xk) est un énoncé quelconque, sans paramètre.
En effet, ce schéma d’axiomes donne immédiatement ACD (prendre le

cas particulier où E(x,y) est l’énoncé x ∈ a ⇒ (x,y) ∈ r).
Inversement, supposons ACD satisfait, et considérons un énoncé E(x,y)

tel qu’on ait ∀x∃yE(x, y). Pour chaque ensemble x, soit �(x) l’ensemble
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des y de rang minimum tels que E(x,y). Etant donné un ensemble u, on
définit par induction une fonction g de domaine ω, en posant : g(�) = {u} ;
g(n + �) = ⋃

x∈g(n) �(x). On pose a = ⋃
n∈ω g(n) et r = {(x,y) ∈ a� ;

E(x,y)}. Alors, par construction, on a u ∈ a et (∀x ∈ a)(∃y ∈ a)((x,y) ∈ r).
L’axiome du choix dépendant donne alors une suite f : ω → a telle que
f(�) = u et E(f(n), f(n +�)) pour tout entier n.

Le modèle étudié au chapitre précédent (page 159 et suivantes) pour
établir l’indépendance de l’axiome du choix, ne satisfait pas l’axiome du
choix dénombrable, comme on va le montrer ci-dessous. On aura ainsi le
résultat suivant :

• Si ZF est non contradictoire, il en est de même de ZF + AF+ «il existe
une suite d’ensembles non vides dont le produit est vide».

Dans le modèle considéré, on a vu en effet qu’il existe un ensemble X

(inclus dans P(ω)) qui n’est pas fini, mais ne contient aucun sous-ensemble
dénombrable. Il suffit donc de montrer la proposition suivante:

• Si ACDen est vrai, tout ensemble qui n’est pas fini a un sous-ensemble
dénombrable.

Soit X un ensemble qui n’est équipotent à aucun ordinal fini ; on voit
immédiatement, par récurrence, que pour tout n ∈ ω, il existe une injection
de n dans X. Soit alors Un l’ensemble des injections de n dans X ; puisque
Un �= ∅, on a

∏
n∈ω Un �= ∅, d’après ACDen. Il existe donc une fonction f , de

domaine ω, telle que, pour chaque n, f(n) soit une injection de n dans X.
On définit alors, par induction, une application g : ω →X en posant :

g(�) = le seul élément de l’image de f(�) ;
g(n + �) = f(k)(l), où k est le premier entier tel que Im(f(k)) n’est pas
contenue dans {g(�),g(�), . . . , g(n)} et l le premier entier < k tel que
f(k)(l) /∈ {g(�),g(�), . . . , g(n)}.

Il est clair que g est une injection de ω dans X.
C.Q.F.D.

Dans la suite de ce chapitre, nous nous proposons d’étudier certains
modèles de ZF + AF + ACD qui ne satisfont pas l’axiome du choix. De tels
modèles présentent un certain intérêt, en particulier parce que, pour une
bonne partie de l’analyse (espaces topologiques séparables, théorie de la
mesure), on a besoin d’utiliser non pas l’axiome du choix, mais seulement
l’axiome du choix dépendant, ou même l’axiome du choix dénombrable.

On emploiera la méthode suivante pour construire ces modèles : soient M
un modèle transitif de ZF +AF +AC, C un ensemble ordonné de M, G un
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C-générique sur M. Soit Mω(x) l’énoncé: «x est une application de domaine
ω à valeurs dans M » (M est le symbole de relation défini au théorème 11.18).

Le modèle considéré est alors la collection HDMω prise dans M[G] (voir
page 154). On l’appelle collection des ensembles héréditairement définissables
en termes d’une suite d’éléments de M. Noter qu’il n’est pas vrai que tout
ordinal de M[G] soit dans Mω ; mais tout ordinal, et plus généralement tout
élément a de M est (trivialement) défini au moyen d’un élément de Mω : la
fonction de domaine ω constamment égale à a. Cela suffit pour appliquer
les remarques page 153. La collection HDMω de M[G] est donc un modèle
transitif de ZF +AF qui contient M.

Lemme 14.4. Si f ∈ M[G] est une suite d’éléments de HDMω, alors f elle-
même est dans HDMω.

Les éléments de f sont des couples (n,f(n)) d’éléments de HDMω, donc
sont dans HDMω. Il nous reste donc à montrer que f est elle-même définis-
sable en termes d’une suite d’éléments de M. Or, d’après le lemme 13.2, on
a un énoncé E(x,y) à deux variables libres sans paramètre, et pour chaque
entier n, une suite s d’éléments de M, tels que E(x, s) soit une définition
de f(n) dans M[G]. Comme M[G] satisfait l’axiome du choix (puisque M
le satisfait par hypothèse) il existe donc dans M[G] une suite (sn)n∈ω telle
que, pour tout entier n, E(x, sn) soit une définition de f(n) dans M[G] ; et
chaque sn est une suite d’éléments de M.

On définit une fonction t de domaine ω� à valeurs dans M, par t(n,p) =
sn(p). Pour chaque entier n, sn est défini dans M[G] par l’énoncé S(t,n, z)

suivant, dont les paramètres sont t et n : z = {(p,x) ; ((n,p),x) ∈ t}.
Or, il est clair que f est défini dans M[G] par l’énoncé suivant :

∀v[v ∈ y ⇔ (∃n ∈ ω)∃x(E(x, sn) et v = (n,x))]
et donc par l’énoncé A(t,y) :

∀v[v ∈ y ⇔ ∃z(∃n ∈ ω)∃x(S(t,n, z) et E(x,z) et v = (n,x))]
qui a pour seul paramètre t.

Soit alors j la la bijection canonique de ω sur ω�. On définit une suite
u d’éléments de M en posant u(m) = t(j(m)) pour chaque m ∈ ω. Alors f

est défini dans M[G] par l’énoncé suivant, dont u est le seul paramètre:
∃x[A(x,y) et x = u � j−�].

C.Q.F.D.

Corollaire 14.5. HDMω satisfait l’axiome du choix dépendant.

Soient a, r ∈ HDMω, tels que r ⊂ a� et (∀x ∈ a)(∃y ∈ a)((x,y) ∈ r),
et x� ∈ a. D’après l’axiome du choix dans M[G], il existe f ∈ M[G], ap-
plication de ω dans a, telle que (f(n),f(n + �)) ∈ r pour tout n ∈ ω et
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f(�) = x�. Donc f est une suite d’éléments de HDMω et, par suite, est
elle-même dans HDMω d’après le lemme 14.4.

C.Q.F.D.

Consistance de ACD +
«il n’y a pas d’ultrafiltre non trivial sur ω»

Soient M un modèle transitif dénombrable de ZF + AF + AC, et C l’ensem-
ble des applications de domaine fini ⊂ ω, à valeurs dans {�,�}, muni de
l’ordre inverse de l’inclusion. On a vu (page 148) qu’un C-générique sur M
est représenté par une fonction f : ω →{�,�}.

La fonction � − f est également C-générique sur M : car l’application
σ : C → C, qui à chaque p ∈ C associe σp de même domaine, et égale à
�− p sur Dom(p), est un automorphisme de C (qui est évidemment dans
M) ; et � − f est le transformé du générique f par cet automorphisme.
Evidemment M[�−f ] = M[f ].

On montre de manière analogue que, si f ′ : ω → {�,�} est égale à f

sauf en un nombre fini de points n�, . . . ,nk, alors f ′ est C-générique sur M
et M[f ′] = M[f ].

Il suffit pour le voir de considérer l’automorphisme τ de C, qui à chaque
p ∈ C, associe τp, de même domaine que p, telle que:

τp(i) = p(i) si i ∈ Dom(p), i �= n�, . . . ,nk ;
τp(nj) = �−p(nj) si �� j � k et nj ∈ Dom(p).

Soit κ un cardinal infini de M, non cofinal à ω (par exemple κ = ℵ�). On
pose C = ⊗κ C; il est immédiat de vérifier que l’ensemble ordonné C est
isomorphe à l’ensemble des applications de domaine fini, inclus dans ω×κ,
à valeurs dans {�, �}, muni de l’ordre inverse de l’inclusion. Cet ensemble de
conditions a déjà été considéré au chapitre 12 et on a montré (lemme 12.1)
qu’il satisfait la condition d’antichaîne dénombrable.

On considère un C-générique sur M, qui est donc représenté par une
famille (fα)α∈κ où chaque fα est une application de ω dans {�,�} qui est
C-générique sur M. On pose N = M[(fα)α∈κ].

Dans le modèle N , κ est encore un cardinal non cofinal à ω (cela résulte
du fait que C satisfait la condition d’antichaîne dénombrable et sera montré
ultérieurement (lemme 15.2) : de toutes façons, dans le cas présent, on peut
prendre κ = ℵ� dans M ; on a alors déjà montré (théorème 12.2) que κ est
encore égal à ℵ� dans N ).

Soit A l’ensemble des applications f : ω →{�,�} qui sont égales à l’une
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des fonctions fα,�−fα (α ∈ κ) pour tous les entiers sauf un nombre fini. Il
est clair que, dans N , on a A ⊂ {�,�}ω ; si f ∈ A, alors f est C-générique
sur M, et M[f ] = M[fα] pour un certain α < κ (voir remarques ci-dessus).

On a dans N :

• A est partout dense dans {�,�}ω.

En effet, un ouvert élémentaire de {�,�}ω est de la forme: {g ∈ {�,�}ω ;
g(n�) = ε�, . . . , g(nk) = εk}, avec ε�, . . . , εk ∈ {�,�} et n�, . . . ,nk entiers
distincts. Or il est clair qu’il existe une telle fonction g dans A : prendre,
pour n’importe quel α < κ, la fonction g : ω → {�,�} égale à fα sauf pour
n�, . . . ,nk, telle que g(n�) = ε�, . . . , g(nk) = εk.

Théorème 14.6. Soit D un objet de N , définissable dans N en termes d’élé-
ments de M. Alors il existe dans N un ouvert U de l’espace {�,�}ω tel que
D ∩A = U ∩A.

Par hypothèse, on a un énoncé E(x,a) à une variable libre, dont le seul
paramètre est a ∈ M, tel que, dans N , on ait : ∀x[x ∈ D ⇔ E(x,a)].

Soit f un élément quelconque de A. On a M[f ] = M[fα�
] = M′ avec

α� < κ. Or C = C × ⊗κ{α�} C et, par suite, N = M′[(fα)α �=α�
], la famille

(fα)α �=α�
étant générique sur M′ pour l’ensemble de conditions

⊗κ{α�} C
(théorème 14.1).

Il est clair que les ensembles ordonnés
⊗κ{α�} C et C = ⊗κ C sont

isomorphes dans M : plus précisément, si θ ∈ M est une bijection de κ sur
κ  {α�}, il lui est associé de façon évidente un isomorphisme jθ de C sur⊗κ{α�} C.

L’image inverse par jθ d’un
⊗κ{α�} C-générique sur M′ est donc un C-

générique sur M′. On en déduit que la famille H = (fθα)α<κ est C-générique
sur M′.

Evidemment M′[(fα)α �=α�
] = M′[H] puisque θ ∈ M′.

On a ainsi montré que N = M′[H], H étant C-générique sur M′.
Or E(f,a) est un énoncé clos, à paramètres dans M′, et l’ensemble de

conditions C est homogène. Il résulte alors du lemme 13.4 que l’énoncé
E(f,a) est satisfait dans N = M′[H], si et seulement si l’énoncé: « il existe
p ∈ C qui force E(f,a)» est satisfait dans M′. Cet énoncé s’écrit E′(f,a),
E′(x,y) étant un énoncé sans paramètres à deux variables libres.

Or on a M′ = M[f ], où f : ω → {�,�} est une fonction C -générique
sur M. Soit F l’ensemble des restrictions de f aux parties finies de ω ; F est
une partie de C, qui est C-générique sur M, et M[f ] = M[F].
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On pose a� = {(n̂,p) ; n ∈ ω,p ∈ C, n ∈ Dom(p) et p(n) = �}.
On a vu, page 159, que l’image de a� par l’application contractante φ :

M →M[F] est la partie d de ω dont f est la fonction caractéristique.
E′(f,a) équivaut évidemment à l’énoncé E′′(d,a) : « la fonction caracté-

ristique de d satisfait l’énoncé E′(x,a) ». D’après le lemme de vérité, l’énoncé
E′′(d,a) est vrai dans M′ = M[F], si et seulement s’il existe p ∈ F tel que,
dans M, on ait p�E′′(ā�, a).

Soit B = {p ∈ C; l’énoncé p �E′′(ā�, a) est vrai dans M}. B est alors
une partie de C qui est dans M. On vient de démontrer que l’énoncé E(f,a)

est vrai dans N si, et seulement s’il existe une restriction de f à une partie
finie de ω qui est dans l’ensemble B.

On pose U = {g : ω → {�,�} ; g ∈ N et il existe une partie finie X de
ω telle que g |X ∈ B}.

U est un ouvert de {�,�}ω dans le modèle N : en effet, si g ∈ U, on
a g |X ∈ B, pour un X fini ⊂ ω. Les fonctions h : ω → {�,�} telles que
h |X = g |X forment un ouvert élémentaire de {�,�}ω, voisinage de g, qui
est contenu dans U.

On a ainsi montré que, pour tout f ∈ A, E(f,a) est vrai dans N (c’est-
à-dire f ∈ D) si, et seulement si f ∈ U. Donc D ∩A = U ∩A.

C.Q.F.D.

Théorème 14.7. Soient M un modèle transitif de ZF +AF +AC, κ un car-
dinal infini de M, et G un ensemble générique sur M pour l’ensemble de
conditions C = ⊗κ C. Dans le modèle N = M[G], il n’existe aucun ultra-
filtre non trivial sur ω qui soit définissable en termes d’éléments de M.

Rappelons qu’un ultrafiltre sur ω est, par définition, une partie D de
P(ω) telle que:

a,b ∈ D ⇒ a ∩ b ∈ D; a ⊂ b ⊂ ω, a ∈ D ⇒ b ∈ D;
a ⊂ ω ⇒ (ω a ∈ D ⇔ a /∈ D).

L’ultrafiltre D est dit trivial s’il existe n� ∈ ω tel que D = {a ⊂ ω; n� ∈ a}.

Toute la démonstration est faite dans le modèle N . On considère un ultra-
filtre D ⊂ P(ω), définissable en termes d’éléments de M. Soit D l’ensemble
des fonctions caractéristiques des éléments de D. D est donc une partie de
{�,�}ω, définissable en termes d’éléments de M et, d’après le théorème 14.6,
il existe donc un ouvert U de {�,�}ω tel que D∩A = U∩A. Pour chaque par-
tie X de {�,�}ω, on pose X′ = {�−f ; f ∈ X}. On a donc D′∩A′ = U′∩A′,
c’est-à-dire D′ ∩A = U′ ∩A, puisque A′ = A (par définition de A). U′ est
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évidemment un ouvert de {�,�}ω ; on a D′ = {�,�}ω D puisque D est un
ultrafiltre.

On a donc D ∩D′ = ∅, et, par suite, U ∩U′ ∩A = ∅. Or A est partout
dense, et U ∩U′ est ouvert ; donc U ∩U′ = ∅.

On a D∪D′ = {�,�}ω, donc U∪U′ ⊃ A ; par suite, U∪U′ est un ouvert
partout dense.

Il en résulte que U ou U′ est non vide; comme X �= ∅ ⇒ X′ �= ∅, on en
déduit que U et U′ sont non vides tous les deux.

Comme U est un ouvert non vide, U ∩A �= ∅ (A est partout dense); soit
f un élément de U ∩A, donc de D ∩A.

Soit � = {g ∈ {�,�}ω ; g(n�) = ε�, . . . , g(nk) = εk} un ouvert élé-
mentaire quelconque de {�,�}ω (n�, . . . ,nk ∈ ω, ε�, . . . , εk ∈ {�,�}). Par
définition de A, la fonction f ′ : ω → {�,�} égale à f sauf pour n�, . . . ,nk,
et telle que f ′(ni) = εi (� � i � k) appartient à A ; elle appartient aussi à
D puisque f ∈ D et que D est un ultrafiltre non trivial (si P,Q sont deux
parties de ω dont la différence symétrique est finie, alors P ∈ D ⇔ Q ∈ D).
On en déduit que D ∩A∩� �= ∅, donc U ∩A∩� �= ∅. Comme � est un
ouvert élémentaire quelconque, on voit que U est un ouvert partout dense
de {�,�}ω.

Comme U′ est un ouvert non vide, on en déduit que U ∩U′ �= ∅, ce qui
est une contradiction.

C.Q.F.D.

Par la même démonstration, on a en fait le résultat plus général suivant :

Théorème 14.8. On note f ∼ g la relation d’équivalence : «f est égale à g

sauf pour un nombre fini d’entiers», définie sur {�,�}ω. Dans le modèle N ,
il n’existe pas de partition de {�,�}ω en deux parties D,D′, définissables en
termes d’éléments de M, saturées pour cette relation d’équivalence, et telles
que D′ = {�−f ; f ∈ D}.
Lemme 14.9. Soit u ∈ M[(fα)α<κ], u étant une application de domaine ω à
valeurs dans M. Alors il existe α� < κ tel que u ∈ M[(fα)α<α�

]
Remarquons que, puisque C = ⊗α� C×⊗κα� C, la famille (fα)α<α�

est
générique sur M pour l’ensemble de conditions

⊗α� C.
Soit G le C-générique sur M, associé à la famille (fα)α<κ, et soit φ

l’application contractante surjective de M sur M[G]. On prend v ∈ M tel
que φ(v) = u. Pour chaque n ∈ ω, on a (n,u(n)) ∈ φ(v) ; d’après le lemme
de vérité, il existe donc pn ∈ G tel que: pn � (n,u(n)) ∈ v̄ (par hypothèse,
u(n) ∈ M pour tout n). La suite (pn)n∈ω est dans M[G] ; pour chaque
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n ∈ ω, soit βn le plus grand élément de Dom(pn) (pn est une application de
domaine fini ⊂ κ, à valeurs dans C). Comme κ n’est pas cofinal à ω dans
M[G] (page 170), en posant α� = ���n∈ω βn+1, on a α� < κ. On a alors
pn ∈ ⊗α� C pour tout n. On a G = Gα�

×G(α�), Gα�
étant générique sur M

pour l’ensemble de conditions
⊗α� C, et G(α�) étant générique sur M[Gα�

]
pour l’ensemble de conditions

⊗κα� C. De plus

M[Gα�
] = M[(fα)α<α�

].
Comme pn ∈ Get pn ∈ ⊗α� C, on a pn ∈ Gα�

pour tout n ∈ ω. On en déduit
que u = {(n,y); n ∈ ω, y ∈ M, il existe p ∈ Gα�

tel que p � (n,y) ∈ v̄}.
En effet, si on a p ∈ Gα�

, p� (n,y) ∈ v̄, on a alors p ∈ G, donc y = u(n)

d’après le lemme de vérité. Inversement, si y = u(n), on a pn ∈ Gα�
et

pn � (n,y) ∈ v̄ par définition de pn.
Cette dernière égalité montre clairement que u ∈ M[Gα�

], c’est-à-dire
que u ∈ M[(fα)α<α�

].
C.Q.F.D.

Théorème 14.10. Dans le modèle N = M[(fα)α<κ], il n’existe aucun ultra-
filtre non trivial sur ω qui soit définissable en termes d’une suite d’éléments
de M.

Soit D un tel ultrafiltre, s’il en existe. Par hypothèse, on a un énoncé
E(x,u) à une variable libre, dont le paramètre u est une suite d’éléments
de M (u ∈ N ), tel que, dans N , on ait ∀x[E(x,u) ⇔ x = D]. D’après le
lemme 14.9, il existe un ordinal α� < κ tel que

u ∈ M[(fα)α<α�
] = M[Gα�

].
Or on a vu que N = M[G] = M[Gα�

][G(α�)], où G(α�) est générique sur
M[Gα�

] pour l’ensemble de conditions
⊗κα� C. Comme κ est un cardinal

et α� < κ, κ α� est équipotent à κ dans M. D’où un isomorphisme j ∈ M
de l’ensemble ordonné

⊗κα� C sur C = ⊗κ C.
Si G′ = j(G(α�)), G′ est donc C-générique sur M[Gα�

] ; puisque j ∈ M,
on a évidemment N = M[Gα�

][G(α�)] = M[Gα�
][G′].

On peut alors appliquer le théorème 14.7, en y remplaçant le modèle M
par M[Gα�

]. On en déduit que, dans M[Gα�
][G′] = N , il n’existe aucun

ultrafiltre non trivial sur ω qui soit définissable en termes d’éléments de
M[Gα�

]. Or, par hypothèse, D est un tel ultrafiltre puisque u ∈ M[Gα�
] ;

d’où la contradiction cherchée.
C.Q.F.D.
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Dans le modèle N = M[(fα)α<κ], on considère alors la collection HDMω

des ensembles héréditairement définissables en termes d’une suite d’élé-
ments de M. On a vu (corollaire 14.5) que HDMω satisfait ZF +AF +ACD.
De plus, HDMω satisfait l’énoncé: «il n’existe aucun ultrafiltre non trivial
sur ω».

En effet, toute partie de ω qui est dans M est dans HDMω : car elle est
définie par sa fonction caractéristique, qui est une suite de � et de �, donc
une suite d’éléments de M. Donc si D est, dans HDMω, une partie de P(ω)

qui est un ultrafiltre non trivial sur ω, il a la même propriété dans N . Mais
D est définissable en termes d’une suite d’éléments de M, et le théorème
précédent montre que c’est impossible. On a ainsi montré:

• Si ZF est non-contradictoire, il en est de même de la théorie ZF + AF+
ACD+ «il n’existe aucun ultrafiltre non trivial sur ω».

En utilisant le théorème 14.8, on montre, exactement de la même façon,
que dans HDMω il n’existe pas de partition de {�,�}ω en deux parties D,D′,
saturées pour la relation d’équivalence ∼ (définie par : f ∼ g ⇔ f et g

ont la même valeur pour tous les entiers sauf un nombre fini) telles que
D′ = {�−f ; f ∈ D}.

Dans l’anneau de Boole P(ω), soit I l’idéal formé des parties finies de
ω. Ce résultat signifie qu’il n’existe pas de partition de l’anneau de Boole
P(ω)/I en deux parties ,′ telles que ′ = {θc ; θ ∈ } (θc désigne le
complément de θ dans l’algèbre de Boole P(ω)/I) ; ou encore:

• Dans le modèle HDMω, le produit de la famille d’ensembles à deux
éléments {θ, θc} où θ décrit l’anneau de Boole P(ω)/I est vide.

Il en résulte aussi que:

• Dans HDMω, l’ensemble P(ω)/I ne peut être totalement ordonné.

En effet, si on avait un tel ordre, noté ≺, il suffirait de poser  = {θ ∈
P(ω)/I ; θ ≺ θc}, ′ = {θc ; θ ∈ } pour obtenir une partition de P(ω)/I
ayant la propriété indiquée ci-dessus.

Consistance de ACD + «R n’a pas de base sur Q»

Soit M un modèle transitif dénombrable de ZF + AF +AC. Dans M, on
considère l’ensemble D = {(a,b) ∈ Q� ; a < b}, que l’on ordonne en
posant (a,b)� (a′, b′) ⇔ a′ � a < b � b′ ; deux éléments (a,b), (c,d) de
D sont donc compatibles si et seulement si ]a,b[∩]c,d[ �= ∅.

Théorème 14.11. Soit g un D-générique sur M. Dans M[g], il existe un réel
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r (et un seul) tel que {r} = ⋂
(a,b)∈g[a,b]. On a alors g = {(a,b) ∈ D;

r ∈ [a,b]}.
Si (a�, b�), . . . , (ak,bk) ∈ g, ces éléments de D ont un minorant com-

mun; il en résulte que
⋂k

i=�
[ai,bi] �= ∅. La famille d’intervalles compacts

[a,b] deR (pour (a,b) ∈ g) a donc la propriété de l’intersection finie. Donc⋂
(a,b)∈g[a,b] est un intervalle fermé non vide de R (éventuellement réduit

à un point).
Pour chaque entier n > �, {(a,b) ∈ D; b − a � �/n} est évidemment

une partie dense de D qui est dans M. Elle rencontre donc le générique g.
Pour tout entier n > � il existe donc (a,b) ∈ g tel que [a,b] soit de longueur
� �/n. Cela montre que

⋂
(a,b)∈g[a,b] est réduit à un point r. Ce réel r n’est

pas dans M : en effet, si c est un réel de M, {(a,b) ∈ D; c /∈ [a,b]} est
évidemment une partie dense de D, qui est dans M ; il existe donc (a,b) ∈ g

tel que c /∈ [a,b], d’où r �= c. En particulier, r n’est pas rationnel.

Il reste à montrer que, si a,b ∈Q et a � r � b, alors (a,b) ∈ g ; mais
si (a,b) /∈ g, alors (a,b) est incompatible avec (c,d) ∈ g (page 124), donc
[a,b] ∩ [c,d] est soit vide, soit réduit à un point qui est a ou b. Ceci est
impossible car r ∈ [a,b] ∩ [c,d] et r /∈Q.

C.Q.F.D.

Ce théorème montre que tout modèle transitif de ZF qui contient M et
a pour élément un des deux objets r,g, a pour élément l’autre. On utilise
donc aussi la notation M[r] pour désigner le modèle M[g]. Un tel réel r,
associé à un D-générique sur M, est appelé un réel de Cohen sur M.

Théorème 14.12. Si c est un réel de M, et si r est un réel de Cohen sur M,
r + c est un réel de Cohen sur M ; cr en est un également, si c �= �.

Par hypothèse l’ensemble g = {(a,b) ∈ D; a < r < b} est D-générique
sur M. On pose g′ = {(a,b) ∈ D; a < r +c < b}, et on a à démontrer que
g′ est D-générique sur M.

Il est clair que, si (a,b) ∈ g′ et (a,b)� (a′, b′), alors (a′, b′) ∈ g′. Soient
(a,b), (a′, b′) ∈ g′ ; s’ils sont incompatibles, [a,b]∩[a′, b′] est vide ou réduit
à un point, qui est a ou b ; mais r + c ∈ [a,b] ∩ [a′, b′], donc, par exemple
r + c = a, ce qui est faux, car r n’est pas dans M.
Soit X ∈ M une partie dense de D. On pose:

Y = {(u,v) ∈ D; il existe (x,y) ∈ X tel que x −c� u < v � y −c}.
Il est clair que Y ∈ M. On montre que Y est dense dans D: si (a,b) ∈ D,
on a a < b donc a + c < b + c, et il existe donc a′, b′ ∈ Q tels que
a + c < a′ < b′ < b + c. On a (a′, b′) ∈ D, et, puisque X est dense, il
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existe (x, y) ∈ X, (x,y)� (a′, b′). On a alors a < x − c < y − c < b, d’où
l’existence de u,v ∈Q tels que x−c < u < v < y−c ; on a bien (u, v) ∈ Y

et (u,v)� (a,b).
Il en résulte que Y ∩ g �= ∅ ; il existe donc (u,v) ∈ g et (x, y) ∈ X tels

que x − c � u < v � y − c ; on a r ∈]u,v[, donc r + c ∈]x,y[, et donc
(x,y) ∈ X ∩ g′.

On démontre de façon analogue la deuxième partie du théorème.
C.Q.F.D.

Noter qu’on a évidemment, sous les hypothèses du théorème, M[r+c] =
M[cr] = M[r].

On considère un cardinal κ de M et on pose D = ⊗κ D.

Lemme 14.13. D satisfait la condition d’antichaîne dénombrable.

Soit X ⊂ D une antichaîne de D. On suppose d’abord qu’il existe n ∈ ω

tel que Dom(p) = n pour tout p ∈ X. On montre par induction sur n, que
X est dénombrable. C’est évident si n = �.

Si n > �, soit p� un élément fixé dans X. Si p ∈ X, p �= p�, alors p est
incompatible avec p�, donc Dom(p) ∩ Dom(p�) �= ∅.

Pour chaque α ∈ Dom(p�) et d ∈ D, posons Xα,d = {p ∈ X {p�} ;
α ∈ Dom(p) et p(α) = d}.

Il est clair que la famille Xα,d constitue une partition de X{p�}, indexée
par un ensemble dénombrable. Il suffit donc de montrer que chacun des
ensembles Xα,d est dénombrable. Or Xα,d est une antichaîne de D dont tous
les éléments prennent la même valeur d au point α. Si Yα,d est l’ensemble
des p{(α,d)} pour p ∈ Xα,d , alors Yα,d est évidemment équipotent à Xα,d ;

or c’est une antichaîne de D, et on a Dom(q) = n − � pour tout q ∈ Yα,d .
Par hypothèse de récurrence, Yα,d est donc dénombrable, et Xα,d aussi.

Soit maintenant X une antichaîne quelconque de D ; on pose Xn =
{p ∈ X ; Dom(p) = n}. Chaque Xn est dénombrable, comme on vient de le
montrer, donc aussi X = ⋃

n∈ω Xn.
C.Q.F.D.

On suppose maintenant que κ est un cardinal infini de M non cofinal
à ω, par exemple κ = ℵ�. On considère un D-générique G sur M. On a
donc G = (gα)α∈κ , où chaque gα est D-générique sur M. On désigne par
rα le réel de Cohen sur M associé à gα. On a donc M[G] = M[(gα)α<κ] =
M[(rα)α<κ]. Ce modèle est désigné par N .

Dans N , l’ordinal κ est encore un cardinal non cofinal à ω (voir la re-
marque page 170).
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Dans le modèle N on considère le sous-ensemble A de R, formé des
réels de la forme ±rα + c, α décrivant κ, et c décrivant l’ensemble des
réels de M. Par suite, tout r ∈ A est un réel de Cohen sur M, et on a
M[r] = M[rα] = M[gα] pour un certain α ∈ κ. On a alors dans N :

• A est partout dense dansR.

Ceci est évident, puisque A contient en particulier tous les réels rα + q

(q ∈Q) α étant un ordinal fixé < κ.

Théorème 14.14. Soit  un objet de N , définissable dans N en termes d’élé-
ments de M. Il existe alors X ∈ M, qui est une partie saturée de D telle que
∩A = {r ∈ A; il existe (u, v) ∈ X tel que u < r < v}.

La démonstration est tout à fait sembable à celle du théorème 14.6. On
observe d’abord que l’ensemble de conditions D est homogène. Cela résulte
immédiatement du théorème 14.2.

Par hypothèse, on a un énoncé E(x,a) à une variable libre, dont le seul
paramètre est l’objet a ∈ M, tel que, dans N , on ait : ∀x[x ∈  ⇔E(x,a)].
Soit r un élément quelconque de A. On a M[r] = M[gα�

] = M′ pour un
certain α� < κ.

Comme D = D×⊗κ{α�} D, on a N = M′[(gα)α �=α�
], la famille (gα)α �=α�

étant générique sur M′ pour l’ensemble de conditions
⊗κ{α�} D.

Les ensembles ordonnés
⊗κ D et

⊗κ{α�} D sont évidemment isomor-
phes dans M. Le transformé par cet isomorphisme du générique (gα)α �=α�

est donc un ensemble H qui est D-générique sur M′. On a évidemment:

N = M′[(gα)α �=α�
] = M′[H].

E(r,a) est un énoncé clos à paramètres dans M′ = M[r]. Or l’ensemble
de conditions D est homogène. Il résulte alors du lemme 13.4 que l’énoncé
E(r,a) est satisfait dans N = M′[H], si, et seulement si l’énoncé: «il existe
p ∈ D qui force E(r,a)» est satisfait dans M′. Cet énoncé s’écrit E′(r,a),
E′(x,y) étant un énonce sans paramètres à deux variables libres.

Or on a M′ = M[r], où r est un réel de Cohen sur M. Soit g =
{(u,v) ∈ D; u < r < v} le D-générique sur M associé à r. On pose
� = {(p̂, q); p,q ∈ D, p � q}. On a vu que l’image de � par l’application
contractante surjective φ : M →M[g], associée au générique g, est alors g

lui-même (page 130).
Dans le modèle M[r], l’énoncé E′(r,a) équivaut évidemment à l’énoncé

E′′(g,a) : « le réel x tel que {x} = ⋂
(u,v)∈g[u,v] satisfait E′(x,a)».

D’après le lemme de vérité, l’énoncé E′′(g,a) est vrai dans M′ si et
seulement s’il existe p ∈ g, tel que, dans M, on ait p�E′′(�̄,a).
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On pose X = {p ∈ D; l’énoncé p � E′′(�̄,a) est vrai dans M}. X

est alors une partie saturée de D qui est dans le modèle M. On vient de
démontrer que l’énoncé E(r,a) est vrai dans N si, et seulement s’il existe
p ∈ g∩X ; c’est-à-dire si et seulement s’il existe (u,v) ∈ X tel que u < r < v.

C.Q.F.D.

Lemme 14.15. Soient M un modèle transitif de ZF +AF +AC, κ un cardinal
infini de M et G un ensemble générique sur M pour l’ensemble de conditions
D = ⊗κ D. Dans le modèle N = M[G], il n’existe aucune partie  de R,
définissable en termes d’éléments de M, qui ait exactement un point commun
avec chaque classe d’équivalence de RmoduloQ.

La démonstration est faite dans le modèle N . On considère une telle
partie  de R, s’il en existe. D’après le théorème 14.14, il existe X ⊂ D tel
que ∩A = {r ∈ A; il existe (u, v) ∈ X, u < r < v}.

On pose U = ⋃
(u,v)∈X]u,v[ ; U est un ouvert de R, et on a  ∩ A =

U ∩A.
Pour chaque Z ⊂R et q ∈Q, on pose Z + q = {x + q ; x ∈ Z}.
On a alors (+q)∩(A+q) = (U+q)∩(A+q), c’est-à-dire (+q)∩A =

(U +q) ∩A puisque A+q = A par définition de A.
On a ∩ (+q) = ∅ si q �= � : sinon, on a x,y ∈ , x = y +q, donc

 rencontre la classe d’équivalence de x en deux points distincts x et y.
Donc U ∩ (U + q) ∩A = ∩ (+ q) ∩A = ∅. Mais U ∩ (U + q) est

ouvert dans R et A est partout dense; donc U ∩ (U + q) = ∅ pour tout
q ∈Q, q �= �.

Si U �= ∅, il existe un intervalle ouvert ]a,b[⊂ U ; on choisit q rationnel,
� < q < b−a. Alors ]a,b[∩]a+q,b+q[ �= ∅, donc U∩(U+q) �= ∅ ce qui
est faux. On a donc U = ∅, et par suite ∩A = U ∩A = ∅. Or A est une
réunion non vide de classes d’équivalence deRmoduloQ, donc rencontre
 d’après le choix de , ce qui est une contradiction.

C.Q.F.D.

Lemme 14.16. Les hypothèses sont celles du lemme précédent. Dans le modèle
N = M[G], toute fonction f :R→R, définissable en termes d’éléments de
M, telle que f(�) = � et f(x +y) = f(x)+f(y) quels que soient x,y ∈R,
satisfait f(c) = � pour tout réel c ∈ M.

La démonstration est faite dans le modèle N . On pose E = {x ∈ R;
f(x)� �}. Puisque f est définissable en termes d’éléments de M, il en est
de même de E. Le théorème 14.14 donne alors une partie X saturée de D,
X ∈ M, telle que E ∩A = {r ∈ A; il existe (u,v) ∈ X, u < r < v}.
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Pour chaque rationnel q, on a f(q) = �, donc f(x) = f(x + q) pour
tout x ∈R. Il en résulte que E+q = E. Par définition de A, on a A+q = A.
Donc :

E∩A = (E∩A)+q = {r ∈ A; il existe (u,v) ∈ X, u+q < r < v+q}.
Si X = ∅, on a E∩A = ∅, donc f(r) > � pour tout r ∈ A ; c’est impossible
car, si r ∈ A, alors −r ∈ A et f(−r) = −f(r).

Donc X �= ∅ ; on montre alors que X est une partie dense de D. En effet,
soit (a,b) ∈ D; comme X �= ∅, on prend (u,v) ∈ X. Soit q = a −u ; alors
]u + q,v + q[∩]a,b[ est un intervalle ouvert �= ∅. Comme A est partout
dense, il existe r ∈ A∩]u+q,v+q[∩]a,b[. On a donc r ∈ (E∩A)+q, soit
r ∈ E∩A ; par suite, il existe (u′, v′) ∈ X tel que r ∈]u′, v′[. Comme r ∈]a,b[,
on voit que ]u′, v′[ ∩]a,b[ est un intervalle ouvert non vide ]u′′, v′′[. On a
(u′′, v′′) � (u′, v′), donc (u′′, v′′) ∈ X puisque X est saturée, et on a bien
(u′′, v′′)� (a,b).

X est donc une partie dense saturée de D, qui est dans M. Soit alors
r un élément quelconque de A ; r est un réel de Cohen sur M, donc si
g = {(u,v) ∈ D; u < r < v}, g est D-générique sur M. Donc g ∩X �= ∅ ;
il existe donc (u,v) ∈ X tel que u < r < v, ce qui montre que r ∈ E ∩A.

Par définition de E, on a donc f(r) � �, quel que soit r ∈ A. Mais si
r ∈ A, alors −r ∈ A ; on a donc f(r) = � pour tout r ∈ A.

Soit alors c un réel de M ; on prend r ∈ A, d’où r + c ∈ A, et f(r) =
f(r + c) = �. Donc f(c) = �.

C.Q.F.D.

Lemme 14.17. Soit u ∈ M[(gα)α<κ], u étant une application de domaine ω

à valeurs dans M. Alors il existe α� < κ tel que u ∈ M[(gα)α<α�
].

La démonstration est exactement la même que celle du lemme 14.9, au
remplacement près de C par D et de C par D. On utilise le fait, démontré
ci-dessus, que D satisfait la condition d’antichaîne dénombrable.

C.Q.F.D.

Théorème 14.18. Dans le modèle N = M[G] = M[(gα)α<κ], il n’existe
aucune partie  de R, définissable en termes d’une suite d’éléments de M,
qui ait exactement un point commun avec chaque classe d’équivalence de R
moduloQ. Dans ce modèle, toute fonction f :R→R, définissable en termes
d’une suite d’éléments de M, telle que f(�) = � et f(x + y) = f(x) +f(y)

quels que soient x,y ∈R, est identiquement nulle.

Soit f : R→R, qui est, dans M[G], définissable en termes d’une suite
u d’éléments de M, telle que f(�) = � et f(x + y) = f(x) + f(y) pour
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x,y ∈R. Soit c un réel de M[G] ; on a à montrer que f(c) = �. D’après le
lemme 14.17, il existe α� < κ tel que u,c ∈ M[(gα)α<α�

] (c peut évidemment
être considéré comme une suite de � et de �).

On a D = ⊗α� D×⊗κα� D, et par suite N = M[(gα)α<α�
][(gα)α��α<κ]

où la famille (gα)α��α<κ est générique sur M[(gα)α<α�
] pour l’ensemble

de conditions
⊗κα� D. Or κ  α� est équipotent à κ dans le modèle M,

d’où un isomorphisme j ∈ M de
⊗κα� D sur

⊗κ D = D. Par cet iso-
morphisme la famille (gα)α��α<κ donne un D-générique G′ sur M et on a
N = M[(gα)α<α�

][G′].
On applique alors le lemme 14.16, en y remplaçant M par M[(gα)α<α�

],
ce qui donne immédiatement f(c) = �.

De la même façon, si  ∈ M[G] est définissable en termes de la suite
u, le lemme 14.15, appliqué dans les mêmes conditions, montre que  ne
peut être une partie de R ayant exactement un point dans chaque classe
d’équivalence moduloQ.

C.Q.F.D.

Une fonction f : R→R est dite additive, si f(x + y) = f(x) +f(y)

quels que soient x,y ∈R, autrement dit, si f est un endomorphisme de R
considéré commeQ-espace vectoriel.

Théorème 14.19. Si ZF est non contradictoire, il en est de même de la théorie :
ZF + AF+ACD + «il n’existe aucune partie deRqui ait exactement un point
en commun avec chaque classe d’équivalence de R modulo Q» + «toute
fonction additive f :R→R est de la forme f(x) = λx avec λ ∈R».

On considère la collection HDMω définie dans M[G] qui satisfait (voir
corollaire 14.5) ZF +AF + ACD.

Tout réel de M[G] est dans HDMω, puisqu’on peut le considérer comme
une suite de � et de � (représentation binaire). Il est alors immédiat, d’après
le théorème 14.18, que HDMω satisfait les deux énoncés considérés (pour
vérifier le deuxième, on notera que, si f : R→R est une fonction additive,
alors g(x) = f(x)−xf(�) définit une fonction additive telle que g(�) = �).

C.Q.F.D.

On en déduit évidemment que, dans HDMω, l’espace vectoriel R sur le
corps Q n’a pas de base: en effet, si B est une base de R sur Q, il suffit
de choisir b ∈ B, et de définir f : R→Q par f(x) = le coefficient de b

dans l’écriture de x comme combinaison linéaire d’éléments de B. Alors f

est additive, n’est pas identiquement nulle puisque f(b) = �, et n’est pas de
la forme λx avec λ ∈ R, puisqu’elle ne prend que des valeurs rationnelles.
Par suite:
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• Dans la théorie ZF +AF + ACD, on ne peut montrer que tout espace
vectoriel a une base, ni même que R a une base surQ.

Remarque. Le théorème 14.18 (et, de façon analogue, le théorème 14.10)
donne une formulation précise (et une démonstration) à une idée intuitive
très répandue, à savoir que certains ensembles, dont l’existence est démon-
trée à l’aide de l’axiome du choix (par exemple un ensemble de réels ayant
exactement un point en commun avec chaque classe d’équivalence modulo
Q, souvent utilisé comme exemple typique d’ensemble non mesurable), ne
peuvent être « explicitement définis». Si on prend les mots «explicitement
défini » au sens de «définissable par un énoncé sans paramètre», on voit,
d’après ce théorème, qu’on ne peut, dans la théorie des ensembles, même
avec axiome du choix, démontrer l’existence d’un tel ensemble «explici-
tement défini ». Bien entendu, on ne peut pas non plus démontrer qu’il n’en
existe pas, puisqu’en ajoutant l’axiome V = L, on en obtient un, en consi-
dérant «le premier ensemble de réels ayant la propriété considérée, premier
suivant le bon ordre sur l’univers, défini à l’aide de l’axiome de constructi-
bilité».

R. Solovay a montré dans [29] un résultat beaucoup plus frappant, à savoir
la consistance de la théorie ZF + AF + ACD+ « tout ensemble de réels est
Lebesgue-mesurable» (voir chapitre 17).



Chapitre 15

Chaînes et antichaînes

Conditions d’antichaîne

On se place dans un univers satisfaisant l’axiome du choix. Soit C un en-
semble ordonné. On rappelle qu’une antichaîne de C est une partie de C

dont les éléments sont deux à deux incompatibles. Etant donné un cardinal
infini κ, on dit que C satisfait la condition d’antichaîne < κ (resp. � κ), si
toute antichaîne de C est de cardinal < κ (resp. � κ).

La condition d’antichaîne < κ n’est utilisée que lorsque κ est un cardinal
régulier. En fait, ce n’est pas une restriction, d’après le

Théorème 15.1. Pour tout ensemble ordonné C, le premier cardinal κ tel que
C satisfasse la condition d’antichaîne < κ est régulier.

On raisonne par l’absurde, en supposant que λ = cof(κ) < κ. Il existe
donc une famille de cardinaux (κα)α<λ, telle que α < β < λ ⇒ λ < κα < κβ ,
et κ = ⋃

α<λ κα. En remplaçant κα par κ+
α (le cardinal successeur de κα), on

voit qu’on peut, de plus, supposer que les κα sont des cardinaux réguliers.
Par hypothèse sur κ, il existe, pour chaque α < λ, une antichaîne Xα de C,
de cardinal κα.

On définit, par induction sur α < λ, une antichaîne Aα de C, de cardinal
κα, et aα ∈ Aα, de façon que, pour tout β < α, on ait

Aβ ⊂ Aα ∪ {aγ ; γ �α}.
On suppose donc défini Aβ pour β < α, et on pose Bβ = Aβ�{aγ ; γ < α}.
Bβ est donc une antichaîne de C, de cardinal κβ (puisque {aγ ; γ < α}
est de cardinal < λ < κβ), et on a β < β′ < α ⇒ Bβ ⊂ Bβ′ (puisque
Aβ ⊂ Aβ ′ ∪ {aγ ; γ �β′}, par hypothèse d’induction).

183
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Par suite, B = ⋃
β<α Bβ est une antichaîne de C, de cardinal ���β<α κβ

� κα. On pose Y = {p ∈ Xα ; p est incompatible avec tout élément de B}.
Alors B ∪Y est une antichaîne de C, de cardinal � κα (puisque Xα est une
antichaîne de cardinal κα).

Si B ∪Y = κα, on pose Aα = B ∪Y , et on choisit aα de façon arbitraire
dans Aα. Pour β < α, on a Aβ ⊂ Bβ ∪ {aγ ; γ < α} par définition de Bβ ,
et donc, évidemment, Aβ ⊂ Aα ∪{aγ ; γ �α}.

Si B ∪Y < κα, soit Z = Xα�Y , d’où Z = κα. On a Z = {p ∈ Xα ; p est

compatible avec un élément de B}. Comme κα est régulier, et que B < κα,
il existe aα ∈ B tel que Z′ = {p ∈ Xα ; p est compatible avec aα} soit de
cardinal κα. Pour chaque p ∈ Z′, on choisit dans C un minorant commun
à p et à aα, qu’on désigne par f(p). On a ainsi défini (à l’aide de AC) une
fonction f injective de domaine Z′, dont l’image est une antichaîne Z′′, de
cardinal κα. On pose alors Aα = (B�{aα})∪Z′′ ; c’est une antichaîne, puisque
tout élément de Z′′ minore aα. Cette définition de Aα et aα satisfait bien les
conditions voulues : en effet, si β < α, on a Aβ ⊂ Bβ ∪ {aγ ; γ < α} par
définition de Bβ , donc Aβ ⊂ B∪{aγ ; γ < α}, d’où Aβ ⊂ Aα∪{aγ ; γ �α}.

Pour chaque α < λ, Dα = Aα �{αγ ; γ �α} est donc une antichaîne de
cardinal κα, et β < α < λ ⇒ Dβ ⊂ Dα. Donc

⋃
α<λ Dα est une antichaîne

de C de cardinal κ, ce qui est une contradiction.
C.Q.F.D.

Lemme 15.2. Soient M un modèle transitif de ZF + AF +AC, κ un cardi-
nal infini de M, C un ensemble ordonné de M satisfaisant la condition
d’antichaîne < κ, et G un ensemble C-générique sur M. Si ρ est un or-
dinal tel que cof(ρ) � κ dans M, alors la cofinalité de ρ est la même dans
M et dans M[G].

Soient λ � κ la cofinalité de ρ dans M, μ sa cofinalité dans M[G].
Evidemment μ�λ ; on suppose μ < λ. Dans M[G], il existe une application
φa : μ → ρ dont l’image n’est pas strictement majorée dans ρ. D’après le
lemme de vérité, il existe p� ∈ G, tel que p� � « ā est une application de μ

dans ρ ».
Pour chaque α ∈ μ on pose

Xα = {β ∈ ρ ; (∃p ∈ C ; p�p�)(p� (α,β) ∈ ā)}.
A chaque β ∈ Xα, on associe pβ �p� tel que pβ � (α,β) ∈ ā.

Si β,β′ sont deux éléments distincts de Xα, pβ et pβ′ sont incompatibles :
car si q est un minorant commun de pβ,pβ′ , on a q � (α, β) ∈ ā ; q �
(α,β′) ∈ ā ; q � β 
= β′ ; et comme q � p�, q � ā : μ → ρ. C’est
impossible, car ces quatre énoncés sont contradictoires.
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L’application β �→pβ de Xα dans C est donc une injection dont l’image
est une antichaîne de C. Comme C satisfait, dans M, la condition d’anti-
chaîne < κ, on a Xα < κ. Donc Xα < λ, et comme λ est la cofinalité
de ρ dans M, on voit que Xα a, dans ρ, un majorant strict ξα. La famille
(ξα)α<μ d’éléments de ρ a elle-même un majorant strict ξ ∈ ρ (puisque
μ < cof(ρ) par hypothèse). Par suite, ξ est un majorant strict de l’ensemble⋃

α<μ Xα. Comme ξ ∈ ρ, et que l’image de la fonction φa : μ → ρ n’est
pas strictement majorée dans ρ, il existe α� ∈ μ tel que φa(α�) = β� � ξ .
Comme (α�,β�) ∈ φa, il existe p ∈ G (qu’on peut prendre � p�) tel que
p � (α�,β�) ∈ ā. Cela montre que β� ∈ Xα�

, ce qui est une contradiction
puisque β� � ξ .

C.Q.F.D.

Théorème 15.3. Soient M un modèle transitif de ZF +AF +AC, κ un car-
dinal régulier de M, C un ensemble ordonné de M, satisfaisant dans M la
condition d’antichaîne < κ, et G un ensemble C-générique sur M. Si ρ � κ

est un cardinal de M, ρ est aussi un cardinal de M[G]. Si de plus cof(ρ)� κ,
alors ρ a la même cofinalité dans M et M[G]. En particulier, si ρ � κ est
régulier dans M, il l’est aussi dans M[G].

La deuxième partie du théorème résulte du lemme 15.2. Soit alors ρ � κ

un cardinal de M. Si ρ est régulier, on a cof(ρ) = ρ dans M, donc aussi
dans M[G] ; donc ρ est aussi un cardinal régulier dans M[G]. Si ρ n’est
pas régulier, on a ρ = ���α<λ ρα avec λ = cof(ρ) < ρ, ρα < ρ ; on a donc
ρ+

α �ρ, où ρ+
α désigne le cardinal successeur de ρα. Donc ρ = ���α<λ ρ+

α =⋃
α<λ ρ+

α . Comme ρ > λ � κ, on a ρα � κ pour α � α� ; comme ρ+
α est

régulier, c’est un cardinal dans M[G]. Puisque ρ est la réunion d’une famille
de cardinaux dans M[G], c’est donc un cardinal de M[G].

C.Q.F.D.

Destruction de cardinaux

Soient M un modèle standard (page 147) de ZF +AF, et A un élément de M.
On considère l’ensemble C = {p ∈ M; p est une application de domaine
fini ⊂ ω à valeurs dans A} ; si p,q ∈ C on pose p � q si et seulement si
p ⊃ q (c’est-à-dire si p est un prolongement de q). C est donc un ensemble
ordonné de M. Notons que, d’après le théorème 14.2, l’ensemble de condi-
tions C est homogène: en effet, on a C = ⊗ω A, A étant muni de la relation
d’ordre triviale (a � b ⇔ a = b).
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Soit G un ensemble C-générique sur M ; les éléments de G étant deux
à deux compatibles, leur réunion est une fonction g, de domaine ⊂ ω, à
valeurs dans A. On a en fait :

• g est une application surjective de ω sur A, et G est l’ensemble des
restrictions de g aux parties finies de ω.

En effet, quels que soient n ∈ ω et a ∈ A, l’ensemble {p ∈ C ; n ∈
Dom(p) et a ∈ Im(p)} est évidemment une partie dense de C, qui est dans
M. Elle rencontre donc G, ce qui montre que n ∈ Dom(g) et a ∈ Im(g) ; g

est donc une application surjective de ω sur A. Il est clair que tout élément
de G est une restriction de g à une partie finie de ω. Inversement, soit p

une telle restriction; {q ∈ C ; Dom(q) ⊃ Dom(p)} est une partie dense de
C, qui est dans M ; il existe donc q ∈ G tel que Dom(q) ⊃ Dom(p). Par
définition de g, on a q ⊂ g. Donc q est un prolongement de p, c’est-à-dire
q �p. Comme q ∈ G, on a bien p ∈ G.

Dans M[G], l’ensemble A est donc dénombrable. D’autre part, M[G] est
le plus petit modèle transitif de ZF contenant M et ayant g comme élément.
On utilisera donc aussi la notationM[g] pour désigner ce modèle; la fonction
g sera également dite C-générique sur M.

Prenons, par exemple, pour M un modèle transitif dénombrable de ZF+
V = L, et pour A le cardinal ℵ� de M. M est donc la collection des construc-
tibles de M[G], et aussi celle des ensembles héréditairement définissables
en termes d’ordinaux: en effet, on peut appliquer le théorème 13.3 (puisque
C est homogène) qui montre que, dans M[G], on a ∀x[HDO(x) ⇒ M(x)],
soit ∀x[HDO(x) ⇒ L(x)], et par suite ∀x[HDO(x) ⇔ L(x)].

Dans M[G] l’ordinal ℵL
�

(cardinal ℵ� de L) est dénombrable. Comme,
dans L, P(ω) est équipotent à ℵ�, on voit que, dans M[G], il n’y a qu’un en-
semble dénombrable de parties constructibles de ω, et donc aussi de parties
de ω qui soient définissables en termes d’ordinaux.

L’ensemble C étant de cardinal ℵ� dans M satisfait évidemment la condi-
tion d’antichaîne � ℵ�. D’après le théorème 15.3, tout cardinal κ de M,
κ � ℵ�, est donc un cardinal de M[G]. Les cardinaux de M[G] sont donc
ω et les ℵL

α pour α � �.
D’après le théorème 12.3, si κ est un cardinal de M[G], le cardinal �κ

calculé dans M[G] est� �
C×κ calculé dans M (car A(C) ⊂ P(C)). Comme,

dans M, C = ℵ�, on voit que, si κ �ℵ�, �κ calculé dans M[G] est égal à �
κ

calculé dans M (c’est-à-dire κ+, puisque M satisfait HGC) ; si κ = ω, on a
[
�ω

]M[G]
�

[
�ℵ�

]M = ℵM
�

= ℵM[G]
�

. Finalement, on voit que M[G] satisfait



Chapitre 15. Chaînes et antichaînes 187

l’hypothèse généralisée du continu. On a donc démontré:

• Si ZF est non-contradictoire, il en est de même de la théorie suivante :
ZF + AF +AC + HGC+ «l’ensemble des parties de ω qui sont définissables en
termes d’ordinaux est dénombrable ».

Le modèle de Lévy

Nous nous proposons de montrer maintenant le théorème suivant de A. Lévy :

Théorème 15.4. Les théories suivantes sont équiconsistantes (autrement dit la
non-contradiction de l’une d’elles implique la non-contradiction des autres) :

1. ZF + AF + AC +CI (CI est l’axiome «il existe un cardinal inaccessible»).
2. ZF +AF +ACD+ «toute partie bien ordonnable de P(ω) est dénom-

brable ou finie».
3. ZF + AF +ACDen+ «toute partie bien ordonnable de P(ω) est dénom-

brable ou finie».

Notons que l’hypothèse que la théorie (�) est non-contradictoire est stric-
tement plus forte que l’hypothèse «ZF est non-contradictoire» (cf. chapitre 9,
page 108).

On montre d’abord que la non-contradiction de (�) implique celle de
(�) : soit donc U un univers satisfaisant ZF +AF +ACDen, dans lequel toute
partie bien ordonnable de P(ω) est dénombrable ou finie. Alors la collection
HDO de U satisfait la théorie (�) : on sait, en effet, qu’elle satisfait ZF+AF+AC
(théorème 6.4). Soit κ le premier ordinal non dénombrable de U ; alors κ

est évidemment un cardinal dans HDO ; on montre que, dans HDO, il est
inaccessible:

Soit f : λ → κ un objet de HDO, qui est une fonction strictement
croissante, dont le domaine est un ordinal λ < κ. Dans U, λ est un ordinal
dénombrable, et f(α) est dénombrable pour tout α ∈ λ. Soient h : ω → λ

surjective, et Xn l’ensemble (non vide) des surjections de ω sur f �h(n) (pour
n ∈ ω). Comme U satisfait l’axiome du choix dénombrable,

∏
n∈ω Xn 
= ∅ ;

d’où une fonction g, de domaine ω, telle que g(n) soit, pour n ∈ ω, une
surjection de ω sur f �h(n). Alors la fonction s, de domaine ω×ω, définie
par s(n,p) = g(n)(p) est une surjection de ω × ω sur

⋃
n∈ω f � h(n) =⋃

α<λ f(α). Donc
⋃

α<λ f(α) est dénombrable et, par suite, est < κ.
Soit maintenant λ un ordinal < κ ; on doit démontrer que, dans HDO,

on a P(λ) < κ. Soit h une bijection de λ sur ω ; on en déduit une bijection
H : P(λ) → P(ω). Or l’ensemble P(λ)HDO des parties de λ qui sont dans
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HDO est une partie bien ordonnable de P(λ) (car on a, sur HDO, une relation
de bon ordre, définie dans U par un énoncé sans paramètre). L’image de
cet ensemble par H est donc une partie bien ordonnable de P(ω), qui, par
hypothèse, est donc dénombrable ou finie. Donc P(λ)HDO est dénombrable
ou fini, et, par suite, son cardinal dans HDO est un ordinal < κ.

C.Q.F.D.

Il reste donc à montrer que, si la théorie (�) est non-contradictoire, il en
est de même de la théorie (�).

On considère donc un modèle transitif dénombrable M de ZF+AF+AC+
CI et, dans M, un cardinal inaccessible κ. On peut supposer que M satisfait
aussi V = L (sinon, on considère, dans M, la collection L des constructibles ;
il est immédiat que κ est encore inaccessible dans L).

Pour chaque ordinal α < κ de M, on pose Cα = {p ; p est une appli-
cation de domaine fini ⊂ ω à valeurs dans ℵα} ; on munit Cα de la relation
d’ordre: p� q ⇔ p ⊃ q. On pose C = ⊗

α<κ Cα.

Lemme 15.5. C satisfait la condition d’antichaîne < κ.

Soit A une antichaîne de C, de cardinal κ, s’il en existe. Chaque élément
de C étant une fonction de domaine fini ⊂ κ, on a une partition A =
⋃

n∈ω An, avec An = {p ∈ A; Dom(p) = n}. Comme κ est inaccessible
(donc régulier et > ω), l’un des An est de cardinal κ.

On peut donc choisir le plus petit entier m tel qu’il existe une antichaîne

B de C, de cardinal κ, telle que Dom(p) = m pour chaque p ∈ B.
Soit p� ∈ B, avec Dom(p�) = {α�, . . . , αm} ⊂ κ. Tout élément p de

B �{p�} est incompatible avec p�, et par suite, Dom(p) ∩ Dom(p�) 
= ∅. Il
existe donc i (� � i � m) tel que {p ∈ B � {p�}; αi ∈ Dom(p)} soit de
cardinal κ.

Pour fixer les idées, supposons que i = �, et soit B′ = {p ∈ B � {p�} ;
α� ∈ Dom(p)} ; on a B′ = κ. Si p ∈ B′, on a p(α�) ∈ Cα�

, et par suite,

B′ = ⋃
x∈Cα�

{p ∈ B′ ; p(α�) = x} . Or Cα�
= ℵα�

< κ. Comme κ est

régulier, donc n’est pas cofinal à ℵα�
, et que B′ = κ, il existe x� ∈ Cα�

tel
que B′′ = {p ∈ B′ ; p(α�) = x�} soit de cardinal κ.

Soit alors B′′′ l’ensemble des p �{(α�, x�)} pour p ∈ B′′. B′′′ est encore

une antichaîne de C de cardinal κ, et on a Dom(q) = m − � pour tout
q ∈ B′′′. Cela contredit la définition de l’entier m.

C.Q.F.D.
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On considère un ensemble G, C-générique sur M ; G est donc repré-
senté par une famille (Gα)α<κ , où Gα est un ensemble Cα-générique sur M.
Comme C satisfait la condition d’antichaîne < κ, et que κ est un cardinal
régulier de M, c’est aussi un cardinal régulier de M[G]. D’autre part, tout
cardinal ℵM

α de M qui est < κ, est un ordinal dénombrable de M[G] : en
effet, si gα est la réunion des éléments de Gα, gα ∈ M[G] et est une sur-
jection de ω sur ℵM

α (page 186). Il en résulte que κ = ℵM[G]
�

(c’est-à-dire le
cardinal ℵ� de M[G]).

Le modèle M[G] est appelé modèle de Lévy.

Lemme 15.6. Soit u ∈ M[G], u : ω → M. Alors il existe un ordinal α < κ

tel que u ∈ M[(Gβ)β<α].
Notons que, pour tout α < κ, la famille (Gβ)β<α est générique sur M

pour l’ensemble de conditions
⊗

β<α Cβ .
Soient φ l’application contractante de M sur M[G], et v ∈ M tel que

φ(v) = u. Pour chaque n ∈ ω, on a u(n) ∈ M ; il existe donc pn ∈ G tel
que pn � (n,u(n)) ∈ v̄. La suite (pn)n∈ω est dans M[G], et, pour chaque
n ∈ ω, Dom(pn) est une partie finie de κ. Comme κ n’est pas cofinal à ω

dans M[G], il existe un ordinal α < κ tel que Dom(pn) ⊂ α pour tout n ∈ ω.
On a alors :

(�) u = {(n, x) ; n ∈ ω, x ∈ M; il existe p ∈ (Gβ)β<α, p� (n,x) ∈ v̄} ;

en effet, si (n,x) ∈ u, on a x = u(n), et il existe bien pn ∈ (Gβ)β<α tel
que pn � (n,x) ∈ v̄ ; inversement, si p ∈ (Gβ)β<α et p � (n,x) ∈ v̄, alors
p ∈ G et donc (n,x) ∈ u d’après le lemme de vérité.

L’égalité (�) donne une définition de u dans M[(Gβ)β<α] ; on a donc
bien u ∈ M[(Gβ)β<α].

C.Q.F.D.

Pour chaque α < κ, on pose Hα = (Gβ)β�α ; Hα = (Gβ)α<β<κ . On a
alors G = Hα ×Hα ; Hα est générique sur M pour l’ensemble de conditions
C′

α = ⊗
β�α Cβ et Hα est générique sur M pour l’ensemble de conditions

C′′
α = ⊗

α<β<κ Cβ .

Il est clair que, dans M, C′
α = ℵM

α , et que ℵM
α est un ordinal dénombrable

de M[Hα] (puisque Gα ∈ M[Hα] et que la réunion des éléments de Gα est
une surjection de ω sur ℵM

α ). Comme C′
α satisfait la condition d’antichaîne

� ℵα dans M (il est de cardinal ℵα), on voit (théorème 15.3) que ℵM
α+�

est

un cardinal de M[Hα]. Par suite, ℵM
α+�

= ℵM[Hα]
�

.
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• L’hypothèse du continu est vraie dans M[Hα].
D’après le théorème 12.3, il existe, dans M[Hα], une surjection de l’en-

semble (P(C′
α))

ω de M, sur l’ensemble P(ω) de M[Hα]. Or, dans M, on

a (P(C′
α))ω = ℵM

α+�
(puisque M satisfait HGC). Donc, dans M[Hα], on a

�ω �ℵM
α+�

= ℵM[Hα]
�

.

Lemme 15.7. On considère, dans M[G] une application f , définie sur un
ordinal λ, à valeurs dans P(ω), qui est définissable en termes d’une suite
d’éléments de M. Alors Im(f) est dénombrable ou finie dans M[G].

On a, par hypothèse, un énoncé E(x, u) à une variable, ayant pour pa-
ramètre u : ω → M, tel que, dans M[G], on ait ∀x[x = f ⇔ E(x,u)].
D’après le lemme 15.6, on a u ∈ M[Hα] = N pour un α < κ. On a alors
M[G] = N [Hα]. Soit a = f(γ) un élément de Im(f) (γ < λ). On a a ⊂ ω

et a est définissable en termes d’éléments de N (à savoir u et γ ). Or Hα est
C′′

α-générique sur N . Comme C′′
α est homogène (c’est le produit d’une fa-

mille d’ensembles ordonnés homogènes), on voit que a ∈ N (théorème 13.3
appliqué au modèle N et au générique Hα sur N ). On a donc montré que

Im(f) ⊂ N = M[Hα]. Donc Im(f) ⊂ P(ω) ∩M[Hα] et Im(f) � ℵM[Hα]
�

(cardinal, dans M[Hα] de l’ensemble des parties de ω). Or ℵM[Hα]
�

= ℵM
α+�

est
dénombrable dans M[G] (il est, en fait, déjà dénombrable dans M[Gα+�]).
Donc Im(f) est dénombrable ou finie dans M[G].

C.Q.F.D.

On peut maintenant terminer la démonstration du théorème 15.4. Soit
M′ la collection des ensembles héréditairement définissables, dans M[G], en
termes d’une suite d’éléments de M. Comme M[G] satisfait ZF + AF +AC,
M′ satisfait ZF + AF +ACD (corollaire 14.5). De plus, P(ω) est le même
dans M[G] et dans M′. Donc, si f ∈ M′ est une application définie sur un
ordinal, à valeurs dans P(ω), Im(f) est au plus dénombrable dans M[G]
(lemme 15.7). Il existe donc g : ω → Im(f) surjective, g ∈ M[G]. Mais
alors g est une suite d’éléments de M′, et donc g ∈ M′ (lemme 14.4). Il en
résulte que Im(f) est au plus dénombrable dans M′. Le modèle M′ satisfait
donc la théorie: ZF +AF + ACD+ « toute fonction définie sur un ordinal, à
valeurs dans P(ω) a une image dénombrable ou finie», qui est visiblement
équivalente à la théorie (�) de l’énoncé du théorème 15.4.

R. Solovay [29] a montré que le modèle M′ satisfait les énoncés: « toute
partie deR est mesurable au sens de Lebesgue» (voir chapitre 17) et « toute
partie non dénombrable de R contient un ensemble parfait (c’est-à-dire
fermé non vide sans point isolé) ».
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Conditions de chaîne

On considère un univers M satisfaisant ZF + AF +AC, et un cardinal infini
κ de M. Etant donné, dans M, un ensemble ordonné C, on dit que C

satisfait la condition de chaîne < κ si toute famille (pα)α<λ d’éléments de
C, décroissante (α < β < λ ⇒ pα � pβ), indexée par un cardinal régulier
λ < κ, possède un minorant dans C.

Lorsque κ = ℵ�, cette condition est évidemment toujours satisfaite. Lors-
que κ = ℵ�, cette condition s’appelle condition de chaîne dénombrable
et s’énonce donc: «toute suite décroissante d’éléments de C possède un
minorant dans C ».

Notons que, si C satisfait la condition de chaîne < κ, toute famille dé-
croissante (pβ)β<μ d’éléments de C, indexée par un ordinal μ < κ a un
minorant dans C : on considère en effet λ = cof(μ) qui est un cardinal ré-
gulier ; il existe donc f : λ → μ croissante, d’image non majorée dans μ ; si
qα = pf(α) pour α < λ, la famille (qα)α<λ a donc un minorant q dans C ;
on a bien q � pβ pour tout β < μ, puisque β � f(α) pour un α < λ, et
donc q � qα �pβ .

Lemme 15.8. Soit C un ensemble ordonné, satisfaisant la condition de chaîne
< κ. Alors C a la propriéte suivante :
(∗) Pour toute famille (Dα)α<λ de parties denses saturées de C, indexée par
un ordinal λ < κ,

⋂
α<λ Dα est encore dense saturée dans C.

Il est clair que
⋂

α<λ Dα est saturée; montrons qu’elle est dense. Si p ∈ C,
on définit, par induction sur α, une famille décroissante (pα)α<λ d’éléments
de C, telle que pα ∈ Dα : on prend p� ∈ D�, p� �p. Ayant défini (pβ)β<α,
on définit pα ∈ Dα de la façon suivante: si α = δ + �, on prend pα ∈ Dα,
pα �pδ ; si α est un ordinal limite, la famille (pβ)β<α possède un minorant
qα dans C, par hypothèse. On choisit alors pα ∈ Dα, pα � qα, ce qui est
possible puisque Dα est dense.

La famille (pα)α<λ possède un minorant q dans C. Or on a pα ∈ Dα et
q �pα ; donc q ∈ Dα pour tout α < λ (puisque Dα est saturée). On a bien
trouvé q ∈ ⋂

α<λ Dα, q �p.
C.Q.F.D.

Théorème 15.9. Soient M un modèle transitif de ZF +AF + AC, κ un cardi-
nal infini de M, C un ensemble ordonné de M satisfaisant la condition de
chaîne < κ (ou même seulement la condition (∗) du lemme 15.8), et G un
ensemble C-générique sur M. Si λ est un ordinal < κ, et f ∈ M[G] est une
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fonction de domaine λ à valeurs dans M, alors f ∈ M. De plus, si (pα)α<λ

est, dans M[G], une famille d’éléments de G, elle a un minorant dans G.

Soit a ∈ M tel que φa = f (φ étant l’application contractante associée
au générique G). Pour chaque α < λ on pose:

Dα = {p ∈ C ; il existe x ∈ M tel que p � (α,x) ∈ ā} ;
D′

α = {p ∈ C ; p est incompatible avec tout élément de Dα}.
Il est clair que Dα ∪D′

α est une partie dense saturée de C qui est dans M.
D’autre part, Dα ∩G 
= ∅ : car, d’après le lemme de vérité, il existe p ∈ G tel
que p � (α,f(α)) ∈ ā. Donc G∩D′

α = ∅. D’après l’hypothèse faite sur C,⋂
α<λ(Dα∪D′

α) est dense saturée, et il existe donc p� ∈ ⋂
α<λ(Dα∪D′

α)∩G.
Comme G∩D′

α = ∅ pour tout α < λ, on voit que p� ∈ ⋂
α<λ Dα ∩ G. En

posant δ = rg(f), on a alors f = {(α,x) ; α < λ, x ∈ M, rg(x) < δ, p� �
(α,x) ∈ ā} ce qui montre que f ∈ M : en effet, comme p� ∈ G, il est
clair que p� � (α,x) ∈ ā ⇒ (α,x) ∈ f . Inversement, si (α, x) ∈ f , on a
α < λ, x ∈ M et rg(x) < δ ; comme p� ∈ Dα, il existe y ∈ M tel que
p� � (α,y) ∈ ā. Donc (α,y) ∈ f (lemme de vérité) et, par suite, y = x ; il
en résulte que p� � (α,x) ∈ ā.

Si maintenant (pα)α<λ est, dans M[G], une famille d’éléments de G,
cette famille est dans M d’après ce qu’on vient de montrer. On pose Eα =
{p ∈ C ; p � pα ou p est incompatible avec pα}. Alors (Eα)α<λ est une
famille de parties denses saturées de C, qui est dans M. Donc

⋂
α<λ Eα est

dense saturée et, par suite, il existe p ∈ ⋂
α<λ Eα ∩G. Comme p ∈ G, p ne

peut être incompatible avec pα ∈ G, et donc p�pα pour tout α < λ.
C.Q.F.D.

Corollaire 15.10. Tous les cardinaux de M qui sont � κ sont des cardinaux
de M[G].

En effet, si ρ � κ est un cardinal de M, et n’est pas un cardinal dans
M[G], il existe f ∈ M[G] et λ < ρ tels que f soit une surjection de λ sur
ρ. Mais ceci est impossible, puisque, d’après le théorème 15.9, f ∈ M.

C.Q.F.D.

Considérons, par exemple, un modèle transitif dénombrable M de ZF+
AF+AC, et prenons pour C l’ensemble des applications p, dont le domaine
est, dans M, une partie dénombrable de ℵ�, à valeurs dans P(ω) ; sur C on
définit la relation d’ordre: p� q ⇔ p est un prolongement de q. Il est clair
que C satisfait la condition de chaîne dénombrable. Il en résulte que, si G est
C-générique sur M, on a ℵM[G]

�
= ℵM

�
. De plus, �P(ω)�M[G] = �P(ω)�M ;
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en effet, une partie de ω qui est dans M[G] est donnée par une fonction
f : ω →{�,�}, f ∈ M[G]. D’après le théorème 15.9, on a alors f ∈ M.

La réunion des éléments de G est une fonction g de domaine ⊂ ℵ�, à
valeurs dans �P(ω)�M. En fait, g est une surjection de ℵ� sur �P(ω)�M : car,
si α < ℵ� et a ∈ �P(ω)�M, l’ensemble {p ∈ C ; α ∈ Dom(p) et a ∈ Im(p)}
est une partie dense de C qui est dans M, donc rencontre G; par suite,
α ∈ Dom(g) et a ∈ Im(g).

Il en résulte que M[G] satisfait l’énoncé: « il existe une surjection de
ℵ� sur P(ω)», c’est-à-dire l’hypothèse du continu. On a ainsi donné une
nouvelle démonstration du résultat suivant :

• Si ZF +AF +AC est non-contradictoire, il en est de même de ZF+AF+
AC + HC.

Nous nous proposons, dans la suite de ce chapitre, de démontrer le théo-
rème suivant, dû à W. Easton [4] :

Théorème 15.11. Soient M un modèle transitif dénombrable de ZF + AF +
AC + HGC, ρ un ordinal de M, et F une fonction croissante, de domaine ρ,
à valeurs dans On, telle que cof(ℵFξ) > ℵξ pour tout ξ < ρ tel que ℵξ soit
régulier. Il existe alors un modèle transitif dénombrable N de ZF + AF +AC,
contenant M, ayant les mêmes ordinaux et les mêmes cardinaux que M, et
tel que :
• La cofinalité d’un ordinal est la même dans M et dans N .
• Dans N , �ℵξ = ℵFξ pour tout ξ < ρ tel que ℵξ soit régulier.

Remarque. Puisque M satisfait HGC, un cardinal ℵξ est régulier si et seule-
ment si ξ = �, ou ξ est un successeur, ou ξ est inaccessible. En effet, si ξ

est un ordinal limite, et si ℵξ est régulier, on a η < ξ ⇒ ℵη+� < ℵξ soit
�
ℵη < ℵξ d’après HGC. Cela montre que ℵξ est inaccessible.

Le théorème 15.11 montre que, en dessous d’un cardinal ℵρ fixé, on
peut nier de façon pratiquement arbitraire l’hypothèse généralisée du continu
pour les cardinaux réguliers (la condition cof(ℵFξ) > ℵξ est évidemment
nécessaire, puisque la cofinalité de �

ℵξ est > ℵξ , d’après le lemme de König).
En fait, ce théorème est valable sans la limitation aux cardinaux inférieurs à
un cardinal ℵρ fixé.

La situation est tout à fait différente pour les cardinaux singuliers, et le
problème est beaucoup plus complexe dans ce cas. Silver a montré que, si
ℵρ est un cardinal singulier de cofinalité � ℵ�, et si �ℵα = ℵα+� pour tout
α < ρ, alors �ℵρ = ℵρ+� (voir [13]). Par ailleurs, en admettant la consistance
de ZF + AF + AC+ un axiome d’existence de «très grands cardinaux», on
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peut montrer la consistance de ZF + AF + AC avec (∀n ∈ ω)�ℵn = ℵn+� et
�
ℵω = ℵω+� (voir [20]).

Lemme 15.12 (avec AC). Soient C,D deux ensembles ordonnés satisfaisant
respectivement la condition de chaîne < κ et la condition d’antichaîne < κ

(κ étant un cardinal infini), et X une partie dense saturée de C × D. Alors
{c ∈ C ; il existe une partie prédense Z de D telle que {c}×Z ⊂ X} est dense
saturé dans C.

On voit immédiatement que cet ensemble est saturé dans C ; soit alors
p� ∈ C. On pose:

E = {(c,Z) ; Z est une antichaîne de D, c �p�, {c} ×Z ⊂ X}.
et sur E, on met la relation d’ordre strict définie par :

(c,Z) < (c′,Z′) ⇔ c� c′ et Z ⊂ Z′ et Z 
= Z′.
Montrons que toute partie bien ordonnée de E est majorée: soit en effet

(cα,Zα)α<λ une fonction strictement croissante, définie sur un ordinal λ, à
valeurs dans E. On a alors α < β < λ ⇒ Zα ⊂ Zβ et Zα 
= Zβ . Donc
⋃

α<λ Zα � λ. Comme Z = ⋃
α<λ Zα est une antichaîne de D, on voit que

λ < κ et donc λ < κ. Mais, comme C satisfait la condition de chaîne < κ, il
en résulte que la famille (cα)α<λ est minorée par c ∈ C ; on a {cα}×Zα ⊂ X,
donc {c} × Zα ⊂ X puisque X est saturée, d’où {c} ×Z ⊂ X ; {c} ×Z est
donc un majorant de la famille (cα,Zα)α<λ.

D’après le théorème de Zorn, il existe un élément maximal (ĉ, Ẑ) dans E.
L’ensemble Ẑ est alors une antichaîne maximale dans D : sinon, on choisit
d̂ ∈ D incompatible avec tout élément de Ẑ, et (c′, d′) ∈ X, (c′, d′)� (ĉ, d̂)

(ce qui est possible, car X est dense dans C ×D). On pose Z′ = Ẑ ∪ {d′}.
On a {ĉ} × Ẑ ⊂ X, donc, puisque X est saturée, {c′} × Ẑ ⊂ X ; d’où

{c′} ×Z′ ⊂ X ; (c′,Z′) est alors un majorant strict de (ĉ, Ẑ) dans E, ce qui
est une contradiction.

Comme une antichaîne maximale de D est une partie prédense, on a
bien trouvé ĉ�p�, et Ẑ prédense dans D, tels que {ĉ} × Ẑ ⊂ X.

C.Q.F.D.

Corollaire 15.13. Soient M un modèle transitif de ZF + AF +AC, κ un car-
dinal infini de M, et C,D deux ensembles ordonnés de M, satisfaisant res-
pectivement les conditions de chaîne et d’antichaîne < κ. Si G,H sont res-
pectivement C- et D-génériques sur M, alors G×H est (C ×D)-générique
sur M.

Soit en effet X une partie dense saturée de C ×D qui est dans M. On
a à montrer que X ∩ (G×H) 
= ∅. D’après le lemme 15.12, il existe c ∈ G
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et Z prédense dans D tels que {c} × Z ⊂ X. Mais alors Z ∩ H 
= ∅, et si
d ∈ Z ∩H, on a (c,d) ∈ G×H et (c, d) ∈ {c} ×Z ⊂ X.

C.Q.F.D.

Théorème 15.14. Soient M un modèle transitif de ZF + AF +AC, κ un car-
dinal infini de M, C,D deux ensembles ordonnés de M satisfaisant respecti-
vement les conditions de chaîne et d’antichaîne < κ, G,H des ensembles res-
pectivement C- et D-génériques sur M. Si ρ < κ, toute fonction f : ρ →M
qui est dans M[G×H] est, en fait, dans M[H].

Soient φ la fonction contractante de M sur M[G×H] et a ∈ M tel que
φa = f . Pour chaque α < ρ, on pose

Xα = {p ∈ C ×D ; il existe u ∈ M tel que p � (α,u) ∈ ā}
(la notion de forcing utilisée étant celle définie dans M par l’ensemble de
conditions C ×D), et

X′
α = {p ∈ C ×D ; p est incompatible avec tout élément de Xα}.

D’après le lemme de vérité, pour tout α < ρ, il existe p ∈ G × H tel que
p� (α,f(α)) ∈ ā ; donc Xα ∩(G×H) 
= ∅. Il en résulte que X′

α ∩(G×H)

est vide. De plus, Xα∪X′
α est une partie dense (par définition de X′

α) saturée
de C ×D. D’après le lemme 15.12, l’ensemble

Sα = {c ∈ C ; (∃Z prédense dans D)({c} ×Z ⊂ Xα ∪X′
α)}

est dense saturé dans C. Comme C satisfait la condition de chaîne < κ,⋂
α<ρ Sα est aussi dense saturée dans C (lemme 15.8). Il existe donc c� ∈

G∩⋂
α<ρ Sα ; pour chaque α < ρ il existe alors une partie Zα prédense de

D telle que {c�}×Zα ⊂ Xα ∪X′
α. Soit dα ∈ Zα ∩H ; alors (c�, dα) ∈ G×H,

et comme X′
α ∩ (G ×H) = ∅, on voit que (c�, dα) ∈ Xα pour tout α < ρ.

Autrement dit, (c�, dα) � (α,u) ∈ ā pour un u ∈ M ; d’après le lemme de
vérité, on a alors u = f(α) ; donc (c�, dα)� (α,f(α)) ∈ ā.

En posant δ = rg(f), on montre alors que f = {(α,u); α < ρ, u ∈ M,
rg(u) < δ, il existe d ∈ H tel que (c�, d) � (α,u) ∈ ā}, ce qui prouve que
f ∈ M[H]. En effet, comme c� ∈ G, si d ∈ H et (c�, d) � (α,u) ∈ ā, on a
u = f(α) d’après le lemme de vérité. Inversement, si u = f(α), on a bien
rg(u) < δ et dα ∈ H, (c�, dα)� (α,u) ∈ ā.

C.Q.F.D.

On considère, dans un modèle transitif M de ZF +AF + AC, un cardi-
nal infini κ et deux ensembles A,B, B 
= ∅. On désigne par C(A,B,κ)

l’ensemble des fonctions dont le domaine est inclus dans A et est de cardi-
nal < κ, à valeurs dans B. Bien entendu, C(A,B,κ) est muni de la relation
d’ordre f � f ′ ⇔ f ′ ⊂ f (f est un prolongement de f ′). Si G est un
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ensemble C(A,B,κ)-générique sur M, on désigne par g la réunion des élé-
ments de G. Il est aisé de montrer que g est une application surjective de
A sur B, et que G est l’ensemble des restrictions de g aux parties de A qui
sont, dans M, de cardinal < κ.

Théorème 15.15. Si κ est régulier, alors C(A,B,κ) satisfait la condition de

chaîne < κ. Si, de plus, M satisfait HGC, et B � κ, alors C(A,B,κ) satisfait
la condition d’antichaîne� κ.

Soit (pα)α<λ une famille décroissante d’éléments de C(A,B,κ) indexée
par λ < κ. Alors, si l’on pose p = ⋃

α<λ pα, on a:

Dom(p)� ���[λ, ���
α<λ

Dom(pα)] < κ

puisque κ est régulier, et que Dom(pα) < κ pour tout α < λ. Donc p ∈
C(A,B,κ) et minore la famille de conditions considérée. Ceci démontre la
première partie du théorème.

Soit maintenant X une antichaîne maximale de C(A,B,κ). On définit,
par induction sur α, une famille (Aα)α<κ de parties de A, qui est croissante

(β < α < κ ⇒ Aβ ⊂ Aα) et telle que Aα � κ pour α < κ, de la façon
suivante:
A� = ∅ ; si α est un ordinal limite, Aα = ⋃

β<α Aβ ; si α = β + �, on a
C(Aβ,B,κ) ⊂ C(A,B,κ). A chaque p ∈ C(Aβ,B, κ), on associe qp ∈ X
compatible avec p dans C(A,B,κ) (ce qui est possible puisque X est une
antichaîne maximale) et on pose Aα = Aβ∪⋃{Dom(qp) ; p ∈ C(Aβ,B,κ)}.

On a C(Aβ,B,κ) � κ : en effet, C(Aβ,B,κ) ⊂ ⋃{BX ; X ⊂ Aβ ,

X < κ}, donc C(Aβ,B,κ) � ���λ<κ Aλ
β.Bλ ; or κ est régulier, et Aβ et B

sont � κ, donc Aλ
β.Bλ � κλ, et κλ = κ d’après HGC.

Il en résulte que {qp ; p ∈ C(Aβ,B,κ)} est de cardinal � κ ; comme

Dom(qp) < κ, on voit que Aα � κ.

On pose Aκ = ⋃
α<κ Aα ; donc Aκ � κ et, par suite, C(Aκ,B,κ) � κ.

Il suffit donc de montrer que X ⊂ C(Aκ,B,κ) ; pour cela, on va montrer
que X ∩ C(Aκ,B,κ) est une partie prédense de C(A,B,κ) (cela donne
bien le résultat, car, X étant une antichaîne maximale, la seule partie de
X qui soit prédense est X elle-même). Soit donc p ∈ C(A,B,κ), et X =
Dom(p) ∩ Aκ = Dom(p) ∩ ⋃

α<κ Aα. Soit h : X → κ définie par h(x) =
le premier ordinal α tel que x ∈ Aα. Comme X � Dom(p) < κ et que κ
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est régulier, Im(h) est majorée par δ ∈ κ. Il en résulte que X ⊂ Aδ, et donc
p |�X ∈ C(Aδ,B,κ). Par définition de Aδ+�, il existe q ∈ X, compatible
avec p |�X, tel que Dom(q) ⊂ Aδ+�. Donc q ∈ X ∩ C(Aκ,B,κ). Comme
Dom(q)∩Dom(p) ⊂ Aκ ∩Dom(p) = X, et que q est compatible avec p |�X,
on voit que q est compatible avec p.

C.Q.F.D.

On considère maintenant un modèle transitif dénombrable M de ZF +
AF+AC+HGC, et, dans M, un cardinal ℵρ, et une fonction F de domaine
ρ, à valeurs dans On, telle que:

η � ξ < ρ ⇒ F(η)�F(ξ);
cof(ℵFξ) > ℵξ pour tout ξ < ρ tel que ℵξ soit régulier.

Pour chaque ξ < ρ tel que ℵξ soit régulier, on désigne par Eξ l’ensemble
des fonctions p dont le domaine est inclus dans (ξ+�)×ℵξ ×ℵFξ , à valeurs
dans {�,�}, ayant les propriétés suivantes :
- pour tout η � ξ , si (η,α,β) ∈ Dom(p), alors ℵη est un cardinal régulier,
α < ℵη et β < ℵFη.
- pour tout η � ξ tel que ℵη soit régulier, Dom(p) ∩ [(η + �) × ℵη ×ℵFη]
est de cardinal < ℵη.

Sur Eξ , on met la relation d’ordre p � q ⇔ p ⊃ q. On a évidemment
Eξ ⊂ C[(ξ +�) ×ℵξ ×ℵFξ ,�,ℵξ], et toute antichaîne de Eξ est aussi une
antichaîne de C[(ξ + �) ×ℵξ ×ℵFξ ,�,ℵξ ]. Donc (théorème 15.15):

• Eξ satisfait, dans M, la condition d’antichaîne �ℵξ .

On pose C = ⋃
ξ<ρ Eξ , avec la relation d’ordre p� q ⇔ p ⊃ q.

• C satisfait, dans M, la condition d’antichaîne �ℵρ.

En effet, si A est une antichaîne de C, on a A = ⋃
ξ<ρ(A ∩ Eξ). Mais

A∩Eξ est une antichaîne de Eξ , donc A∩Eξ �ℵξ , d’où A�ℵρ.
C.Q.F.D.

Soit ξ < ρ tel que ℵξ soit régulier ; on a évidemment:
Eξ = {p ∈ C ; Dom(p) ⊂ (ξ + �) ×ℵξ ×ℵFξ}.

On pose Eξ = {p ∈ C ; si (η,α,β) ∈ Dom(p) alors ξ < η < ρ}. Il est
clair que C = Eξ ×Eξ .

• Eξ satisfait la condition de chaîne �ℵξ (c’est-à-dire < ℵξ+�).

Soit (pλ)λ<ℵξ une famille d’éléments de Eξ telle que λ < μ < ℵξ ⇒
pλ ⊂ pμ. On pose alors p = ⋃

λ<ℵξ
pλ, et on voit aisément que p ∈ Eξ ; la

famille considérée est donc minorée par p dans Eξ .
C.Q.F.D.
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Soit G un ensemble C-générique sur M. On a donc G = Gξ ×Gξ , Gξ

(resp. Gξ ) étant générique sur M pour l’ensemble de conditions Eξ (resp.
Eξ ). Comme C satisfait la condition d’antichaîne � ℵρ, tout cardinal κ de
M, κ � ℵρ+�, est un cardinal de M[G] ; de plus, la cofinalité de κ est la
même dans M et dans M[G], si elle est �ℵρ+� dans M (théorème 15.3).

Soit ξ � ρ tel que ℵξ soit un cardinal régulier de M ; si ℵξ n’est pas
régulier dans M[G], il existe η < ξ tel que ℵη soit régulier dans M[G] (donc
dans M) et une fonction f ∈ M[G], f : ℵη → ℵξ , croissante et d’image
non majorée dans ℵξ (ℵη est la cofinalité de ℵξ dans M[G]). On a M[G] =
M[Gη × Gη] ; comme Eη satisfait la condition d’antichaîne < ℵη+�, et Eη

la condition de chaîne < ℵη+�, le théorème 15.14 montre que f ∈ M[Gη].
Donc ℵξ n’est pas un cardinal régulier de M[Gη], mais cela contredit le
théorème 15.3, puisque Eη satisfait la condition d’antichaîne � ℵη, donc
< ℵξ .

On a ainsi montré que tout cardinal régulier de M est encore un cardinal
régulier dans M[G]. Si maintenant κ est un cardinal non régulier de M, on
a κ = ℵλ (λ limite), donc κ = ⋃

α<λ ℵα+� ; ℵα+� étant régulier, on voit que
κ est la réunion d’une famille de cardinaux de M[G], donc est un cardinal
de M[G] ; de plus, si cof(κ) = ℵδ dans M, ℵδ est un cardinal régulier de
M[G], cofinal à κ dans M[G] ; c’est donc la cofinalité de κ dans M[G]. On
voit donc que:

• Les modèles M et M[G] ont les mêmes cardinaux et les mêmes cofina-
lités.

Soit maintenant ξ < ρ tel que ℵξ soit régulier ; il reste à montrer que
dans M[G] on a �

ℵξ = ℵFξ . Or, on a M[G] = M[Gξ ×Gξ], et Eξ satisfait
la condition d’antichaîne < ℵξ+�, Eξ la condition de chaîne < ℵξ+�. Le
théorème 15.14 montre donc que toute partie de ℵξ qui est dans M[G] est,
en fait, dans M[Gξ ].

D’après le théorème 12.3, il existe, dans M[Gξ ], une surjection de l’en-
semble A(Eξ)

ℵξ (défini dans M), sur P(ℵξ) (défini dans M[G]). Comme

Eξ satisfait la condition d’antichaîne � ℵξ , on a dans M : A(Eξ) � Eξ
ℵξ .

Or Eξ ⊂ C[(ξ +�)×ℵξ ×ℵFξ ,�,ℵξ ] ; ce dernier ensemble est, dans M, de
cardinal ℵFξ (puisque cof(ℵFξ) > ℵξ et que M satisfait HGC).

On a donc, dans M, A(Eξ)
ℵξ �ℵℵξ

Fξ = ℵFξ (même remarque).
On a ainsi montré que, dans M[G], on a �

ℵξ �ℵFξ .
On pose maintenant g = ⋃

p∈G p ; g est une fonction à valeurs dans
{�,�} puisque c’est une réunion de fonctions deux à deux compatibles. Son
domaine est l’ensemble {(η,α,β) ; η < ρ, ℵη est régulier, α < ℵη, β < ℵFη} :
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en effet, si (η,α,β) satisfait ces conditions, {p ∈ C ; (η,α,β) ∈ Dom(p)}
est évidemment une partie dense de C qui est dans M, donc qui rencontre
G ; donc (η,α,β) ∈ Dom(g).

On définit alors dans M[G] une famille (Xβ)β<ℵFξ de parties de ℵξ en
posant Xβ = {α ∈ ℵξ ; g(ξ,α,β) = �}.

• Si β < γ < ℵFξ , alors Xβ 
= Xγ .

En effet, l’ensemble

� = {q ∈ C ; il existe α < ℵξ tel que (ξ,α,β) ∈ Dom(q) et q(ξ,α,β) = �,
et (ξ,α,γ) ∈ Dom(q) et q(ξ,α,γ) = �}

est une partie dense de C qui est dans M : soit, en effet, p ∈ C. Alors il existe
α < ℵξ tel que (ξ,α,β), (ξ,α,γ) /∈ Dom(p) ; sinon Dom(p) ∩ ((ξ + �) ×
ℵξ ×ℵFξ) serait de cardinal ℵξ , ce qui contredit la définition de C ; on définit
alors q ∈ C, q � p en posant Dom(q) = Dom(p) ∪ {(ξ,α,β), (ξ,α,γ)} et
q(ξ,α,β) = �, q(ξ,α,γ) = �.
Il existe donc q ∈ G∩�; par suite, il existe α < ℵξ tel que α ∈ Xγ , α /∈ Xβ .

C.Q.F.D.

L’application β �→Xβ est donc, dans M[G], une injection de ℵFξ dans
P(ℵξ). On a donc, dans M[G], �ℵξ � ℵFξ , ce qui achève de démontrer le
théorème 15.11.





Chapitre 16

Algèbres de Boole complètes

On suppose que le lecteur est familiarisé avec la théorie élémentaire des
algèbres de Boole (voir [3, 12]). Toutefois, nous rappellerons ici la définition
et les notations utilisées.

Une algèbre de Boole (ou anneau de Boole) est un ensemble ordonné B
ayant un plus grand élément 1, un plus petit élément 0, avec 0 �= 1, et tel
que:

• Deux éléments quelconques x,y de B ont une borne inférieure, notée
x∩y ou ���(x, y), et une borne supérieure notée x∪y ou ���(x,y). De plus,
x ∩ (y ∪ z) = (x ∩ y) ∪ (x ∩ z) quels que soient x,y,z dans B.

• Pour tout élément x de B, il existe x′ ∈ B tel que x∩x′ = 0, x∪x′ = 1.
Un tel x′ est appelé complémentaire de x.

On montre alors que chaque élément x de B a un seul complémentaire,
qu’on notera xc : si x′, x′′ sont des complémentaires de x, on a x′∩(x∪x′′) =
(x′ ∩ x) ∪ (x′ ∩x′′) ; comme x ∪ x′′ = 1, le premier membre est x′ ; comme
x′ ∩ x = 0, le second est x′ ∩ x′′, d’où x′ � x′′ ; de même x′′ � x′, d’où
x′ = x′′.

On a immédiatement (x ∩ y)c = xc ∪yc ; (x ∪y)c = xc ∩ yc ; par suite
x ∪ (y ∩ z) = (x ∪ y) ∩ (x ∪ z), quels que soient x,y,z ∈ B.

On vérifie facilement que B a une structure d’anneau commutatif, si l’on
pose x + y = (x ∪ y) ∩ (x ∩ y)c, et xy = x ∩ y.

Un élément a �= 0 de B est appelé atome si ses seuls minorants sont 0
et a. On vérifie aisément qu’un atome de l’algèbre de Boole B est exactement
un atome de l’ensemble ordonné B�{0}, au sens de la définition page 126.

Une algèbre de Boole B est dite complète si toute partie X de B a une
borne supérieure (notée ���(X) ou ���x∈X x). Alors toute partie X de B a

201



202 Deuxième partie : Forcing

une borne inférieure, et on a ���x∈X x = (���x∈X xc)c.

• Si X ⊂ B, a ∈ B, alors a ∩ ���(X) = ���x∈X(a ∩ x) et a ∪ ���(X) =
���x∈X(a ∪ x).

On a, en effet, a � x ∩ a et ���(X) � x ∩ a pour tout x ∈ X. Donc
a ∩ ���(X) � x ∩ a pour tout x ∈ X ; d’où a ∩ ���(X) � ���x∈X(x ∩ a).
Inversement, soit y un élément de B, y � x ∩ a pour tout x ∈ X. Alors
y∪ac � x, et par suite y∪ac � ���(X). Donc y � a∩(y∪ac)� a∩���(X).

• Si X,Y ⊂ B, on a ���(X) ∩ ���(Y) = ���{x ∩y ; x ∈ X, y ∈ Y}.

Car ���x∈X(x ∩ ���(Y)) = ���(X) ∩ ���(Y) d’après ce que l’on vient de
montrer ; de même x ∩ ���(Y) = ���y∈Y x ∩ y. Donc ���(X) ∩ ���(Y) =
���x∈X ���y∈Y x ∩y.

Lemme 16.1. (Avec AC.) Soient B une algèbre de Boole complète, et (ai)i∈I

une famille d’éléments de B. Il existe une famille (bi)i∈I d’éléments de B
deux à deux disjoints (i �= j ⇒ bi ∩ bj = 0), telle que bi � ai pour tout
i ∈ I , et ���i∈I ai = ���i∈I bi.

Soit E l’ensemble des fonctions f : I → B telles que i �= j ⇒ f(i) ∩
f(j) = 0 et f(i) � ai (pour i, j ∈ I). Sur E on met la relation d’ordre
f � g ⇔ (∀i ∈ I)(f(i) � g(i)). Si X est une partie totalement ordonnée
de E, on définit h : I → B en posant h(i) = ���f∈X f(i) pour chaque
i ∈ I . On voit immédiatement que h ∈ E et est un majorant de X.

On peut donc appliquer le théorème de Zorn, et on trouve un élément
maximal f� de E. On montre que f� est la famille cherchée, c’est-à-dire que
���i∈I f�(i) = ���i∈I ai : sinon, il existe c ∈ B, c �= 0, c � ���i∈I ai et
c∩ ���i∈I f�(i) = 0. Il existe donc i� ∈ I tel que c∩ai� = c′ �= 0. On définit
alors f� : I →B, en posant f�(i) = f�(i) pour i �= i�, et f�(i�) = f�(i�)∪c′.
On a alors f� ∈ E, et f� > f� ce qui contredit la maximalité de f�.

C.Q.F.D.

Algèbre de Boole complète d’un ensemble ordonné

Soit C un ensemble ordonné; pour chaque partie X de C, on pose Xc =
{p ∈ C ; p est incompatible avec tout élément de X}. Il est clair que Xc est
une partie saturée de C ; Xc ∩ X = ∅ ; X ⊂ Y ⇒ Xc ⊃ Yc ; Xcc ⊃ X. Par
suite

• Xccc = Xc quel que soit X ⊂ C

car Xccc ⊃ Xc, et d’autre part, Xcc ⊃ X, donc Xccc ⊂ Xc.
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Notons aussi que

• p ∈ Xcc ⇔ tout minorant de p est compatible avec un élément de X.

En effet, p /∈ Xcc ⇔ p est compatible avec un élément de Xc ; comme Xc est
saturé, cette condition s’écrit (∃q �p)(q ∈ Xc). Donc p ∈ Xcc ⇔ (∀q �p)

(q /∈ Xc) ce qui est le résultat cherché.

Lemme 16.2. Si X,Y sont des parties saturées de C, alors
(X ∩Y)cc = Xcc ∩Ycc.

On a, en effet, Xcc,Ycc ⊃ (X ∩ Y)cc, donc Xcc ∩ Ycc ⊃ (X ∩ Y)cc.
Inversement, soit p ∈ Xcc ∩Ycc. On montre que tout minorant p′ de p a un
minorant dans X ∩Y , d’où le résultat, d’après la propriété précédente.
On a p′ ∈ Xcc, donc p′ /∈ Xc ; il existe donc q′ �p′, q′ ∈ X (puisque X est
saturé). On a q′ � p ∈ Ycc, donc q′ ∈ Ycc, et il existe donc q � q′, q ∈ Y ,
par le même raisonnement. Par suite q � p′ et on a q ∈ X ∩ Y , puisque
q � q′.

C.Q.F.D.

On désigne par B(C) l’ensemble des parties X de C telles que Xcc = X.
Pour que X ∈ B(C), il faut et il suffit que X = Yc pour un Y ⊂ C (évident
d’après ce qui précède). Tout élément de B(C) est donc une partie saturée
de C.

Théorème 16.3. L’ensemble B(C), muni de la relation d’inclusion, est une al-
gèbre de Boole complète. On l’appelle algèbre de Boole complète de l’ensemble
ordonné C.

Il est clair que ∅ et C ∈ B(C) sont respectivement le plus petit et le plus
grand élément de B(C). Par ailleurs, si (Xi)i∈I est une famille d’éléments de
B(C), elle a une borne inférieure dans B(C) qui est

⋂
i∈I Xi : on a, en effet,⋂

i∈I Xi ⊂ Xj , donc (
⋂

i∈I Xi)
cc ⊂ Xcc

j pour tout j ∈ I . Comme Xcc
j = Xj ,

on a (
⋂

i∈I Xi)
cc ⊂ ⋂

j∈I Xj . Donc
⋂

i∈I Xi ∈ B(C).
L’application X �→ Xc de B(C) dans lui-même est bijective (elle est sa

propre inverse) et renverse l’ordre. Donc toute famille (Xi)i∈I d’éléments de
B(C) a une borne supérieure qui est (

⋂
i∈I Xc

i )
c. C’est aussi (

⋃
i∈I Xi)

cc :
en effet, (

⋃
i∈I Xi)

cc ⊃ ⋃
i∈I Xi , donc majore chaque Xi ; inversement, si

Y ∈ B(C) majore chaque Xi , on a Y ⊃ ⋃
i∈I Xi, donc Y ⊃ (

⋃
i∈I Xi)

cc

puisque Ycc = Y . En particulier, si X,Y ∈ B(C), on a ���(X,Y) = X ∩ Y ;
���(X,Y) = (X∪Y)cc = (Xc∩Yc)c. D’où ���(X,Xc) = ∅ ; ���(X,Xc) = C.

Il reste à montrer que, si X,Y,Z ∈ B(C), on a:
���[���(X,Y), ���(X,Z)] = ���[X, ���(Y,Z)],
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ce qui s’écrit ���(X ∩Y,X ∩Z) = X ∩ ���(Y,Z). Or ���(X ∩ Y,X ∩Z) =
[(X ∩ Y) ∪ (X ∩ Z)]cc = [(X ∩ (Y ∪ Z)]cc = Xcc ∩ (Y ∪ Z)cc (d’après le
lemme 16.2) = X ∩ (Y ∪Z)cc (puisque Xcc = X) = X ∩ ���(Y,Z).

C.Q.F.D.

Cas particulier. Soient A un anneau de Boole, et C = A�{0}. Deux éléments
p, q de C sont donc incompatibles si et seulement si p∩q = 0. Pour chaque
a ∈ A on pose Xa = {p ∈ C ; p� a}. On a alors Xa∩b = Xa ∩Xb ; Xac =
(Xa)

c. Cela montre que Xa ∈ B(C) pour tout a ∈ A, et que l’application
a �→ Xa est un isomorphisme d’anneau de Boole de A dans B(C).

Si l’on suppose que A est une algèbre de Boole complète, alors l’appli-
cation a �→ Xa est un isomorphisme de A sur B(C) : soit en effet X = Yc

un élément de B(C) ; on pose b = ���(Y) et a = bc (a,b ∈ A). On a alors
Xa = X ; car si p ∈ A�{0}, on a:

p ∈ Xa ⇔ p� a ⇔ p ∩ b = 0 ⇔ (∀x ∈ Y)(p ∩ x = 0) ⇔p ∈ Yc.

On voit donc que toute algèbre de Boole complète B est isomorphe à
l’algèbre de Boole complète d’un ensemble ordonné C ; il suffit de prendre
C = B �{0}.

Algèbres de Boole complètes de bons ouverts

Soient E un espace topologique, C une base d’ouverts de E (tout ouvert de
E est la réunion d’une partie de C), ordonnée par inclusion. Un ouvert U de
E est appelé un bon ouvert si U est l’intérieur de sa fermeture (U = int(U)).
Il revient au même de dire que U est l’intérieur d’un fermé: car si U est
l’intérieur du fermé F , on a U ⊂ F, donc int(U) ⊂ U = int(F), d’où
int(U) = U.

Pour chaque partie X de C, on désigne par U(X) l’ouvert
⋃

p∈X p.

• Si X ∈ B(C), alors U(X) est un bon ouvert et p ∈ X ⇔ p ⊂ U(X).

On a X = Yc ; donc p ∈ X ⇔ (∀q ∈ Y)(p ∩ q = ∅) ⇔ p ∩U(Y) = ∅.
U(X) est donc la réunion des ouverts de la base C qui sont disjoints de
U(Y) ; autrement dit U(X) = int[E�U(Y)], donc U(X) est un bon ouvert.
De plus, si p ∈ C, on a p ⊂ U(X) ⇔ p ∩U(Y) = ∅ ⇔ p ∈ X.

• Soit U un bon ouvert de E ; on pose X = {p ∈ C ; p ⊂ U}. Alors
X ∈ B(C) et U = U(X).

D’après le résultat précédent, il suffit de montrer que X ∈ B(C). Or
U = int(F), F étant un fermé; l’ouvert V = E � F est la réunion d’une
partie Y de la base C. On a alors : p ∈ X ⇔ p ⊂ F ⇔ p ∩ V = ∅ ⇔
(∀q ∈ Y)(p ∩q = ∅) ; donc X = Yc, et X ∈ B(C).
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On a ainsi montré que l’application X �→ U(X) est un isomorphisme
d’ensembles ordonnés de B(C) sur l’ensemble BO(E) des bons ouverts de
E. En particulier :

• L’ensemble BO(E), ordonné par inclusion, est une algèbre de Boole
complète.

Considérons, par exemple, l’ensemble C des applications de domaine
fini, inclus dans un ensemble A, à valeurs dans un ensemble B ; la relation
d’ordre sur C est définie par : p� q ⇔ p ⊃ q. Si E est l’espace topologique
BA muni de la topologie produit (B étant muni de la topologie discrète), C

est isomorphe à une base d’ouverts de E : si p ∈ C, on lui associe l’ouvert
élémentaire {f ∈ BA ; f ⊃ p}. Il en résulte que B(C) est isomorphe à
l’algèbre de Boole des bons ouverts de l’espace topologique E.

Ultrafiltres M-complets

Soient M un modèle transitif de ZF + AF, qui est une collection dans l’uni-
vers U, et A une algèbre de Boole de M. Rappelons qu’une partie D de A
est appelée un ultrafiltre si l’on a:

a,b ∈ D ⇒ a ∩ b ∈ D ; a ∈ D, b ∈ A, b � a ⇒ b ∈ D ;
a ∈ A ⇒ (�+a ∈ D ⇔ a /∈ D).

Soit � : A → {�,�} un homomorphisme d’anneaux de Boole. Alors l’en-
semble {x ∈ A; �(x) = �} est un ultrafiltre sur A ; et inversement, tout
ultrafiltre sur A correspond à un tel homomorphisme et à un seul (voir [3,
12]).

Un ultrafiltre D sur A (qui est dans U, mais pas forcément dans M) est
dit M-complet si, pour toute partie X de D, qui est dans M, et qui a une
borne inférieure dans A, on a ���(X) ∈ D. Un homomorphisme d’anneaux
de Boole � : A → {�,�} (qui est dans U, mais pas forcément dans M) est
dit M-complet si, pour toute partie X de A, qui est dans M, et qui a une
borne supérieure dans A, on a �[���(X)] = ���x∈X �(x).

Il est facile de voir que, pour qu’un ultrafiltre D sur A soit M-complet,
il faut et il suffit que l’homomorphisme � : A → {�,�} qui lui est associé
soit également M-complet.

Théorème 16.4. Les ultrafiltres M-complets sur un anneau de Boole A sont
exactement les parties génériques sur M de l’ensemble de conditions A�{0}.

Soit G une partie générique sur M de l’ensemble ordonné A � {0}. Si
p, q ∈ G, alors p∩q ∈ G; pour tout p ∈ A�{0}, p �= 1, l’ensemble {p,pc}
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est une partie prédense de A�{0} ; donc p ∈ G ou pc ∈ G, ce qui montre
que G est un ultrafiltre sur A. Soit alors X une partie de G, qui est dans M,
et a une borne inférieure p�. Alors {pc ; p ∈ X} ∪ {p�} (si p� �= 0) ou bien
{pc ; p ∈ X} (si p� = 0) est une partie prédense de A�{0} qui est dans M.
Elle rencontre donc G; comme pc /∈ G, quel que soit p ∈ X, on voit que
p� �= 0 et que p� ∈ G. G est donc un ultrafiltre M-complet sur A.

Réciproquement, soient D un ultrafiltre M-complet sur A, et X une
partie dense de l’ensemble ordonné A � {0}, qui est dans M. Soit a un
majorant de X ; si ac ∈ A�{0}, il existe x ∈ X, x � ac, ce qui est impossible,
puisque x � a par définition de a. Il en résulte que ac = 0, ou encore a = 1.
Donc ���(X) existe et vaut 1. Par suite, ���(X) ∈ D, et, puisque D est M-
complet, on a X ∩D �= ∅. Cela montre que D est générique sur M, pour
l’ensemble de conditions A�{0}.

C.Q.F.D.

Le théorème suivant montre que, pour tout ensemble ordonné C de M,
les C-génériques sur M correspondent canoniquement aux ultrafiltres M-
complets sur l’algèbre de Boole B(C).

Théorème 16.5. Soient C un ensemble ordonné de M, B(C) l’algèbre de
Boole complète qui lui est associée dans M. Si G est un ensemble C-générique
sur M, alors DG = {X ∈ B(C) ; X ∩ G �= ∅} est un ultrafiltre M-complet
sur B(C). Inversement, si D est un ultrafiltre M-complet sur B(C), il existe
un ensemble G et un seul, C-générique sur M tel que D = DG ; on a G =
{p ∈ C ; {p}cc ∈ D}.

On définit, dans M, l’application J : C → B(C)�{0} en posant J(p) =
{p}cc ; on a évidemment p� q ⇒ J(p) ⊂ J(q).

• J(C) est une partie dense de B(C) �{0}.

En effet, si X ∈ B(C), X �= ∅, on prend p ∈ X et l’on a {p}cc ⊂ Xcc = X,
soit J(p) ⊂ X.

L’étude des génériques sur M pour B(C) � {0}, c’est-à-dire des ultra-
filtres M-complets sur B(C), se ramène donc à celle des ensembles J(C)-
génériques sur M (théorème 11.3).

• Soient p,q ∈ C ; alors p et q sont compatibles si, et seulement si, J(p)

et J(q) sont compatibles dans J(C).

Si r � p,q, on a J(r) ⊂ J(p), J(q), donc J(p) et J(q) sont compatibles.
Inversement, si J(r) ⊂ J(p),J(q), on a r ∈ {p}cc, {q}cc. Donc tout minorant
de r est compatible avec p et avec q. Il existe donc r′ � r,p, puis r′′ � r′, q ;
donc r′′ �p,q, ce qui montre que p et q sont compatibles.
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• Si D ⊂ C est prédense dans C, alors J(D) est prédense dans J(C).

Soit J(p) ∈ J(C) ; il existe q ∈ D compatible avec p ; donc J(q) ∈ J(D) et
est compatible avec J(p).

• Si S est une partie dense saturée de J(C), alors J−�(S) est dense saturée
dans C.

Il est clair que J−�(S) est saturée. Soit alors p ∈ C ; il existe J(q) ∈ S

compatible avec J(p) ; donc q est compatible avec p ; soit r � p, q ; on a
r ∈ J−�(S), puisque J(r) ⊂ J(q) ∈ S, et que S est saturée.

• Si G est C-générique sur M, alors J(G) est J(C)-générique sur M, et
J−�J(G) = G.

Soient p ∈ G, q ∈ C tels que J(q)� J(p) ; tout minorant de p est donc
compatible avec q. Comme p ∈ G, on a q ∈ G (sinon q serait incompatible
avec un élément de G, que l’on pourrait prendre�p). Donc J(q) ∈ J(G) ;
cela montre que la première condition de définition des génériques est sa-
tisfaite par J(G), et aussi que J−�J(G) = G.

La deuxième condition l’est aussi, car si p,q ∈ G, ils sont compatibles
dans C, donc J(p) et J(q) sont compatibles dans J(C).

Enfin, soit S une partie dense saturée de J(C) qui est dans M. On a vu
que J−�(S) est dense saturée dans C. Donc G∩ J−�(S) �= ∅, et, par suite
J(G) ∩S �= ∅.

• Si H est J(C)-générique sur M, alors J−�(H) est C-générique sur M.

Si p,q ∈ J−�(H), J(p) et J(q) sont éléments de H, donc sont compa-
tibles dans J(C). Par suite, p et q sont compatibles dans C. Si D est une
partie prédense de C qui est dans M, on a vu que J(D) est prédense dans
J(C) ; donc J(D) ∩H �= ∅, et, par suite D ∩J−�(H) �= ∅.

On a ainsi montré que:

• L’application G �→ J(G) est une correspondance biunivoque entre
l’ensemble des C-génériques sur M, et l’ensemble des J(C)-génériques sur
M, l’application inverse étant H �→ J−�(H).

Le théorème 11.3 établit d’autre part une correspondance biunivoque
entre les J(C)-génériques sur M, et les génériques sur M pour B(C)�{0},
c’est-à-dire les ultrafiltres M-complets de B(C). Si D est un tel ultrafiltre, le
J(C)-générique qui lui correspond est H = D∩J(C) ; donc le C-générique
qui lui correspond est G = {p ∈ C ; J(p) ∈ D}.

Inversement, si G est C-générique sur M, il lui correspond l’ultrafiltre
D = {X ∈ B(C) ; (∃p ∈ G)(J(p) ⊂ X)}. Or, si X ∈ B(C), on a:

J(p) ⊂ X ⇔ {p}cc ⊂ X ⇔ p ∈ X (puisque X = Xcc).
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Donc D = {X ∈ B(C) ; X ∩G �= ∅}.
C.Q.F.D.

Soient G un C-générique sur M, D l’ultrafiltre M-complet sur B(C), et
� l’homomorphisme M-complet de B(C) dans {�,�} qui lui sont associés.
D’après le théorème précédent, il est clair que tout modèle transitif de ZF,
contenant M, et ayant l’un des trois ensembles G,D,� pour élément, a
aussi pour éléments les deux autres. Le modèle M[G] est donc également
noté M[D] ou M[�].

Valeurs booléennes pour les énoncés

Considérons un modèle M transitif dénombrable de ZF + AF, et, dans M, un
ensemble ordonné C ; soit B(C) l’algèbre de Boole complète de C dans M.

Si y = F(x) est une relation fonctionnelle dont le domaine est une
collection A(x) dans M, à valeurs dans B(C), alors l’image de F est un sous-
ensemble de B(C) ; la borne supérieure (resp. inférieure) de cet ensemble
sera notée ���x ;A(x) F(x) (resp. ���x ;A(x) F(x) ou encore

⋂
x ;A(x) F(x), puis-

que la borne inférieure d’une famille d’éléments de B(C) est l’intersection
de cette famille). En particulier, si le domaine de F est M tout entier, on
utilisera les notations ���x F(x) et ���x F(x) (ou

⋂
x F(x)).

Soit E(a�, . . . , an) est un énoncé clos à paramètres dans M. On montre
que {p ∈ C ; p � non E(ā�, . . . , ān)} ∈ B(C) : soit, en effet, X = {p ∈ C ;
p�E(ā�, . . . , ān)} ; on a alors, par définition du forcing (page 131) :
p� non E(ā�, . . . , ān) si et seulement si p ∈ Xc.

Par suite, {p ∈ C ; p �∗ E(ā�, . . . , ān)} est un élément de l’algèbre
de Boole B(C), qu’on appelle valeur booléenne de l’énoncé E(ā�, . . . , ān)

et que l’on note ‖E(ā�, . . . , ān)‖. Pour chaque énoncé E(x�, . . . , xn) sans
paramètre, on a ainsi défini dans M une relation fonctionnelle à n va-
riables x�, . . . , xn de domaine M, à valeurs dans B(C), que l’on note y =
‖E(x̄�, . . . , x̄n)‖. D’après les propriétés du forcing faible (page 141), on a
immédiatement:

1. ‖E(ā�, . . . , ān) et E′(ā�, . . . , ān)‖
= ‖E(ā�, . . . , ān)‖∩‖E′(ā�, . . . , ān)‖

2. ‖non E(ā�, . . . , ān)‖ = ‖E(ā�, . . . , ān)‖c

3. ‖∀xE(x, ā�, . . . , ān)‖ = ⋂
x ‖E(x̄, ā�, . . . , ān)‖

Il en résulte aisément que
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4. ‖E(ā�, . . . , ān) ou E′(ā�, . . . , ān)‖ =
���(‖E(ā�, . . . , ān)‖,‖E′(ā�, . . . , ān)‖)

5. ‖∃xE(x, ā�, . . . , ān)‖ = ���x ‖E(x̄, ā�, . . . , ān)‖
Les égalités (2), (4), (5) permettraient de définir ‖E(ā�, . . . , ān)‖ par in-

duction, au sens intuitif, sur la longueur de l’énoncé E, à partir des deux
relations fonctionnelles y = ‖x̄� ∈ x̄�‖, y = ‖x̄� = x̄�‖.

C’est la méthode qui est suivie dans la théorie des «modèles booléens»
de ZF (voir [13, 27]) qui constitue une autre présentation de la théorie de
P. Cohen.

Notons que, si l’énoncé E′(ā�, . . . , ān) est conséquence de E(ā�, . . . , ān)

dans la théorie ZF + AF, alors ‖E(ā�, . . . , ān)‖� ‖E′(ā�, . . . , ān)‖ : en effet,
on a vu (page 142) que, pour tout p ∈ C, p �∗ E ⇒ p �∗ E′. De même,
tout énoncé qui est conséquence de ZF +AF a pour valeur booléenne 1.

Notons aussi que, si E est un énoncé clos, à paramètres dans M, ‖EM‖
est 1 ou 0 suivant que E est vrai ou faux dans M (théorème 11.19).

Dans les deux lemmes suivants, on considère un C-générique G sur M ;
on désigne par D l’ultrafiltre M-complet sur B(C), par � : B(C) → {�,�}
l’homomorphisme M-complet qui lui sont associés (théorème 16.5) ; et par
φG l’application contractante de M sur M[G].
Lemme 16.6. Pour qu’un énoncé clos E(φGa�, . . . ,φGan) à paramètres dans
M[G] soit vrai dans M[G], il faut et il suffit que �(‖E(ā�, . . . , ān)‖) = �,
c’est-à-dire ‖E(ā�, . . . , ān)‖ ∈ D.

En effet, d’après le lemme de vérité, l’énoncé E(φGa�, . . . ,φGan) est véri-
fié dans M[G] si, et seulement s’il existe p ∈ G tel que p�∗ E(ā�, . . . , ān) ;
donc, si et seulement si ‖E(ā�, . . . , ān)‖∩G �= ∅, ce qui veut dire exactement
que �(‖E(ā�, . . . , ān)‖) = �.

C.Q.F.D.

Lemme 16.7. Pour que ‖E(ā�, . . . , ān)‖ = 1, il faut et il suffit que, pour tout
C-générique G sur M, l’énoncé E(φGa�, . . . ,φGan) soit vrai dans M[G].

Il est immédiat que la condition est nécessaire, d’après ce que l’on vient
de montrer. Inversement, soit p ∈ C, et G un C-générique sur M tel que
p ∈ G. Puisque E(φGa�, . . . ,φGan) est vrai dans M[G], d’après le lemme de
vérité, il existe q ∈ G, que l’on peut supposer �p, qui force E(ā�, . . . , ān).
Cela montre que {q ∈ C ; q � E(ā�, . . . , ān)} est dense dans C, et donc
‖E(ā�, . . . , ān)‖ = 1.

C.Q.F.D.
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Le théorème suivant permet de calculer la valeur booléenne d’un énoncé
qui commence par un quantificateur restreint.

Théorème 16.8. Soient X un objet de M, et E(x,a�, . . . , an) un énoncé à
une variable libre à paramètres dans M. Alors

‖∃x(x ∈ X et E(x, ā�, . . . , ān))‖ = ���u∈X ‖E(u, ā�, . . . , ān)‖ et
‖∀x(x ∈ X ⇒E(x, ā�, . . . , ān))‖ = ���u∈X ‖E(u, ā�, . . . , ān)‖.

Supposons que ‖∃x(x ∈ X et E(x))‖ �= ���u∈X ‖E(u)‖ ; on pose θ =
‖∃x(x ∈ X et E(x))‖ + ���u∈X ‖E(u)‖ (le symbole + désignant l’addition
dans l’anneau de Boole B(C)) ; on a donc θ �= 0. D’après le théorème 11.5,
il existe un ensemble D, générique sur M pour l’ensemble de conditions
B(C) �{0}, tel que θ ∈ D ; D est donc un ultrafiltre sur B(C), et, puisque
θ ∈ D, on a ���u∈X ‖E(u)‖ ∈ D ⇔ ‖∃x(x ∈ X et E(x)‖ /∈ D, ou encore,
puisque D est M-complet : (∃u ∈ X)(‖E(u)‖ ∈ D) ⇔ ‖∃x(x ∈ X et
E(x))‖ /∈ D. Or, pour chaque énoncé clos F, on a ‖F‖ ∈ D ⇔ M[D]
satisfait F . Par suite (∃u ∈ X)(M[D] satisfait E(u)) ⇔ M[D] ne satisfait
pas ∃x(x ∈ X et E(x)) ce qui est évidemment une contradiction.
Même démonstration pour la deuxième partie du théorème.

C.Q.F.D.

On définit un objet � de M en posant :

� = {(X̂,p) ; X ∈ B(C), p ∈ X}.

• On a φ� = D (φ étant l’application contractante de M sur M[G]).
En effet, si X ∈ D, on a X∩G �= ∅ ; on prend p ∈ X∩G, et on a (X̂,p) ∈ �,
donc X = φX̂ ∈ φ�. Inversement, si φx ∈ φ�, on a φx = φy et (y,p) ∈ �,
avec p ∈ G. Par suite y = X̂ avec X ∈ B(C) et p ∈ X ∩G ; donc X ∈ D.
Or X = φX̂ = φy = φx ; donc φx ∈ D.

Théorème 16.9. Si X ∈ B(C), on a ‖X ∈ �‖ = X.

Si p ∈ X, on a (X̂,p) ∈ �, donc p � X ∈ � et p ∈ ‖X ∈ �‖.
Inversement, soit p ∈ C � X tel que p �∗ X ∈ �. Comme X = Xcc,
p /∈ Xcc et il existe donc q � p, q ∈ Xc. Comme p �∗ X ∈ �, il existe
r � q, r �X ∈ �; on a alors r �X = ū, (u, s) ∈ �, s � r. Il en résulte
que u = X̂ et s ∈ X. Mais alors q ∈ Xc, s ∈ X, et q, s ont un minorant
commun r, ce qui est une contradiction.

C.Q.F.D.

Théorème 16.10 (principe du maximum). On suppose que M satisfait AC, et
on considère un énoncé E(x,a�, . . . , an) à une variable libre, à paramètres
dans M. Il existe alors un objet a de M tel que
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‖∃xE(x, ā�, . . . , ān)‖ = ‖E(ā, ā�, . . . , ān)‖.

On montre d’abord le

Lemme 16.11. Soient (ai)i∈I et (θi)i∈I deux familles dans M ; on suppose
que θi ∈ B(C) et θi ∩ θj = 0 pour i, j ∈ I, i �= j. Il existe alors un objet a

de M tel que ‖ā = āi‖� θi pour tout i ∈ I.

Pour chaque i ∈ I , on pose:

bi = {(u,p) ; p ∈ θi et il existe q ∈ C, q �p tel que (u,q) ∈ ai},

et l’on définit a = ⋃
i∈I bi.

Supposons alors que p ∈ θi et p � ā �= āi ; par définition du forcing
(page 131), il y a deux possibilités :

- il existe q ∈ C, q � p et u, tels que (u,q) ∈ ai et p � ū /∈ ā. Alors,
par définition de bi , on a (u,p) ∈ bi ; donc (u,p) ∈ a et p � ū ∈ ā ;
contradiction.

- il existe q ∈ C, q � p et u, tels que (u,q) ∈ a et p � ū /∈ āi . On a
alors (u,q) ∈ bj pour un j ∈ I . Donc q ∈ θj ; comme p � q, et que θj est
une partie saturée de C, on a p ∈ θj . Donc θi ∩ θj �= ∅, et, par hypothèse,
il en résulte que i = j. Donc (u,q) ∈ bi , et, par suite, il existe r � q tel que
(u, r) ∈ ai . Or r �p et p� ū /∈ āi ; contradiction.

Il en résulte que, pour tout p ∈ θi, p� ā �= āi . Comme θi est une partie
saturée de C, on voit que p ∈ θi ⇒ p� ā = āi. Donc ‖ā = āi‖ ⊃ θi .

C.Q.F.D.

Soit y = F(x) la relation fonctionnelle de domaine M, à valeurs dans
B(C), définie par y = ‖E(x̄, ā�, . . . , ān)‖. Il existe un ensemble A de M
tel que Im(F) = Im(F |�A) : pour chaque θ ∈ Im(F), soit �(θ) l’ensemble
des x de rang minimum tels que F(x) = θ ; il suffit alors de poser A =⋃

θ∈Im(F) �(θ). On a donc ���x F(x) = ���x∈A F(x).
D’après le lemme 16.1 (qu’on peut appliquer puisque, par hypothèse,

M satisfait AC), il existe une famille (θx)x∈A d’éléments de B(C), deux
à deux disjoints, tels que θx � F(x) pour tout x ∈ A, et ���x∈A θx =
���x∈A F(x) = ���x F(x). D’après le lemme 16.11, il existe un objet a de M
tel que ‖ā = x̄‖� θx pour tout x ∈ A. Or, pour chaque x ∈ A, on a:

‖E(ā, ā�, . . . , ān)‖� ‖x̄ = ā et E(x̄, ā�, . . . , ān)‖
puisque E(ā, ā�, . . . , ān) est conséquence de x̄ = ā et E(x̄, ā�, . . . , ān).
Mais θx � ‖ā = x̄‖, et θx � ‖E(x̄, ā�, . . . , ān)‖, et donc ‖E(ā, ā�, . . . , ān)‖
� θx pour tout x ∈ A ; soit ‖E(ā, ā�, . . . , ān)‖ � ���x∈A θx = ���x F(x) =
‖∃xE(x, ā�, . . . , ān)‖.
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L’inégalité inverse est évidente.
C.Q.F.D.

Applications à la théorie des algèbres de Boole complètes

Etant donnée une algèbre de Boole complète B, une partie B′ de B est
appelée sous-algèbre de Boole complète de B si :

- B′ est une sous-algèbre de Boole de B, c’est-à-dire B′ �= ∅ et xc,x∩y ∈
B′ quels que soient x,y ∈ B′.

- pour tout X ⊂ B′, la borne supérieure de X dans B appartient à B′.
Soit X une partie de B ; la sous-algèbre complète engendrée par X dans

B est, par définition, la plus petite sous-algèbre complète de B contenant
X, c’est-à-dire l’intersection de toutes les sous-algèbres complètes de B
contenant X. On dit que X engendre B si cette sous-algèbre est B elle-
même.

Lemme 16.12. Considérons, dans un modèle transitif M de ZF + AF, une
algèbre de Boole complète B, et une partie X de B engendrant B. Soient D
un ultrafiltre M-complet sur B, et N un modèle transitif de ZF, contenant
M, tel que D ∩X ∈ N . Alors D ∈ N , et dans N , D est le seul ultrafiltre
M-complet sur B dont l’intersection avec X est D ∩X.

On définit, dans M, par induction sur les ordinaux, une relation fonc-
tionnelle y = F(α) en posant: F(�) = X ; pour α > �, F(α) = {θ ∈ B ;
il existe β < α et θ′ ∈ F(β) tels que θ = θ ′c, ou bien il existe β < α et
Y ⊂ F(β) tels que θ = ���(Y)}.

On a donc F(α) ⊂ B ; β < α ⇒ F(β) ⊂ F(α) (si θ ∈ F(β), prendre
Y = {θ}). Il existe alors un ordinal α� tel que F(α�) = F(α� + �) : sinon,
la relation fonctionnelle y = F(α + �) �F(α) de domaine On, aurait pour
valeurs des parties non vides deux à deux disjointes de B. Ce serait donc
une relation fonctionnelle injective de On dans P(B), ce qui est impossible.
On a alors F(α�) = B : en effet, si θ ∈ F(α�), θc ∈ F(α� + �) = F(α�) ; si
Y ⊂ F(α�), ���(Y) ∈ F(α� + �) = F(α�) ; F(α�) est donc une sous-algèbre
de Boole complète de B contenant X, donc est égale à B par hypothèse.

On définit maintenant, dans N , par induction sur les ordinaux, une re-
lation fonctionnelle y = Z(α) en posant : Z(�) = D ∩ X ; pour α > �,
Z(α) = {θ ∈ F(α) ; il existe β < α et θ ′ ∈ F(β) � Z(β), tels que θ = θ ′c,
ou bien il existe β < α, et une partie Y de Z(β), qui est dans M, telle que
θ = ���(Y)}.



Chapitre 16. Algèbres de Boole complètes 213

Noter que cette définition se fait bien dans le modèle N , puisque D∩X est
un objet de N , ainsi que l’ensemble des parties de B qui sont dans M.

On a donc Z(α) ⊂ F(α), pour tout ordinal α de M. Soit alors D′ un
ultrafiltre M-complet sur B tel que D′ ∩ X = D ∩ X (D′ étant, ou non,
dans N ). On montre, par induction sur α, que Z(α) = D′ ∩ F(α). C’est
évident pour α = � ; pour α > �, montrons d’abord que Z(α) ⊂ D′ ; si
θ ∈ Z(α), on a deux possibilités par définition de Z(α) :

- θ = θ ′c, avec θ ′ ∈ F(β) � Z(β), β < α ; par hypothèse d’induction,
θ ′ ∈ F(β) �D′ ∩F(β), donc θ ′ /∈ D′ et θ ∈ D′.

- θ = ���(Y), Y étant une partie de Z(β) qui est dans M ; par hypothèse
d’induction, on a Y ⊂ D′, donc θ ∈ D′.

Inversement, montrons que D′ ∩F(α) ⊂ Z(α) ; si θ ∈ D′ ∩F(α), on a
deux possibilités par définition de F(α) :

- θ = θ′c, avec θ ′ ∈ F(β), β < α ; alors θ ′ /∈ D′, puisque θ ∈ D′ ; donc
θ ′ /∈ Z(β), puisque Z(β) = D′ ∩ F(β) par hypothèse d’induction. Donc
θ ∈ Z(α) par définition de Z(α).

- θ = ���(Y), Y étant une partie de F(β) qui est dans M ; comme θ ∈ D′,
tout majorant de θ est dans D′, donc Y ⊂ D′. D’où Y ⊂ Z(β), puisque
Z(β) = D′ ∩F(β) par hypothèse d’induction. Donc θ ∈ Z(α) par définition
de Z(α).

Comme F(α�) = B, on voit que D′ = Z(α�). On a ainsi montré que tous
les ultrafiltres M-complets D′ tels que D′ ∩ X = D ∩ X, sont identiques
(donc identiques à D) et que D est un objet de N (puisque Z(α�) est défini
dans N ).

C.Q.F.D.

Le théorème suivant donne la forme de certains modèles intermédiaires
entre M et M[G], G étant un ensemble générique sur M.

Théorème 16.13. Soient M un modèle transitif de ZF + AF, C un ensemble
ordonné de M, G un C-générique sur M, et A un objet de M[G], A ⊂ M.
Il existe alors un ensemble ordonné D de M, et un ensemble H, D-générique
sur M, tel que M[H] soit le plus petit modèle transitif de ZF contenant M et
ayant A pour élément. Ce modèle est donc noté M[A].

Soient B(C) l’algèbre de Boole complète de C, construite dans le modèle
M, et D l’ultrafiltre M-complet associé à G. Désignons par φ l’application
contractante de M sur M[G], et par u un objet de M tel que φu = A ; on
pose X = {‖x ∈ ū‖; x ∈ M, rg(x) < rg(A)}. X est donc une partie de
B(C) qui est dans M ; soit B la sous-algèbre complète de B(C) engendrée
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par X (dans le modèle M). On pose H = D ∩ B ; il est alors clair que H

est un ultrafiltre M-complet sur B, c’est-à-dire un (B �{0})-générique sur
M. Si x est un élément quelconque de M, de rang < rg(A), on a x ∈ A ⇔
‖x ∈ ū‖ ∈ D (lemme 16.6) ⇔ ‖x ∈ ū‖ ∈ H. Comme A ⊂ M, on voit que
A = {x ∈ M; rg(x) < rg(A) et ‖x ∈ ū‖ ∈ H}, et donc que A ∈ M[H].

Il reste à montrer que, si N est un modèle transitif de ZF qui contient
M et a A pour élément, il a aussi H pour élément. D’après le lemme 16.12,
il suffit de prouver que H ∩ X ∈ N , puisque X engendre B. Or c’est
évidemment le cas, puisque H ∩X est l’ensemble des ‖x ∈ ū‖ pour x ∈ A.

C.Q.F.D.

Lemme 16.14. Soient M un modèle dénombrable transitif de ZF + AF, B et
C deux algèbres de Boole complètes de M, B étant une sous-algèbre complète
de C. On suppose que, si E est un ultrafiltre M-complet quelconque sur C,
et D = E ∩ B, alors E ∈ M[D] et E est, dans M[D], le seul ultrafiltre
M-complet sur C qui prolonge D. Alors B = C.

Notons que, si E est un ultrafiltre M-complet sur C, D = E ∩ B est
évidemment un ultrafiltre M-complet sur B.

Les valeurs booléennes d’énoncés, qui apparaissent dans cette démons-
tration, sont calculées dans l’algèbre de Boole complète B.

Soit θ un élément quelconque de C ; on pose θ ′ = ‖∃x(x ⊃ � et x

est un ultrafiltre M-complet sur C et θ ∈ x)‖ (� est l’objet de M défini
page 210). Par définition, θ ′ ∈ B. Si θ �= θ ′, on a θ + θ ′ �= 0. Il existe donc
un ultrafiltre M-complet E sur C (c’est-à-dire un (C � {0})-générique sur
M) tel que θ + θ ′ ∈ E (théorème 11.5, que l’on peut appliquer puisque le
modèle M est supposé dénombrable) ; donc θ ′ ∈ E ⇔ θ /∈ E. Si l’on pose
D = E ∩B, on a, puisque θ ′ ∈ B :
(�) θ ′ ∈ D ⇔ θ /∈ E

Soit φ l’application contractante de M sur M[D]. D’après le lemme 16.6,
on a θ ′ ∈ D si et seulement si l’énoncé «∃x(x ⊃ φ� et x est un ultrafiltre
M-complet sur C et θ ∈ x)» est vrai dans M[D]. Comme φ� = D, et
que, par hypothèse, E est, dans M[D], le seul ultrafiltre M-complet sur
C prolongeant D, on voit que cet énoncé équivaut à θ ∈ E. On a donc
θ ′ ∈ D ⇔ θ ∈ E, ce qui contredit (�). On a donc θ = θ ′, c’est-à-dire θ ∈ B.

C.Q.F.D.

Théorème 16.15. Soient M un modèle dénombrable transitif de ZF, et, dans
M, une algèbre de Boole complète C et une partie X de C. Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes :
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1. X engendre C (dans M).
2. Quel que soit l’ultrafiltre E, M-complet sur C, on a E ∈ M[E∩X] et, dans
M[E ∩X], E est le seul ultrafiltre M-complet sur C dont l’intersection avec
X soit E ∩X.

1 ⇒ 2. Immédiat d’après le lemme 16.12.
2 ⇒ 1. Soit B l’algèbre de Boole complète engendrée par X dans C. Si

E est un ultrafiltre M-complet sur C, et D = E ∩B, alors E ∩X = D ∩X.
Par hypothèse, on a E ∈ M[E ∩ X], d’où E ∈ M[D]. Par ailleurs, on a
M[D ∩X] = M[D] d’après le lemme 16.12, et donc M[D] = M[E ∩X].
Par hypothèse, E est donc, dans M[D] le seul ultrafiltre M-complet sur C
prolongeant D. Donc (lemme 16.14), on a B = C.

C.Q.F.D.

La notion de valeur booléenne pour un énoncé, et les théorèmes pré-
cédents, peuvent être utilisés pour obtenir des résultats sur les algèbres de
Boole complètes. On donne ci-dessous deux exemples de théorèmes qu’on
peut prouver ainsi. Faisons tout d’abord une

Remarque. Soit E un énoncé clos sans paramètre, écrit avec ∈ et =; pour
montrer que E est un théorème de ZF +AF +AC, il suffit de prouver que,
quel que soit l’univers U et l’ensemble M dénombrable transitif pris dans
U, satisfaisant ZF + AF +AC, alors M satisfait l’énoncé E.

En effet, si E n’était pas conséquence de ZF + AF +AC, la théorie T :
ZF + AF + AC+ non E serait non-contradictoire, donc (théorème 10.1) la
théorie T ∗ aurait un modèle U, ce qui contredit l’hypothèse.

Théorème 16.16. [30] Quel que soit le cardinal infini κ, l’algèbre de Boole
complète BO(κω) des bons ouverts de l’espace topologique κω (muni de la
topologie produit, κ étant muni de la topologie discrète) est dénombrablement
engendrée. Il existe donc une algèbre de Boole complète dénombrablement
engendrée de cardinal arbitrairement grand.

D’après la remarque précédente, il suffit de montrer que, si M est un
modèle dénombrable transitif de ZF + AF +AC, cet énoncé est vrai dans M.

Soient donc κ un cardinal infini de M, et C l’ensemble des fonctions
de domaine fini ⊂ ω à valeurs dans κ ; B(C) étant l’algèbre de Boole com-
plète de C (construite dans M), on a vu, page 205, qu’elle est isomorphe
à l’algèbre des bons ouverts de κω. Il reste donc à prouver que B(C) est
dénombrablement engendrée dans M.

Soit G un ensemble C-générique sur M ; on a vu, page 186, que g =⋃
G est une surjection de ω sur κ, et que G est l’ensemble des restrictions
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de g aux parties finies de ω. On définit un objet η de M en posant η =
{( ̂(n, α),p); α ∈ κ, p ∈ C, n ∈ Dom(p), p(n) = α}.

Il est immédiat que φη = g (φ étant l’application contractante de M
sur M[G]). On pose alors X = {‖η̄(m) < η̄(n)‖; m,n ∈ ω} (l’énoncé
η̄(m) < η̄(n) étant écrit par exemple: ∃α∃β[On(β) et α ∈ β et (m,α) ∈ η̄

et (n,β) ∈ η̄]).
X est, dans M, une partie dénombrable de B(C) ; on montre que X en-
gendre B(C), au moyen du théorème 16.15.

Soient donc E un ultrafiltre M-complet sur B(C), G le C-générique sur
M qui lui est associé, et g = ⋃

G. On a (lemme 16.6) : ‖η̄(m) < η̄(n)‖ ∈
E∩X ⇔ g(m) < g(n). Donc, si l’on pose O = {(m,n) ∈ ω� ; g(m) < g(n)},
on a O ∈ M[E ∩ X]. Puisque g est une surjection de ω sur κ, il est clair
que O est, dans M[g], une relation binaire bien fondée sur ω, et que g est
l’application contractante pour cette relation binaire. Mais alors O est, dans
M[E ∩X], une relation binaire bien fondée; donc l’application contractante
pour O est dans le modèle M[E∩X]. On a ainsi montré que g ∈ M[E∩X] ;
donc G ∈ M[E ∩ X], et E, qui est l’ultrafiltre associé à G, est aussi dans
M[E ∩X] (théorème 16.5).

Soit maintenant E′ ∈ M[E ∩X] = M[G], un ultrafiltre M-complet sur
B(C) tel que E′ ∩ X = E ∩ X, et soit g′ la surjection générique de ω sur
κ, associée à E′ (théorème 16.5). De la même façon que ci-dessus, on a
‖η̄(m) < η̄(n)‖ ∈ E′ ∩X ⇔ g′(m) < g′(n). Comme E′ ∩X= E ∩X, on en
déduit que g′(m) < g′(n) ⇔ g(m) < g(n), quels que soient m,n ∈ ω. Il en
résulte que g = g′, et donc E = E′. La propriété (2) du théorème 16.15 est
donc satisfaite, et par suite, X engendre B(C) dans M.

C.Q.F.D.

Théorème 16.17. Soient M un modèle transitif dénombrable de ZF+AF+AC,
et dans M, deux ensembles ordonnés infinis C et D tels que:

• Il existe, dans D, une antichaîne de cardinal C.
• Pour tout D-générique H sur M, et tout p ∈ C, il existe, dans M[H], un
C-générique G sur M tel que p ∈ G.

Alors B(C) est, dans M, isomorphe à une sous-algèbre de Boole complète
de B(D).

Les valeurs booléennes d’énoncés que nous utiliserons au cours de la
démonstration, sont relatives à l’ensemble de conditions D, et à son algèbre
de Boole complète B(D).

On définit de la façon suivante une famille (θp)p∈C d’éléments non nuls,
deux à deux disjoints, de B(D), tels que ���p∈C θp = 1 : par hypothèse,
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il existe une antichaîne (qp)p∈C dans D. On choisit p� ∈ C, et on définit
θp = {qp}cc pour p �= p�, et θp�

= {q ∈ D ; q incompatible avec tous les
qp pour p �= p�}. Il est clair que la famille (θp)p∈C a les propriétés voulues
(noter que qp ∈ θp quel que soit p ∈ C, donc θp �= 0).

Par hypothèse, quel que soit le D-générique H sur M, le modèle M[H]
satisfait (∀p ∈ C)E(p), où E(p) est l’énoncé «∃G(p ∈ G et G est C-
générique sur M)» (M est un symbole de relation unaire, dont l’interpré-
tation dans M[G] est M). D’après le lemme 16.7, on a donc ‖E(p)‖ = 1
pour tout p ∈ C.

D’après le théorème 16.10 appliqué à l’énoncé E(p), il existe gp ∈ M tel
que ‖p ∈ ḡp et ḡp est C-générique sur M‖ = 1. D’après le lemme 16.11, il
existe g ∈ M tel que ‖ḡ = ḡp‖� θp pour tout p ∈ C. On a alors, pour tout
p ∈ C :

θp � ‖ḡ = ḡp‖∩‖ḡp est C-générique sur M‖
� ‖ḡ est C-générique sur M‖.

Il en résulte que:

(�) ‖ḡ est C-générique sur M‖ = 1

On a de même θp � ‖ḡ = ḡp‖∩‖p ∈ ḡp‖, puisque ‖p ∈ ḡp‖ = 1, et donc:

(��) ‖p ∈ ḡ‖� θp pour tout p ∈ C.

On définit, dans M, une application h : B(C) → B(D) en posant :
h(ξ) = ‖ξ ∩ ḡ �= ∅‖ pour tout ξ ∈ B(C).

On montre que h est un homomorphisme d’algèbres de Boole complètes. En
effet, si G est un C-générique sur M, d’après le théorème 16.5, l’ensemble
{ξ ∈ B(C); ξ ∩G �= ∅} est un ultrafiltre M-complet sur B(C). Par suite:

si ξ ∈ B(C), alors ξ ∩G = ∅ ⇔ ξc ∩G �= ∅ ;
si (ξi)i∈I est, dans M, une famille d’éléments de B(C), alors

(���i∈I ξi) ∩G �= ∅ ⇔ (∃i ∈ I)(ξi ∩G �= ∅).

Pour tout D-générique H sur M, on a donc dans M[H] :

∀G{G est C-générique sur M ⇒ (ξ ∩G = ∅ ⇔ ξc ∩G �= ∅) et
[(���i∈I ξi) ∩G �= ∅ ⇔ (∃i ∈ I)(ξi ∩G �= ∅)]}.

D’après le lemme 16.7, on a donc:

‖ḡ est C-générique sur M ⇒ (ξ ∩ ḡ = ∅ ⇔ ξc ∩ ḡ �= ∅) et
[(���i∈I ξi) ∩ ḡ �= ∅ ⇔ (∃i ∈ I)(ξi ∩ ḡ �= ∅)]‖ = 1.

D’après (�), on en déduit ‖ξ ∩ ḡ = ∅ ⇔ ξc ∩ ḡ �= ∅‖ = 1, c’est-à-dire
‖ξc ∩ ḡ �= ∅‖ = ‖ξ ∩ ḡ �= ∅‖c, ou encore h(ξc) = (h(ξ))c.

On en déduit aussi ‖(���i∈I ξi) ∩ ḡ �= ∅ ⇔ (∃i ∈ I)(ξi ∩ ḡ �= ∅)‖ = 1,
c’est-à-dire ‖(���i∈I ξi) ∩ ḡ �= ∅‖ = ‖(∃i ∈ I)(ξi ∩ ḡ �= ∅)‖ ou encore



218 Deuxième partie : Forcing

h(���i∈I ξi) = ���i∈I h(ξi).
On a ainsi montré que h est un homomorphisme d’algèbres de Boole

complètes. Il reste à voir qu’il est injectif, c’est-à-dire que, si ξ ∈ B(C) est
�= 0, alors h(ξ) �= 0. Comme ξ �= ∅, il existe p ∈ ξ , donc ‖p ∈ ξ‖ = 1
(théorème 11.19). D’après (��), on a donc ‖p ∈ ξ ∩ ḡ‖ � θp, d’où l’on
déduit ‖ξ ∩ ḡ �= ∅‖� θp, et donc h(ξ) �= 0.

C.Q.F.D.

Théorème 16.18. Toute algèbre de Boole complète se plonge dans une algèbre
de Boole complète dénombrablement engendrée.

En utilisant la remarque page 215, on considère un modèle transitif dé-
nombrable M de ZF + AF +AC, et on montre que cet énoncé est vrai dans
M. Soit donc B une algèbre de Boole complète de M, et κ le cardinal de
P(B) dans M ; soient D l’ensemble des fonctions de domaine fini ⊂ ω

à valeurs dans κ, et B(D) l’algèbre de Boole complète de D. D’après le
théorème 16.16, B(D) est dénombrablement engendrée.

Il existe dans D, une antichaîne de cardinal κ : en effet, pour chaque
α ∈ κ, {(�,α)} ∈ D, et ces conditions sont deux à deux incompatibles.

Soit H un D-générique sur M. Dans M[H], κ est un ordinal dénom-
brable, et donc PM(B) (l’ensemble des parties de B qui sont dans M) est
dénombrable. Soit C l’ensemble ordonné B�{0}. D’après le théorème 11.5,
pour chaque p ∈ C, il existe, dans M[H], un C-générique G sur M tel que
p ∈ G. Les deux hypothèses du théorème 16.17 sont donc vérifiées, et il en
résulte que B(C) est isomorphe à une sous-algèbre de Boole complète de
B(D). D’où le résultat, puisque B est isomorphe à B(C).

C.Q.F.D.
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Arbres

Soit A = ⋃
n∈ω{�,�}n l’ensemble des fonctions dont le domaine est un en-

tier, à valeurs dans {�,�}, ordonné par inclusion; p,p′ ∈ A sont donc dits
comparables si p ⊂ p′ ou p′ ⊂ p ; ou, ce qui revient au même, s’il existe
q ∈ A, q ⊃ p,p′.

Si p ∈ {�,�}n, l’entier n (domaine de p) sera appelé aussi la longueur de
p. Pour ε = � ou �, on notera p�ε la fonction q : n+� →{�,�} telle que
p ⊂ q et q(n) = ε.

Une partie P de A sera appelée un arbre si c’est un segment initial de A,
c’est-à-dire si l’on a:

(∀p ∈ P)(∀p′ ∈ A)(p′ ⊂ p ⇒ p′ ∈ P).

Un arbre totalement ordonné est appelé une branche. Si P est une
branche infinie, et si h = ⋃

P , alors h ∈ {�,�}ω, et P = {h |	n ; n ∈ ω}.
Les branches infinies correspondent donc canoniquement aux éléments de
{�,�}ω.

Si P est un arbre quelconque, une branche infinie de P est, par définition,
une branche infinie Q ⊂ P . Il lui correspond une fonction h : ω → {�,�}
telle que (∀n ∈ ω)h |	n ∈ P . Par abus de langage, on dira parfois : «h est
une branche infinie de P ».

Soit P un arbre, qui n’est pas une branche ; on montre facilement que⋃{p ∈ A; p est comparable à tout élément de P} est un élément de P , que
l’on appelle la tige de P , et que l’on note τ(P). La longueur de τ(P) sera
notée l(P).

A chaque arbre P on peut associer une partie P̂ de {�,�}ω, définie par :

P̂ = {h ∈ {�,�}ω ; (∀n ∈ ω)h |	n ∈ P}.
219
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P̂ est alors un fermé de {�,�}ω : en effet, si h ∈ ({�,�}ω 	P̂ ), il existe un
entier n tel que h |	n /∈ P . Pour toute h′ ∈ {�,�}ω telle que h′ |	n = h |	n, on
a h′ /∈ P̂ , ce qui montre que {�,�}ω 	 P̂ est ouvert.

Remarque. On voit que P̂ est essentiellement l’ensemble des branches infi-
nies de P .

Dans ce chapitre, nous allons considérer deux exemples d’extensions
génériques remarquables, obtenues au moyen de conditions qui sont des
arbres, l’ordre étant l’inclusion. Dans le premier cas, les fermés associés à
ces arbres sont les ensembles parfaits (c’est-à-dire fermés sans points isolés),
et dans le second, ce sont les fermés de mesure positive.

Extensions génériques minimales

Soit M un modèle transitif dénombrable de ZF +AF +AC; aucune des ex-
tensions génériques M[G] de M considérées jusqu’ici n’est une extension
minimale: autrement dit, pour chacune de ces extensions, il existe G′, gé-
nérique sur M tel que M�M[G′]�M[G] (voir l’exercice 32(i)).

On se propose, dans cette section, de construire une extension générique
minimale de M. Plus précisément, on va montrer le résultat suivant, dû à
G. Sacks [26] :

Théorème 17.1. Soit M un modèle dénombrable transitif de ZF + AF. Il existe
un ensemble ordonné C de M, sans atome, tel que tout C-générique G sur M
a la propriété suivante : si X ∈ M[G] et X ⊂ M, alors, ou bien X ∈ M, ou
bien M[G] est le plus petit modèle transitif de ZF qui contient M et a pour
élément X.

Dans la preuve de ce théorème, nous utiliserons l’ensemble de conditions
C défini comme suit :

P ∈ C ⇔ P est un arbre et
(∀p ∈ P)(∃p′,p′′ ∈ P)(p ⊂ p′,p ⊂ p′′ et p′,p′′ sont incomparables).

Une condition P est donc un arbre sans atome; P est alors évidemment
infini. La relation d’ordre sur C est celle induite par P(A), c’est-à-dire
l’inclusion.

Si P ∈ C, P n’est évidemment pas une branche, et la tige τ(P) de P est
donc définie. Elle a les propriétés suivantes :

Lemme 17.2. i) τ(P) ∈ P pour tout P ∈ C.
ii) Si P,P ′ ∈ C et P ′ ⊂ P alors τ(P ′) ⊃ τ(P).
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iii) Si P,P ′ ∈ C sont compatibles, alors τ(P) et τ(P ′) sont comparables.
iv) Si P ∈ C et n ∈ ω, il existe P ′ ∈ C,P ′ ⊂ P tel que l(P ′)�n.

i) Déjà vu plus haut.
ii) Immédiat, par définition de τ(P).
iii) Immédiat, d’après (ii).
iv) Soit p� ∈ P de longueur� n. On pose P ′ = {p ∈ P ; p comparable

à p�}. Alors P ′ ∈ C, P ′ ⊂ P et p� ⊂ τ(P ′), donc l(P ′)�n.
C.Q.F.D.

P,P ′ ∈ C seront dits divergents si τ(P) et τ(P ′) sont incomparables. P

et P ′ sont alors incompatibles, d’après le lemme 17.2(iii).

Lemme 17.3. Si P,P ′ ∈ C, il existe Q,Q′ ∈ C divergents tels que Q ⊂ P et
Q′ ⊂ P ′.

Il existe p ∈ P et p′ ∈ P ′ qui sont incomparables : soient en effet p,q ∈
P incomparables. Si p′ ∈ P ′ est comparable à p,q, alors p′ ⊂ p ou p′ ⊂
q (on n’a pas p′ ⊃ p,q). Comme P ′ est infini, il existe donc p′ ∈ P ′
incomparable à p ou à q.

On pose alors Q = {q ∈ P ; q comparable à p} et Q′ = {q′ ∈ P ′ ; q′
comparable à p′}. On a p ⊂ τ(Q) et p′ ⊂ τ(Q′), donc Q et Q′ sont
divergents.

C.Q.F.D.

On en déduit que C n’a pas d’atome (faire P = P ′ dans le lemme 17.3).

Soit G un C-générique sur M ; si P,P ′ ∈ G, τ(P) et τ(P ′) sont com-
parables, et pour tout n ∈ ω, il existe P ∈ G tel que l(P)�n, d’après
le lemme 17.2(iv) (l’ensemble des P ∈ C tels que l(P)�n est dense). Il
en résulte que, dans M[G], on peut définir g : ω → {�,�} en posant
g = ⋃

P∈G τ(P).

Lemme 17.4. G = {P ∈ C ; g |	n ∈ P pour tout n ∈ ω}. Autrement dit,
P ∈ G ⇔ P ∈ C et g est une branche infinie de P .

Si P ∈ G, et n ∈ ω, l’ensemble des P ′ ⊂ P tels que l(P ′)� n est dense
en dessous de P , d’après le lemme 17.2(iv). Il existe donc un tel P ′ ∈ G.
Alors g |	n ⊂ τ(P ′) par définition de g, donc g |	n ∈ P ′, et g |	n ∈ P .

Inversement, soit P ∈ C tel que g |	n ∈ P quel que soit n ∈ ω. Par
définition de g, on a, dans M[G] : ∀Q[Q ∈ G ⇒ τ(Q) ∈ P].
Soient φ la fonction contractante de M sur M[G], et � l’objet de M défini
page 130, tel que φ(�) = G. D’après le lemme de vérité, il existe P� ∈ G tel
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que P� � ∀Q[Q ∈ �̄ ⇒ τ(Q) ∈ P ]. On montre ci-dessous que P� ⊂ P , et
donc P ∈ G, ce qui est le résultat cherché.

Soit donc p� ∈ P� ; on pose P ′
�

= {p ∈ P� ; p comparable à p�}. Alors
P ′
�

⊂ P� et p� ⊂ τ(P ′
�
). Soit G′ un C-générique sur M tel que P ′

�
∈ G′

(théorème 11.5). On a P� ∈ G′, donc, d’après le lemme de vérité, on a, dans
M[G′] : ∀Q[Q ∈ G′ ⇒ τ(Q) ∈ P] (en effet, si φ′ est la fonction contractante
de M sur M[G′], on a φ′(�) = G′). Comme P ′

�
∈ G′, on a donc τ(P ′

�
) ∈ P ,

et donc p� ∈ P .
C.Q.F.D.

Il en résulte que tout modèle transitif de ZF qui contient M et a pour
élément g contient M[G]. Le modèle M[G] est donc noté aussi M[g].

Pour démontrer le théorème 17.1, considérons maintenant X ∈ M[G],
X ⊂ M ; soit b ∈ M tel que φ(b) = X. Il existe alors X� ∈ M tel que
X ⊂ X� : par exemple X� = VM

α , avec α � rg(X). On définit, dans M,
a = {(m̂,P) ; m ∈ X�,P ∈ C, P �m ∈ b̄}.

Lemme 17.5. On a φ(a) = X, et P � ā ⊂ X� pour toute condition P ∈ C.

On a X̂� = {(m̂,P) ; m ∈ X�, P ∈ C}. Par suite, a ⊂ X̂�, et donc toute
condition force ā ⊂ X�.

Un élément quelconque de φ(a) est de la forme φ(u), avec (u,P) ∈ a et
P ∈ G. On a donc u = m̂ et P �m ∈ b̄, d’où φ(u) = m ∈ φ(b) = X d’après
le lemme de vérité. Inversement, si m ∈ X, il existe P ∈ G, P � m ∈ b̄

(lemme de vérité), donc (m̂,P) ∈ a, d’où m ∈ φ(a).
C.Q.F.D.

Pour chaque P ∈ C, on définit un minorant P̃ de P , en examinant les
deux possibilités suivantes pour P :

1. Il existe Q � P tel que, pour tout m ∈ X�, ou bien Q �∗ m ∈ ā ou
bien Q�∗ m /∈ ā. On choisit alors un tel Q pour P̃ .

2. Pour tout Q�P , il existe m ∈ X�, Q�∗ m ∈ ā et Q�∗ m /∈ ā. Il en
résulte que, pour tout Q � P , il existe m ∈ X� et Q′,Q′′ � Q, tels que
Q′ �∗ m /∈ ā et Q′′ �∗ m ∈ ā.

On définit alors, dans M, deux fonctions FP : A → C et ξP : A → X�,
par induction sur la longueur de p ∈ A ; pour alléger l’écriture, nous les
noterons simplement F et ξ . On pose F(∅) = P ; ayant défini F(p) ∈ C

pour p ∈ {�,�}n, F(p) � P , on choisit Q′,Q′′ � F(p) et ξ(p) ∈ X� tels
que Q′ �∗ ξ(p) /∈ ā et Q′′ �∗ ξ(p) ∈ ā. En appliquant le lemme 17.3, on
définit alors F(p��)�Q′ et F(p��)�Q′′ tels que F(p��),F(p��)

soient divergents. On a donc :

F(p��)�∗ ξ(p) /∈ ā et F(p��)�∗ ξ(p) ∈ ā.
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On pose alors :

P̃ = {u ∈ A; (∃p ∈ A)u ⊂ τ(F(p))}.
Il est clair, par construction, que F est une fonction décroissante. Plus

précisément, on a le

Lemme 17.6. Pour p,q ∈ A :
i) p et q sont comparables si et seulement si τ(F(p)) et τ(F(q)) le sont.
ii) p ⊂ q ⇔ F(p) ⊃ F(q) ⇔ τ(F(p)) ⊂ τ(F(q)).

i) Si p ⊂ q, on a F(p) ⊃ F(q) donc τ(F(p)) ⊂ τ(F(q)). Si p n’est pas
comparable à q, soit n le premier entier tel que p(n) �= q(n), par exemple
p(n) = � et q(n) = �. Soit r = p |	n = q |	n. On a r �� ⊂ p, r �� ⊂ q,
donc F(p) ⊂ F(r��) et F(q) ⊂ F(r��), ce qui montre que F(p) et F(q)

sont divergents.
ii) Il est clair que p ⊂ q ⇒ F(p) ⊃ F(q) ⇒ τ(F(p)) ⊂ τ(F(q)). Il

suffit donc de montrer que τ(F(p)) ⊂ τ(F(q)) ⇒ p ⊂ q. Or, si p �⊂ q,
il existe q′ ⊃ q et incomparable avec p. Donc τ(F(p)) et τ(F(q′)) sont
incomparables, et τ(F(p)) �⊂ τ(F(q)).

C.Q.F.D.

Comme F(p) ⊂ P pour tout p ∈ A, on a P̃ ⊂ P . On vérifie que P̃ ∈ C :
tout d’abord, il est clair que P̃ est un arbre. Si u ∈ P̃ , il existe p ∈ A tel
que u ⊂ τ(F(p)) ; si on pose u′ = τ(F(p��)) et u′′ = τ(F(p��)), alors
u′,u′′ sont incomparables (puisque F(p��) et F(p��) sont divergents) et
u′,u′′ ⊃ u (car F(p��),F(p��) ⊂ F(p)). Enfin, par définition de P̃ , on
a u′,u′′ ∈ P̃ , ce qui montre que P̃ ∈ C.

L’ensemble {P̃ ; P ∈ C} est évidemment dense dans C (puisque P̃ �P),
et il existe donc P ∈ C tel que P̃ ∈ G. Si on est dans le cas 1, on a
P̃ �∗ m ∈ ā ou P̃ �∗ m /∈ ā pour tout m ∈ X�. D’après le lemme de vérité,
on a donc X = φ(a) = {m ∈ X� ; P̃ �∗ m ∈ ā}, ce qui montre que X ∈ M.

On suppose donc maintenant que l’on est dans le cas 2 de définition
de P̃ .

Lemme 17.7. Pour tout p ∈ A, on a F(p) ∈ G ⇔ τ(F(p)) ⊂ g.

Si F(p) ∈ G, on a τ(F(p)) ⊂ g par définition de g. Inversement, sup-
posons que τ(F(p)) ⊂ g. On a P̃ ∈ G, et il existe donc Q ∈ G, Q� P̃ , tel
que l(Q) � l(F(p)) (lemme 17.2(iv)). On a τ(Q) ⊂ g, par définition de g,
et donc τ(F(p)) ⊂ τ(Q). Soit u ∈ Q quelconque; u est donc comparable à
τ(F(p)). Par ailleurs u ∈ P̃ , et il existe donc q ∈ A tel que u ⊂ τ(F(q)).
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Si u ⊂ τ(F(p)), on a u ∈ F(p). Si u ⊃ τ(F(p)), on a τ(F(p)) ⊂
τ(F(q)), donc F(p) ⊃ F(q) (lemme 17.6). Comme u ∈ F(q), on a encore
u ∈ F(p).

On a ainsi montré que Q ⊂ F(p), et donc F(p) ∈ G.
C.Q.F.D.

Soit 	 = {p ∈ A; τ(F(p)) ⊂ g}. D’après le lemme 17.6, 	 est une
branche. On a de plus g = ⋃{τ(F(p)); p ∈ 	} : en effet, si n ∈ ω, on a
g |	n ∈ P̃ , puisque P̃ ∈ G ; il existe donc p ∈ A tel que g |	n ⊂ τ(F(p)),
par définition de P̃ .

Il en résulte que
⋃

	 est une fonction f : ω →{�,�}, et que l’on a:

(
) g = ⋃{τ(F(p)); p ⊂ f } ; f = ⋃{p ∈ A; τ(F(p)) ⊂ g}.

D’après le lemme 17.7, on a donc f = ⋃{p ∈ A; F(p) ∈ G}. On en déduit
que, pour tout entier n :

(

) f(n) = � ⇔ ξ(f |	n) ∈ X.

Posons en effet p = f |	n. Si f(n) = �, on a p�� ⊂ f , donc F(p��) ∈ G.
Or F(p��)�∗ ξ(p) ∈ ā, par définition de F . D’après le lemme de vérité, on
a donc ξ(p) ∈ X. Si f(n) = �, on a ξ(p) /∈ X par la même démonstration.

Soit alors N un modèle transitif de ZF contenant M et ayant pour élé-
ment X. La propriété (

) constitue, dans N , une définition par récurrence
de la fonction f : ω →{�,�}. Il en résulte que f ∈ N . Mais, d’après (
), on
a g ∈ N , donc G ∈ N d’après le lemme 17.4. Il en résulte que N ⊃ M[G],
ce qui termine la preuve du théorème 17.1.

C.Q.F.D.

Consistance de ACD + «toute partie de R est mesurable »

On se propose, dans cette section, de montrer un résultat bien connu de
R. Solovay [29] :

Théorème 17.8. Si ZF + AC +CI est non-contradictoire, alors ZF+AF+ACD+
«toute partie de R est mesurable-Lebesgue» l’est aussi.

(Rappelons que CI est l’axiome: « Il existe un cardinal inaccessible»).

Remarque. Ce résultat est intéressant, car il montre que l’on peut admettre
l’axiome: «toute partie deRn est mesurable», tout en conservant une forme
de l’axiome du choix (à savoir ACD) qui est tout à fait suffisante pour déve-
lopper la théorie de la mesure de Lebesgue et, en fait, pratiquement toute
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l’analyse. Bien entendu, on ne peut pas conserver l’axiome du choix lui-
même, puisqu’il a pour conséquence l’existence de parties non mesurables
deR (voir [11]).

Soit P un arbre; alors P ∩ {�,�}n+� � �(P ∩{�,�}n) : en effet, si p ∈
P ∩ {�,�}n+�, alors p |	n ∈ P ∩ {�,�}n, et p |	n a, au plus, deux prolonge-

ments dans P ∩ {�,�}n+�. Il en résulte que �
−n(P ∩ {�,�}n) est une suite

décroissante de réels compris entre � et �. Sa limite est appelée mesure de
P et notée μ(P).
On a immédiatement:

• Si P ⊂ P ′ alors ��μ(P)�μ(P ′)� �.
• μ(P ∪P ′) +μ(P ∩P ′) = μ(P) +μ(P ′).
• Si P est fini, alors μ(P) = �.

On désignera par S l’ensemble des arbres de mesure > �, ordonné par in-
clusion.

Lemme 17.9. Soient n ∈ ω, et P� un arbre tel que μ(P�) = � ; alors {P ∈ S ;
P ∩P� est fini et P ∩{�,�}n = �} est dense dans S.

Etant donné Q ∈ S, on choisit m� n tel que �
−m(P� ∩{�,�}m) < μ(Q),

ce qui est possible, puisque μ(P�) = �. Pour chaque p ∈ A, on pose:

Qp = {q ∈ Q; q est comparable à p}.
On voit immédiatement que Q = ⋃{Qp ; p ∈ {�,�}m}, et que, si p,p′ ∈

{�,�}m et p �= p′, alors Qp ∩Qp′ ⊂ {�,�}m−�, donc Qp ∩Qp′ est fini.
On pose Q′ = ⋃{Qp ; p ∈ {�,�}m ∩P�} et Q′′ = ⋃{Qp ; p ∈ {�,�}m 	

P�}. Alors Q′∩Q′′ est fini (car il est contenu dans {�,�}m−�), et Q = Q′∪Q′′.
Il en résulte que μ(Q) = μ(Q′) +μ(Q′′). Or μ(Q′)� �

−m(P� ∩ {�,�}m) <

μ(Q), et donc μ(Q′′) > �.
Or μ(Q′′) = ∑{μ(Qp) ; p ∈ {�,�}m 	 P�}, puisque, si p,p′ ∈ {�, �}m

et p �= p′, alors μ(Qp ∩ Qp′) = �. On peut donc choisir p ∈ {�,�}m 	 P�

tel que μ(Qp) > �. On pose P = Qp, et on a donc P ∈ S, P ⊂ Q, et
P ∩{�,�}n a pour seul élément p |	n ; de plus P ∩P� ⊂ {�,�}m−� est fini.

C.Q.F.D.

Soient M un modèle dénombrable transitif de ZF + AF +AC, et SM l’en-
semble des arbres de mesure > � qui sont dans M. Cet ensemble sera aussi
noté S, pour simplifier, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguïté.

Théorème 17.10. Soit N un modèle transitif de ZF, qui contient M.
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i) Soient g : ω → {�,�}, g ∈ N , et Gg = {P ∈ SM ; g |	n ∈ P pour
tout n ∈ ω}. Pour que Gg soit SM-générique sur M, il faut et il suffit que Gg

rencontre toutes les antichaînes maximales de SM qui sont dans M.
ii) Inversement, soit G ∈ N , G étant SM-générique sur M. Alors

⋂
G est

une branche infinie; autrement dit, il existe, dans N , une fonction g : ω →
{�,�} et une seule, telle que g |	n ∈ P pour tout n ∈ ω et tout P ∈ G. On a
alors G = Gg.

i) La condition est évidemment nécessaire, puisqu’une antichaîne maxi-
male est une partie prédense de S. Inversement, supposons que Gg ren-
contre toutes les antichaînes maximales de S qui sont dans M. D’après le
théorème 11.2, il suffit de vérifier que, si P,P ′ ∈ Gg, alors P et P ′ sont
compatibles, autrement dit que μ(P ∩P ′) > �.

Or, si μ(P ∩ P ′) = �, l’ensemble D = {Q ∈ S ; P ∩ P ′ ∩ Q est fini}
est dense dans S, d’après le lemme 17.9. D’après le lemme 11.1, il existe une
antichaîne maximale X de S, X ⊂ D. Par hypothèse, on a X∩Gg �= ∅, et il
existe donc Q ∈ Gg tel que P ∩P ′ ∩Q soit fini. Ceci est une contradiction,
puisque g |	n ∈ P ∩P ′ ∩Q pour tout n ∈ ω.

ii) D’après le lemme 17.9, appliqué avec P� = ∅, il existe Qn ∈ G tel que
Qn ∩ {�,�}n ait un seul élément gn. Si P ∈ G, P est compatible avec Qn,
donc P ∩Qn ∈ S. On a donc P ∩Qn ∩ {�,�}n �= ∅, d’où gn ∈ P . Par suite
gn = {�,�}n ∩ ⋂

G. Il en résulte aussi que m � n ⇒ gm ⊂ gn, et il existe
donc g : ω →{�,�} telle que gn = g |	n.

Soit maintenant P� un arbre tel que g |	n ∈ P� pour tout n ∈ ω. On
montre d’abord que P� ∈ S : en effet, si ce n’est pas le cas, on a μ(P�) = �,
et donc {P ∈ S ; P ∩ P� est fini} est dense dans S, d’après le lemme 17.9.
Il existe donc P ∈ G tel que P ∩ P� soit fini, ce qui est une contradiction,
puisque g |	n ∈ P ∩P� pour tout n ∈ ω.

Soit P un élément quelconque de G. On ag |	n ∈ P∩P�, donc P∩P� ∈ S

d’après ce que l’on vient de montrer. Il en résulte que P� est compatible avec
tout élément de G, et donc P� ∈ G (cf. page 124).

C.Q.F.D.

Une fonction g : ω → {�,�} telle que Gg soit SM-générique sur M
est appelée réel de Solovay sur M, ou encore réel aléatoire sur M. Tout SM-
générique sur M correspond donc canoniquement à un réel aléatoire sur M.

Si g est un réel aléatoire sur M, tout modèle transitif de ZF qui contient
M et a pour élément g (resp. Gg) a aussi pour élément Gg (resp. g). Le
modèle M[Gg] est donc aussi noté M[g].
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Soit U ⊂ {�,�}n, avec n ∈ ω. Nous noterons A(U) l’arbre {p ∈ A; p est
comparable à un élément de U}. Un arbre P sera dit simple s’il existe n ∈ ω

et U ⊂ {�,�}n tels que P = A(U). Notons que l’on a alors μ(P) = �
−nU.

Lemme 17.11. i) Si P = A(U) est un arbre simple, avec U ⊂ {�, �}m, alors
pour tout n�m, on a P = A(V), avec V = P ∩ {�,�}n.
ii) Si P,Q sont des arbres simples, P ∪Q et P ∩Q le sont aussi.
iii) Soient P un arbre, et ε > �. Il existe un arbre simple P ′ tel que P 	 P ′
soit fini, et μ(P ′)�μ(P) + ε.

i) Immédiat.
ii) Soient U ⊂ {�,�}m et V ⊂ {�,�}n tels que P = A(U), Q = A(V).

Supposons m � n ; on a alors P = A(U′) où U′ = P ∩ {�,�}n. Donc
P ∪Q = A(U′ ∪V) et P ∩Q = A(U′ ∩V).

iii) On choisit n ∈ ω tel que �
−n(P ∩ {�,�}n) � μ(P) + ε. On pose

U = P ∩ {�,�}n, et P ′ = A(U). Alors P 	 P ′ ⊂ {�,�}n−� et est donc fini.
De plus μ(P ′) = �

−nU �μ(P) +ε.
C.Q.F.D.

Lemme 17.12. Soit (Qk)k∈ω une suite croissante d’arbres (Qk ⊂ Qk+� pour
tout k ∈ ω) telle que ���k∈ω μ(Qk) < �. Il existe alors P ∈ S tel que P ∩Qk

soit fini quel que soit k ∈ ω.

Soit ε > � tel que ���k μ(Qk) � � − �ε. D’après le lemme 17.11(iii), il
existe un arbre simple Q′

k tel que Qk	Q′
k soit fini, et μ(Q′

k)�μ(Qk)+�
−kε.

On pose Q′′
k = Q′

�
∪. . .∪Q′

k. Alors (Q′′
k)k∈ω est une suite croissante d’arbres

simples, d’après le lemme 17.11(ii), et Qk 	 Q′′
k est fini. De plus μ(Q′′

k) <

μ(Qk)+�ε : on montre, en effet, par récurrence sur k, que μ(Q′′
k)�μ(Qk)+

ε+ε/�+· · ·+ε/�k. C’est vrai pour k = �, puisque Q′′
�
= Q′

�
. En admettant

ce résultat pour k, on a μ(Q′′
k+�

) = μ(Q′′
k ∪ Q′

k+�
) = μ(Q′′

k) +μ(Q′
k+�

) −
μ(Q′′

k ∩Q′
k+�

). Or Qk 	Q′
k+�

⊂ Qk+� 	Q′
k+�

(puisque Qk ⊂ Qk+�), donc
Qk	Q′

k+�
est fini. Par suite, μ(Q′′

k ∩Q′
k+�

)�μ(Q′′
k∩Qk) = μ(Qk) (puisque

Q′′
k ⊃ Qk) ; il en résulte que μ(Q′′

k+�
) � [μ(Q′′

k) − μ(Qk)] + μ(Q′
k+�

) �
[ε+ε/�+· · ·+ε/�k]+[μ(Qk+�)+ε/�k+�], ce qui donne le résultat voulu.
Puisque μ(Qk)� �−�ε, on a ainsi montré que μ(Q′′

k)� �− ε.

Comme Q′′
k est un arbre simple, on a Q′′

k = A(Uk), avec Uk ⊂ {�,�}nk .
D’après le lemme 17.11(i), on peut supposer que la suite d’entiers nk est
strictement croissante.

On a �−ε �μ(Q′′
k) = μ(A(Uk)) = �

−nkUk. Donc Uk � �
nk(�−ε).

On pose U′
k = {�,�}nk 	Uk, et on définit l’arbre:
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P = {p ∈ A; (∃k ∈ ω)(∃q ∈ U′
k)p ⊂ q}.

On a μ(P) = ���k∈ω �
−nk(P ∩ {�,�}nk) puisque la suite nk est strictement

croissante. Comme P ∩{�,�}nk ⊃ U′
k, on a μ(P)� ���k∈ω �

−nkU′
k. Or U′

k =
�
nk −Uk � �

nkε. Il en résulte que μ(P)� ε, et donc P ∈ S.

Soit p ∈ P ∩Q′′
k ; on montre que l’entier Dom(p) est � nk : supposons

en effet que Dom(p) > nk. Puisque p ∈ Q′′
k = A(Uk), il existe r ∈ Uk qui

est comparable à p. Mais Dom(r) = nk < Dom(p), et donc r ⊂ p. Puisque
p ∈ P , il existe l ∈ ω et q ∈ U′

l tels que p ⊂ q. Comme nl = Dom(q) �
Dom(p) > nk, on voit que l > k. Or r ∈ Uk, r ⊂ q, donc q ∈ A(Uk) = Q′′

k .
Comme l > k, on a Q′′

l ⊃ Q′′
k , donc q ∈ Q′′

l = A(Ul). Mais cela contredit le
fait que q ∈ U′

l .
On a ainsi démontré que P ∩Q′′

k est fini pour tout k ∈ ω. Il en est donc
de même de P ∩Qk, puisque Qk 	Q′′

k est fini.
C.Q.F.D.

Théorème 17.13. i) S satisfait la condition d’antichaîne dénombrable.
ii) Pour qu’une antichaîne (Pn)n∈ω de S soit maximale, il faut et il suffit que∑

n∈ω μ(Pn) = �.

P,P ′ ∈ S sont incompatibles si, et seulement si μ(P∩P ′) = �. Par suite,
si {P�, . . . ,Pk} est une antichaîne finie de S, on a μ(P�) +· · · + μ(Pk) =
μ(P� ∪ . . . ∪Pk)� �.

i) Soient alors X une antichaîne de S, et pour chaque entier n > �, Xn =
{P ∈ X ;μ(P) > �/n}. Alors Xn est de cardinal < n. Donc X = ⋃

n>�
Xn

est dénombrable.
ii) Soit (Pn)n∈ω une antichaîne de S telle que

∑
n∈ω μ(Pn) = �. Soit

P ∈ S incompatible avec tous les Pn. Si k est un entier > �, il existe N ∈ ω

tel que
∑

n�N μ(Pn)� �−�/k. Comme {P,P�, . . . ,PN} est une antichaîne
finie de S, on a μ(P) + ∑

n�N μ(Pn) � �, et donc μ(P) � �/k. Comme
k est arbitrairement grand, on a μ(P) = �, ce qui est une contradiction.
L’antichaîne (Pn)n∈ω est donc maximale.

Inversement, soit (Pn)n∈ω une antichaîne de S telle que
∑

n∈ω μ(Pn) < �.
On pose Qk = ⋃

n�k Pn ; alors (Qk)k∈ω est une suite croissante d’arbres, et
���k∈ω μ(Qk) = ∑

n∈ω μ(Pn) < �. D’après le lemme 17.12, il existe P ∈ S

tel que P ∩ Qk soit fini quel que soit k ∈ ω. Donc μ(P ∩ Qk) = �, et P

est incompatible avec Qk, donc aussi avec Pk, pour tout k ∈ ω. L’antichaîne
(Pk)k∈ω n’est donc pas maximale.

C.Q.F.D.
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Dans la suite de ce chapitre, nous utiliserons des notions et des résultats
classiques de théorie de la mesure, que le lecteur pourra trouver, par exemple,
dans [11]. Nous les énumérons ci-dessous:

• L’ensemble des boréliens de {�,�}ω est le plus petit ensemble B de
parties de {�, �}ω ayant les trois propriétés suivantes :

i) tout ouvert-fermé de {�,�}ω est élément de B ;
(rappelons qu’un ouvert-fermé de {�,�}ω est de la forme {h ∈ {�,�}ω ;
h(n�) = ε�, . . . ,h(nk) = εk}, avec n�, . . . ,nk ∈ ω et ε�, . . . , εk ∈
{�,�}) ;

ii) si B ∈ B, alors ({�,�}ω 	B) ∈ B ;

iii) si Bn ∈ B et Bn ⊂ Bn+� pour tout n ∈ ω, alors
⋃

n∈ω Bn ∈ B.

• Si (Bn)n∈ω est une suite de boréliens, alors
⋃

n∈ω Bn et
⋂

n∈ω Bn sont
boréliens.

• La mesure de Lebesgue λ sur {�,�}ω est la seule application de l’ensem-
ble B des boréliens dans [�,�], telle que:

i) λ est dénombrablement additive, en d’autres termes: si (Bn)n∈ω

est une suite de boréliens deux à deux disjoints, alors λ(
⋃

n∈ω Bn) =∑
n∈ω λ(Bn) ;

ii) λ({h ∈ {�,�}ω ; h |	n = p}) = �
−n quels que soient l’entier n et

p ∈ {�,�}n ; en particulier , λ est une probabilité, ce qui veut dire que
λ({�,�}ω) = �.

• Une partie X de {�,�}ω est dite mesurable-Lebesgue s’il existe deux
boréliens B, B′ de {�,�}ω, tels que B ⊂ X ⊂ B′, et λ(B) = λ(B′).

Théorème 17.14. Soient M ⊂ N deux modèles dénombrables transitifs de
ZF + AF + AC. On suppose que P(ω)M est dénombrable dans N . Alors
l’ensemble des réels aléatoires sur M qui sont dans N est, dans N , un borélien
de {�,�}ω, qui est de mesure � pour la mesure de Lebesgue.

Soit A ∈ M l’ensemble des antichaînes maximales de SM qui sont dans
M. A est un ensemble de parties dénombrables de SM (théorème 17.13(i)).
Donc A a au plus la puissance du continu dans M, et par suite, est dénom-
brable dans N .

Soit g : ω →{�,�}, g ∈ N . D’après le théorème 17.10(i), pour que g soit
un réel aléatoire sur M, il faut et il suffit que Gg ∩X �= ∅, pour tout X ∈ A.
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Pour chaque arbre P , soit P̂ le fermé de {�,�}ω associé à P , défini
page 219. Il est clair que μ(P) = λ(P̂) (mesure de Lebesgue du fermé P̂).

Si X ∈ A, la condition Gg ∩X �= ∅ s’écrit (∃P ∈ X)P ∈ Gg, autrement
dit g ∈ ⋃{P̂ ; P ∈ X}. Par suite, pour que g soit un réel aléatoire sur M, il
faut et il suffit que g ∈ ⋂

X∈A

⋃{P̂ ; P ∈ X}.
Comme X est une antichaîne maximale de SM, donc est dénombrable,⋃{P̂ ; P ∈ X} est un borélien (en fait, une réunion dénombrable de fer-

més). D’après le théorème 17.13(ii), ce borélien est de mesure �. Or A est
dénombrable dans N , et donc l’ensemble

⋂
X∈A

⋃{P̂ ; P ∈ X} est une
intersection dénombrable de boréliens de mesure �. C’est donc aussi, dans
N , un borélien de mesure � de {�,�}ω.

C.Q.F.D.

On considère maintenant à nouveau le modèle de Lévy, construit au
chapitre 15, page 189. Nous utiliserons ici les notations de cette section:

M est un modèle transitif de ZF+AF+CI+V = L ; κ est un cardinal inac-
cessible de M ; G = (Gα)α<κ est C-générique sur M, avec C = ⊗

α<κ Cα,
Gα étant Cα-générique sur M. Pour chaque α < κ, on a G = Hα × Hα ;
Hα = (Gβ)β�α et Hα = (Gβ)α<β<κ sont génériques sur M respectivement
pour les ensembles de conditions

⊗
β�α Cβ et

⊗
α<β<κ Cβ .

Lemme 17.15. Pour tout α ∈ κ, l’ensemble ordonné
⊗

α�β<κ Cβ est iso-
morphe à une partie dense de C.

Si α �β, alors Cβ est isomorphe à une partie dense de Cα ×Cβ , d’après

l’exercice 32(ii) (puisque ℵβ = ℵα ×ℵβ). Donc
⊗

ξ<α Cα+ξ est isomorphe à
une partie dense de

⊗
ξ<α(Cξ ×Cα+ξ ) = ⊗

ξ<α+α Cξ . Donc
⊗

α�β<κ Cβ =⊗
ξ<α Cα+ξ ×⊗

α+α�ξ<κ Cξ est isomorphe à une partie dense de l’ensemble⊗
ξ<α+α Cξ ×⊗

α+α�ξ<κ Cξ qui est isomorphe à C.
C.Q.F.D.

Lemme 17.16. Soit g ∈ M[G] un réel aléatoire sur M. On a alors M[G] =
M[g][G′], où G′ est C-générique sur M[g].

D’après le lemme 15.6, il existe α ∈ κ tel que g ∈ M[Hα], et donc
M[g] ⊂ M[Hα]. Or Hα est

⊗
β�α Cβ-générique sur M, et l’ensemble de

conditions
⊗

β�α Cβ est de cardinal ℵα dans M, et donc dénombrable dans
M[Hα]. On peut alors appliquer l’exercice 36(ii), en prenant N = M[g]. Il
en résulte que, si r est C�-générique sur M[Hα], il existe G̃α, qui est Cα-
générique sur M[g], tel que M[Hα][r] = M[g][G̃α].
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Par ailleurs, on aM[G] = M[Hα][Hα], oùHα est
⊗

α<β<κ Cβ-générique
sur M[Hα]. L’ensemble ordonné Cα+� est isomorphe à une partie dense de
C� × Cα+�, d’après l’exercice 32(ii) (puisque ℵα+� est équipotent à ℵ� ×
ℵα+�). Donc l’ensemble de conditions

⊗
α<β<κ Cβ = Cα+�×⊗

α+�<β<κ Cβ

est isomorphe à une partie dense de C� × Cα+� × ⊗
α+�<β<κ Cβ = C� ×⊗

α<β<κ Cβ . D’après le théorème 11.3, on a donc M[G] = M[Hα][Hα] =
M[Hα][r][H̃α], où r est C�-générique sur M[Hα], et H̃α est

⊗
α<β<κ Cβ-

générique sur M[Hα][r].
Or, ainsi qu’on l’a vu plus haut, on a M[Hα][r] = M[g][G̃α] ; donc

M[G] = M[g][G̃α][H̃α], où G̃α×H̃α est générique sur M[g] pour l’ensem-
ble de conditions Cα × ⊗

α<β<κ Cβ , c’est-à-dire
⊗

α�β<κ Cβ . D’après le
lemme 17.15, cet ensemble de conditions est isomorphe à une partie dense
de C. Il existe donc (théorème 11.3), un C-générique G′ sur M[g] tel que
M[G] = M[g][G′].

C.Q.F.D.

Remarque. Le lemme 17.16 est vrai avec, comme seule hypothèse sur g, que
g est une suite d’éléments de M qui est dans M[G]. La preuve est la même,
le modèle M[g] étant alors défini en utilisant le théorème 16.13.

Théorème 17.17. Dans M[G], toute partie de {�, �}ω qui est définissable en
termes d’éléments de M est mesurable-Lebesgue.

Soit U ∈ M[G], U ⊂ {�,�}ω, définissable en termes d’éléments de M.
On a donc U = {r ∈ {�,�}ω ; M[G] satisfait F(r)}, où F(x) est un énoncé
fixé, à une variable libre, à paramètres dans M.

Soit � ⊂ {�,�}ω l’ensemble des réels aléatoires sur M qui sont dans
M[G]. D’après le théorème 17.14, � est un borélien de mesure �. Il suffit
donc de montrer que U ∩� est un borélien.

Soit g ∈ � ; pour que g ∈ U, il faut et il suffit que F(g) soit vrai
dans M[G]. D’après le lemme 17.16, on a M[G] = M[g][G′], où G′ est
C-générique sur M[g]. Comme l’ensemble de conditions C est homogène
(théorèmes 14.2 et 14.3), on peut appliquer le lemme 13.4 à ce générique G′ ;
on en déduit que M[g][G′] satisfait l’énoncé F(g) si, et seulement si M[g]
satisfait l’énoncé (∃p ∈ C)p � F(g). Si l’on désigne par F ′(x) l’énoncé
(∃p ∈ C)p � F(x̄), cette condition s’exprime: «M[g] satisfait F ′(ĝ)»; ou
encore: «M[g] satisfait F ′′(g) », F ′′(x) étant l’énoncé F ′(x̂), à une variable
libre, à paramètres dans M.

Soit Gg le S-générique sur M associé au réel aléatoire g. D’après le
théorème 17.10(ii), g est la seule fonction de ω dans {�,�} telle que g |	n =
{�,�}n ∩ ⋂

Gg pour tout n ∈ ω. On a donc montré que, pour tout g ∈ �,
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on a g ∈ U si et seulement si M[g] satisfait E(Gg), où E(x) est l’énoncé
suivant, à une variable libre, à paramètres dans M :

(∃h ∈ {�,�}ω)[F ′′(h) et (∀n ∈ ω)(h |	n = {�,�}n ∩⋂
x)].

Soit � l’objet de M, défini page 130, associé à l’ensemble de conditions
S. On a donc φ(�) = Gg, φ étant la fonction contractante associée au
générique Gg. D’après le lemme de vérité, M[g] = M[Gg] satisfait E(Gg)

si et seulement s’il existe P ∈ Gg tel que P �E(�̄). Il en résulte que
U ∩� = {g ∈ � ; (∃P ∈ Gg)P �E(�̄)}.

A chaque P ∈ SM, on a fait correspondre un fermé P̂ de {�,�}ω dans
M[G], défini par P̂ = {h ∈ {�,�}ω ; h ∈ M[G] et (∀n ∈ ω)h |	n ∈ P}. Or,
la condition P ∈ Gg équivaut à (∀n ∈ ω)(g |	n ∈ P) (théorème 17.10(ii)),
c’est-à-dire à g ∈ P̂ . On a donc U ∩� = ⋃{P̂ ; P ∈ SM, P �E(�̄)}.

Comme SM est dénombrable dans M[G], il en résulte que U ∩ � est
une réunion dénombrable de fermés, donc est un borélien.

C.Q.F.D.

Théorème 17.18. Dans M[G], toute partie de {�, �}ω qui est définissable en
termes d’une suite d’éléments de M est mesurable au sens de Lebesgue.

Soit U ⊂ {�,�}ω, U ∈ M[G], définissable en termes d’une suite d’élé-
ments de M. On a donc U = {r ∈ {�,�}ω ; M[G] satisfait F(r, s)}, où
F(x,y) est un énoncé fixé, à deux variables libres, sans paramètre et s :
ω → M.

D’après le lemme 15.6, il existe α ∈ κ tel que s ∈ M[Hα]. Or on aM[G] =
M[Hα][Hα], où Hα est

⊗
α<β<κ Cβ-générique sur M[Hα]. L’ensemble de

conditions
⊗

α<β<κ Cβ = ⊗
α+��β<κ Cβ est isomorphe à une partie dense

de C (lemme 17.15). D’après le théorème 11.3, il existe donc G′, C-générique
sur M[Hα], tel que M[G] = M[Hα][G′]. On obtient alors le résultat cherché,
en appliquant le théorème 17.17 avec M[Hα] au lieu de M, et G′ au lieu de
G, puisque l’énoncé F(x, s) est à paramètres dans M[Hα].

C.Q.F.D.

Théorème 17.19 (Solovay). Si ZF +AC + CI est consistant, alors les théories
suivantes le sont également :

i) ZF + AF +AC+ «toute partie de {�,�}ω qui est définissable en termes
d’une suite d’ordinaux est mesurable-Lebesgue».

ii) ZF + AF +ACD+ «toute partie de {�,�}ω est mesurable-Lebesgue ».

Preuve de (i) : Le modèle M[G] satisfait cette théorie, d’après le théo-
rème 17.18.
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Preuve de (ii) : La collection HDMω construite dans M[G] satisfait ZF +
AF + ACD (corollaire 14.5). Or {�,�}ω est évidemment le même ensemble,
dans les modèles M[G] et HDMω. On montre alors le

Lemme 17.20. Tout sous-ensemble de {�,�}ω, qui est borélien dans M[G],
l’est aussi dans HDMω, et sa mesure y est la même.

On considère, dans M[G] l’ensemble X des boréliens de {�,�}ω qui ont
cette propriété. On vérifie que:

- Si B est un fermé élémentaire de {�,�}ω, alors B ∈ X.
- Si B ∈ X, alors ({�,�}ω 	B) ∈ X ; en effet, λ({�,�}ω 	B) = �−λ(B).
- Si (Bn)n∈ω est une suite croissante d’éléments de X, alors

⋃
n∈ω Bn ∈

X. En effet, la suite (Bn)n∈ω est dans HDMω d’après le lemme 14.4; de plus,
on a λ(

⋃
n∈ω Bn) = ���n∈ω λ(Bn).

D’après la définition de l’ensemble des boréliens de {�,�}ω, il en résulte
que tout borélien de M[G] a cette propriété.

C.Q.F.D.

Fin de la preuve du théorème 17.19(ii) : soit X une partie de {�,�}ω qui
est dans HDMω. D’après le théorème 17.18, X est mesurable-Lebesgue dans
M[G], ce qui veut dire qu’il existe, dans M[G], deux boréliens B, B′ de
{�,�}ω, tels que B ⊂ X ⊂ B′ et λ(B) = λ(B′). D’après le lemme 17.20, cette
propriété est aussi vraie dans HDMω, ce qui veut dire que X est mesurable-
Lebesgue dans HDMω.

C.Q.F.D.

On sait (voir [11]) qu’il existe une bijection de {�,�}ω sur R qui est me-
surable ainsi que son inverse, la définition de cette bijection n’utilisant pas
l’axiome du choix. Le théorème 17.8 se déduit alors immédiatement du théo-
rème 17.19(ii).





Exercices

Chapitres 1, 2, 3

1. Montrer que, dans la théorie ZF privée de l’axiome de l’infini, l’énoncé
suivant équivaut à l’axiome de l’infini : « il existe un ensemble a et une in-
jection de a dans une partie propre de a ».

Indication. Prendre x� ∈ a � Im(f), et définir xn par induction sur n, en
posant xn+� = f(xn).

2. (Théorème de Cantor-Bernstein.) On se place dans un univers satisfaisant
ZF. Soient X un ensemble, Y une partie de X, φ une injection de X dans
Y . Une partie Z de X sera dite close (pour φ) si x ∈ Z ⇒ φx ∈ Z. Pour
chaque partie P de X, on note P la plus petite partie close de X contenant
P (intersection de l’ensemble des parties closes de X contenant P).

On pose A = X � Y ; montrer que φ |�Ā est une bijection de Ā sur
Ā ∩ Im(φ). On définit ψ : X → Y , en posant ψ(x) = φ(x) pour x ∈ Ā,
ψ(x) = x pour x ∈ X � Ā. Montrer que ψ est une bijection de X sur Y .

En déduire que, si a,b sont deux ensembles tels qu’il existe une injection
de chacun d’eux dans l’autre, alors il existe une bijection de a sur b.

3. Etant donné deux ordinaux α,β, on dit que α est cofinal à β, s’il existe
une fonction f : β → α strictement croissante (γ < γ ′ < β ⇒ f(γ) <

f(γ ′)) dont l’image n’est pas strictement majorée dans α (pour tout δ ∈ α,
il existe γ ∈ β tel que f(γ)� δ).

Montrer que la relation «α est cofinal à β » est réflexive et transitive.
Quels sont les ordinaux cofinaux à 1?

La cofinalité de α (notée cof(α)) est, par définition, le premier ordinal
auquel α est cofinal. Un ordinal κ est dit régulier si cof(κ) = κ. Montrer que,
pour tout ordinal α, cof(α) est un ordinal régulier�α.

235
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Montrer que tout ordinal régulier est un cardinal ; que ℵα+� est régulier
quel que soit α.

Etant donnés un cardinal infini κ et un cardinal régulier infini ρ, montrer
que l’on a cof(κ) = ρ si et seulement s’il existe une famille croissante (κα)α<ρ

de cardinaux < κ tels que κ = ∑
α<ρ κα (on suppose que AC est satisfait).

Un cardinal infini est dit singulier s’il n’est pas régulier. Quel est le pre-
mier cardinal singulier?

4. On considère un univers satisfaisant ZF+AC. Soient σ un cardinal infini,
λ un ordinal, (Xα)α<λ une famille croissante (α < β < λ ⇒ Xα ⊂ Xβ)

d’ensembles, tous de cardinal < σ . Montrer que
⋃

α<λ Xα � σ .

5. Soit λ un ordinal tel que cof(λ) = σ > ω (voir l’exercice 3). Soit B
l’ensemble des parties X de λ ayant les deux propriétés suivantes :

• X n’est pas majoré dans λ (pour tout α ∈ λ, il existe β ∈ X,β �α).
• Si (αn)n∈ω est une suite croissante d’éléments de X, alors ���αn ∈ X.

Montrer que si (Xδ)δ<μ est une famille d’éléments de B indexée par un
ordinal μ < σ , alors

⋂
δ<μ Xδ ∈ B (autrement dit, B est une base d’un

filtre σ-complet sur λ).

Indication. Etant donné α < λ, on construit une famille αn
δ (δ < μ,

n < ω) d’éléments de λ de la façon suivante: α�

�
est le premier élément de

X� qui est > α ; αn+�

�
est le premier élément de X� qui est > ���δ<μ αn

δ ;
pour δ > �, αn

δ est le premier élément de Xδ qui est > ���γ<δ αn
γ . Montrer

alors que ���αn
�

∈ ⋂
δ<μ Xδ et est > α.

6. (Lemme de König.) On considère un univers satisfaisant ZF + AC.

i) Soient (ai)i∈I , (bi)i∈I deux familles d’ensembles telles que ai < bi

pour tout i ∈ I. Montrer que
∑

i∈I ai <
∏

i∈I bi.

ii) Montrer que cof(�κ) > κ, quel que soit le cardinal infini κ.

Indications. i) On peut supposer les ai deux à deux disjoints. Soit f une
application surjective de

⋃
i∈I ai sur

∏
i∈I bi s’il en existe. Pour chaque j ∈ I ,

soit fj : aj → bj la fonction composée de l’injection canonique de aj dans⋃
i∈I ai, de f , et de la projection canonique de

∏
i∈I bi sur bj ; fj n’est pas

surjective d’où (d’après AC) une famille (yi)i∈I telle que yi ∈ bi � Im(fi)

pour tout i ∈ I. Il existe x ∈ ⋃
i∈I ai tel que f(x) = (yi)i∈I , puisque f

est surjective. Alors x ∈ aj pour un j ∈ I , et fj(x) = yj , ce qui est une
contradiction.
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ii) Si λ = cof(�κ) est� κ, on a �κ = ∑
α∈λ κα, (κα)α∈λ étant une famille

de cardinaux < �κ (exercice 3). D’après le résultat précédent, on a alors
∑

α∈λ κα < (�κ)λ = �κ .

7. Soit y = F(x) une relation fonctionnelle, de domaine On, à valeurs dans
On, croissante (α < β ⇒ F(α) < F(β)). Etant donné un ordinal limite α,
F est dite continue en α si F(α) = ���β<α F(β) ; F est dite continue si elle
est continue en tous les ordinaux limites.

On appelle point fixe de F un ordinal α tel que F(α) = α.
i) Montrer que, si F est croissante et continue (ou même seulement

continue pour tous les ordinaux cofinaux à ω), alors, pour tout ordinal α, il
existe un point fixe de F qui est > α.

ii) Montrer que si F,F ′ sont croissantes et continues pour tous les or-
dinaux cofinaux à ω, alors, pour tout ordinal α, F et F ′ ont un point fixe
commun > α.

Montrer (en supposant AC) qu’il existe des ordinaux α aussi grands que

l’on veut, tels que Vα = ℵα = α.

Indication. Définir une suite (αn)n∈ω d’ordinaux, avec α� > α, en posant
αn+� = F(αn) (cas i) ou F ′(F(αn)) (cas ii). Utiliser le lemme 2.1.

8. On considère un univers qui satisfait ZF + AF + AC. Un ensemble a est
dit héréditairement dénombrable si Cl(a) est dénombrable ou finie. Soit HD
la collection des ensembles héréditairement dénombrables.

Montrer que HD(x) ⇒ rg(x) < ℵ� ; en déduire que HD est un ensemble.
Montrer que HD satisfait tous les axiomes de ZF+AF+AC sauf l’axiome

de l’ensemble des parties.

9. On considère les trois énoncés suivants :
a) ∀x[x est bien ordonnable ⇒ P(x) est bien ordonnable] ;
b) ∀α[On(α) ⇒ P(α) est bien ordonnable] ;
c) ∀x[x est totalement ordonnable ⇒ x est bien ordonnable].
Montrer, dans ZF, que c ⇒ a,a ⇔ b.
Montrer, dans ZF+AF, que ces trois énoncés sont équivalents à l’axiome

du choix.

Indications. Pour montrer que (a) ⇒ AC, considérer le premier ordinal α

tel que Vα ne soit pas bien ordonnable (s’il existe un tel α). Montrer que α

est limite. Soient λ la borne supérieure des ordinaux qui sont isomorphes à
un bon ordre sur Vβ pour β < α, et r un bon ordre sur P(λ).
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Définir par induction une fonction β �→ rβ , de domaine α, rβ étant un
bon ordre sur Vβ , d’ordinal λβ , de façon que, si γ < β < α, Vγ muni de rγ
soit un segment initial de Vβ muni de rβ : si β est un ordinal limite, on pose
rβ = ⋃

γ<β rγ . Si β = γ + �, on a λγ � λ (par définition de λ) ; r étant un
bon ordre sur P(λ), on en déduit immédiatement un bon ordre sur P(λγ ),
donc sur P(Vγ ) = Vβ .

Alors
⋃

α<β rβ est un bon ordre sur Vα, ce qui est une contradiction.

10. On considère un univers qui satisfait Z + AF + AC (Z est la théorie des
ensembles de Zermelo). Soit M� un ensemble transitif tel que ω ⊂ M�. On
définit Mn(n ∈ ω) par récurrence, en posant Mn+� = P(Mn). Soit M la
réunion (au sens intuitif) des ensembles Mn pour n ∈ ω.

i) Montrer que Mn est une suite croissante d’ensembles transitifs, et que
M est une collection.

ii) Montrer que M est un modèle de Z+ AF + AC.
iii) Montrer que, si la théorie Z+AF +AC est consistante, alors les deux

énoncés suivants n’en sont pas conséquences:

∃a[∅ ∈ a et ∀x(x ∈ a ⇒ {x} ∈ a)] ;
∃a[∅ ∈ a et ∀x(x ∈ a ⇒ P(x) ∈ a)].
Indication. i) M est définie par l’énoncé M(x) : (∃n ∈ ω)∃f(f est une

fonction de domaine n + � et f(�) = M� et (∀k ∈ n)f(k + �) = P(f(k))

et x ∈ f(n)).
iii) Prendre M� = ω.

Chapitres 4, 5, 6

11. On considère un univers satisfaisant ZF+AF+AC. Montrer que les or-
dinaux limites α tels que Vα satisfasse l’énoncé: « tout ensemble est équipo-
tent à un ordinal » sont les points fixes de la relation fonctionnelle croissante

continue y = Vα (voir l’exercice 7).

12. Soient U un univers satisfaisant ZF + AF, κ un ordinal régulier de
U (exercice 3), et E(x�, . . . , xn) un énoncé sans paramètre. Montrer que,
pour tout ordinal α, il existe un ordinal β > α, de cofinalité κ, tel que Vβ

convienne à l’énoncé E(x�, . . . , xn).

13. i) Montrer que, si les deux collections DO et HDO sont identiques, alors
on a ∀x DO(x).

ii) Montrer que, si DO satisfait l’axiome d’extensionnalité, on a ∀x DO(x).
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iii) Montrer que la collection DO satisfait tous les axiomes de ZF, sauf
peut-être l’axiome d’extensionnalité.

Indications. i) Considérer les ensembles Vα.
ii) En appliquant (i), on peut raisonner par l’absurde, en supposant que

DO �= HDO. Soit a de rang minimal tels que DO(a) et non HDO(a), et
b = {x ∈ a ; DO(x)}. Montrer que l’on a HDO(b), donc a �= b, et que a et
b ont les mêmes éléments dans DO.

14. Soient U un univers satisfaisant ZF+AF, et D la partie (au sens intuitif)
de U formée des objets définissables de U (a est définissable s’il existe un
énoncé E(x) sans paramètre, tel que ∀x(E(x) ⇔ x = a) soit vrai dans U).

i) Montrer que, si une collection C définie par un énoncé sans paramètre
contient tous les objets de D, elle contient tous les objets de DO.

ii) Montrer que tout énoncé clos à paramètres dans D est simultanément
vrai ou faux, dans D et dans DO (on dit que DO est une extension élémentaire
de D).

Indications. i) Considérer le premier objet de DO (suivant le bon ordre
défini sur DO) qui n’est pas dans C.

ii) Raisonner par induction (au sens intuitif) sur la longueur de E. Dans le
cas où E s’écrit ∃xF(x,a�, . . . , an) et est vrai dans DO, soit a le premier objet
de DO tel que F(a,a�, . . . , an). Alors a est dans D, et donc F(a,a�, . . . , an)

est vrai dans D.

15. Montrer qu’un objet a est dans DO si et seulement s’il existe un ordinal
α > rg(a) et une formule (x) à une variable libre sans paramètre tels que
val[(x),Vα] = {a}.

Indication. Considérer le premier objet a de DO qui n’a pas cette pro-
priété (s’il en existe). On l’a ainsi défini dans U par un énoncé A(x) sans
paramètre. D’après le schéma de réflexion, il est donc défini par A(x) dans
un certain Vα (α > rg(a)) et on a val[�A(x)�,Vα] = {a}.

16. (Amélioration du résultat de l’exercice 15). Ecrire un énoncé E(x) à une
variable libre, sans paramètre, ayant la propriété suivante: un objet a est
dans DO si et seulement s’il existe un ordinal limite α > rg(a) tel que E(x)

définisse a dans Vα (c’est-à-dire val(�E(x)�,Vα) = {a}).

Indications. On définit la relation fonctionnelle sans paramètre � =
�() dont le domaine est l’ensemble des formules (x,y) à deux variables
libres, à paramètres dans Vω ; pour une telle formule, �() est la formule
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(x, θ), à une variable libre, à paramètres dans Vω, où θ = (x,y) (donc
θ ∈ Vω). Soit A(x,y) l’énoncé sans paramètre: «y est une formule à deux
variables libres, à paramètres dans Vω, et x est le premier objet de DO (s’il
en existe) qui n’est défini dans aucun Vα (α ordinal limite > ω) par la for-
mule �(y)». Soient σ la formule �A(x,y)� (donc σ ∈ Vω), et E(x) l’énoncé
A(x,σ) ; a étant un objet de U, si E(a) est vrai dans U, a est défini dans U
par l’énoncé E(x). D’après le schéma de réflexion, il existe donc un ordinal
α limite > ω, α > rg(a), tel que a soit défini dans Vα par la formule �E(x)�.
Or on a �E(x)� = �A(x,σ)� = �(σ). L’énoncé A(a,σ) est donc faux, et
on a une contradiction. Dans U, on a donc ∀x non E(x), ou encore ∀x non
A(x,σ). Tout objet de DO est donc défini dans un Vα (α limite > ω) par la
formule �(σ), donc aussi par l’énoncé E(x).

Chapitres 7, 8, 9

17. Soit U� un modèle de ZF+ «la collection des atomes est un ensemble
équipotent à ω» + ∀x(x �= ∅ ⇒ ∃y[y ∈ x et (y∩x = ∅ ou y est un atome)])
(un tel modèle est construit page 77). Montrer que l’ensemble A des atomes
est dans DO, mais non dans HDO.

Indication. Un ensemble définissable en termes d’ordinaux est invariant
par tout automorphisme de U�. Les atomes ne sont donc pas dans DO.

18. Soient U un univers satisfaisant ZF, X un ensemble tel que P(X)∩X =
∅, et R ⊂ X� une relation binaire extensionnelle sur X (si x,x′ ∈ X et si
(∀y ∈ X)[(y,x) ∈ R ⇔ (y,x′) ∈ R], alors x = x′). On définit une fonction
f de domaine X en posant:

f(x) = {y ∈ X ; (y,x) ∈ R}.
Trouver une relation fonctionnelle y = F(x) qui prolonge f , et qui est

une bijection de U sur lui-même. Montrer que, dans l’univers U′ obtenu à
l’aide de F (voir page 73), il existe un ensemble transitif Y ayant les propriétés
suivantes :

∀x[x ∈′ Y ⇔ x ∈ X] ; ∀x∀y[x ∈′ Y et y ∈′ Y ⇒ (y ∈′ x ⇔ (y,x) ∈ R)].
Montrer que pour tout énoncé clos E(a�, . . . , ak) à paramètres a�, . . . , ak

∈ X, le modèle (X,R) satisfait E(a�, . . . , ak) si et seulement si U′ satisfait
EY(a�, . . . , ak).
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Montrer que, si ZF est non-contradictoire, alors ZF + «il existe un en-
semble transitif Y sur lequel la relation d’appartenance est isomorphe à la
relation d’ordre total strict (resp. large) de Q» est aussi non-contradictoire.

19. Montrer que, si ZF est non-contradictoire, alors ZF+∃x(P(x) ∈ x) est
aussi non-contradictoire.

20. Soit U un univers qui satisfait ZF +AC+ «la collection des atomes est
un ensemble dénombrable». Soient A l’ensemble des atomes de U, et �(x)

l’énoncé «Cl(x) ∩A est un ensemble fini ».
Montrer que la collection � satisfait ZF+AC+ «la collection des atomes

n’est pas un ensemble» + «tout ensemble d’atomes est fini ».
On désigne par E la conjonction des énoncés: ∀x∀y∃z∀t(t ∈ z ⇔ t ∈ x

ou t ∈ y) ; ∀x∃y(y = {y} et y /∈ x). Montrer que, dans l’univers �, l’énoncé
«il existe un ensemble transitif X tel que E ⇔ EX » est faux.

Indications. Pour obtenir le schéma de remplacement dans �, on mon-
trera d’abord les propriétés suivantes :

• si x est un objet de �, et σ une permutation de A qui laisse fixe chaque
élément de Cl(x) ∩A, alors σx = x ;

• si x est un objet de �, et F un ensemble fini d’atomes tel que, pour
toute permutation σ de A qui laisse fixe chaque élément de F, on ait
σx = x, alors Cl(x) ∩A ⊂ F .

21. Montrer que, si ZF est non-contradictoire, il existe un univers qui sa-
tisfait ZF + V = L, dans lequel chaque objet est défini par un énoncé à une
variable libre sans paramètre.

Indication. Appliquer le résultat ii) de l’exercice 14 à un univers satisfai-
sant ZF + V = L.

22. Soient T une théorie, écrite avec les symboles ∈,=, contenant ZF+AF,
et E(x�, . . . , xk) un énoncé sans paramètre. Montrer que E(x�, . . . , xk) est
équivalent, dans la théorie T , à un énoncé q.u.b., si et seulement si, quels
que soient l’univers U satisfaisant T , l’ensemble transitif M de U satisfaisant
T , et a�, . . . , ak ∈ M, on a dans U : EM(a�, . . . , ak) ⇒ E(a�, . . . , ak).

Indications. On suppose que l’énoncé E(x�, . . . , xk) a cette dernière pro-
priété. On considère la théorie suivante (écrite avec ∈, =, et les symboles
de constante M,c�, . . . , ck) : T + T M+ «M est un ensemble transitif » +
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«c� ∈ M et . . . et ck ∈ M » (T M est la théorie obtenue en relativisant à M

chaque axiome de T ).
D’après l’hypothèse faite sur l’énoncé E, elle a pour conséquence:

(∗) EM(c�, . . . , ck) ⇒ E(c�, . . . , ck).
D’où une conjonction T d’axiomes de la théorie T telle que la théorie

T� : T +TM+ «M est un ensemble transitif» + «c� ∈ M et . . . et ck ∈ M »
ait aussi pour conséquence l’énoncé (∗).

On montre alors que dans la théorie T , E(x�, . . . , xk) équivaut à l’énoncé
A(x�, . . . , xk) : ∃X[X est un ensemble transitif et x� ∈ X et . . . et xk ∈ X et
TX et EX(x�, . . . , xk)] qui est visiblement un énoncé q.u.b.

Soient en effet U un univers satisfaisant T , et a�, . . . , ak des objets de
U. Si A(a�, . . . , ak) est satisfait, la théorie T� est satisfaite dans U, si on
interprète les symboles c�, . . . , ck,M par a�, . . . , ak,X ; donc:

EX(a�, . . . , ak) ⇒ E(a�, . . . , ak)

est vrai dans U, et par suite aussi E(a�, . . . , ak). Inversement, si l’énoncé
E(a�, . . . , ak) est vrai, on choisit un ordinal α > rg(a�), . . . , rg(ak) tel que
Vα convienne aux énoncés T et E(x�, . . . , xk), et l’énoncé A(a�, . . . , ak) est
alors satisfait, avec X = Vα.

23. Soit U un univers satisfaisant ZF+AF+AC; dans U, soit D un ultrafiltre
non trivial sur ω.

On considère un ensemble Z transitif, tel que ω ∈ Z, qui convient à
l’énoncé Ent(x) : «x est un entier naturel ». Soit X l’ensemble quotient de
Zω par la relation d’équivalence ∼ définie par :

f ∼ g ⇔{n ∈ ω ; f(n) = g(n)} ∈ D, pour f,g ∈ Zω.

On définit une relation binaire R ⊂ X� en posant:

(f̄ , ḡ) ∈ R ⇔ {n ∈ ω ; f(n) ∈ g(n)} ∈ D, pour f,g ∈ Zω

(f̄ désignant la classe d’équivalence de f ).
Montrer que, pour toute formule close (f̄�, . . . , f̄k) à paramètres dans

X, on a:

(X,R) |= (f̄�, . . . , f̄k) ⇔ {n ∈ ω; Z |= (f�(n), . . . ,fk(n))} ∈ D.

En particulier, le modèle (X,R) satisfait les mêmes formules closes sans
paramètre que Z.

Pour chaque n ∈ ω, soit fn : ω → ω définie par fn(x) = ���(�, x −n).
Montrer que (X,R) satisfait les formules �Ent(f̄n)�, �f̄n+� ∈ f̄n� pour
chaque n ∈ ω. En déduire que la relation R n’est pas un bon ordre sur
l’«ensemble des entiers de (X,R)» (c’est-à-dire la valeur de la formule
�Ent(x)� dans le modèle (X,R)).



Exercices 243

24. Montrer que, si ZF est non-contradictoire, l’énoncé Ent(x) : «x est un
entier naturel » n’est équivalent, dans la théorie ZF + AC, à aucun énoncé
q.u.b. En déduire qu’il en est de même pour l’énoncé On(x).

Indications. Soit A(x) un énoncé q.u.b. équivalent, dans ZF+AC, à Ent(x).
On désigne par T l’énoncé ∀x[A(x) ⇔ Ent(x)]. On considère un univers U
satisfaisant ZF+AC, et on prend un ordinal α > ω tel que Z = Vα convienne
aux énoncés T et Ent(x). On considère le modèle (X,R) construit à partir
de Z dans l’exercice 23, et on lui applique le résultat de l’exercice 18. On
obtient ainsi un univers U′ satisfaisant ZF + AC, et dans U′ un ensemble
transitif Y , satisfaisant T , tel que, dans U′, la relation d’appartenance ne soit
pas un bon ordre sur l’«ensemble des entiers de Y » (valeur dans Y de la
formule �Ent(x)�). Comme Y satisfait T , l’« ensemble des entiers de Y » est
aussi {x ∈ Y ; AY(x)}. Comme A(x) est q.u.b., et Y transitif, cet ensemble
est inclus dans la collection définie par l’énoncé A(x) dans U′, c’est-à-dire
l’ensemble des entiers de U′. On a ainsi une contradiction, puisque la relation
d’appartenance est un bon ordre sur cet ensemble.

25. (Théorème de Löb.) On désigne par TH une théorie axiomatisée conte-
nant ZF, et par DemTH(x) l’énoncé suivant à une variable libre: «x est une
formule close sans paramètre, et tout modèle de TH satisfait x ». Soit F un
énoncé clos qui est conséquence de TH +DemTH(�F�). Montrer que F est
alors conséquence de TH.

Indication. Soit TH′ la théorie TH + non F . L’énoncé DemTH(�F�) équi-
vaut évidemment à non Cons(TH′). Il en résulte que F est conséquence de
TH + non Cons(TH′), ou encore que Cons(TH′) est conséquence de TH′.
D’après le deuxième théorème d’incomplétude de Gödel, la théorie TH′ est
donc contradictoire, ce qui donne le résultat cherché.

Remarque. Le théorème de Löb (qui n’est, en fait, qu’un autre énoncé du
deuxième théorème d’incomplétude de Gödel) est assez paradoxal : il affirme
en effet que, pour démontrer un énoncé F dans ZF, par exemple, on peut
supposer qu’il existe une démonstration de F à l’aide des axiomes de ZF.

Chapitres 10, 11, 12

26. Soit TH une théorie axiomatisée contenant ZF. Montrer que l’énoncé
suivant ne peut être prouvé dans ZF :

Si TH est non contradictoire, alors TH + « il existe un ensemble m qui
satisfait TH » est aussi non contradictoire.

En quoi le théorème 10.1 diffère-t-il de cet énoncé?



244 Exercices

Indications. Voir page 108; en effet, « il existe un ensemble m qui satisfait
TH» implique Cons(TH).

Dans le théorème 10.1, la théorie T considérée n’est même pas suppo-
sée axiomatisable, alors que cette hypothèse est indispensable pour pouvoir
écrire l’énoncé Cons(T ). Même en supposant que la théorie T est axio-
matisée, l’ensemble d’axiomes T m n’implique pas Cons(T ), car il signifie
seulement que m satisfait toutes les formules de T qui correspondent à des
énoncés, c’est-à-dire qui sont standard.

27. i) Soit U� un modèle de ZF + AF + AC. Montrer qu’il existe un univers
U, et un ordinal ρ de U, cofinal à ω dans U, tels que:

• U satisfait les mêmes énoncés clos que U� ;
• Vρ convient à tout énoncé E(x�, . . . , xn) (on dit alors que U est une

extension élémentaire de Vρ). En particulier, Vρ satisfait les mêmes énoncés
clos que U et U�.

ii) Montrer que ρ est alors un cardinal de U, et que ρ = ℵρ dans U.
iii) Soient C ∈ Vρ un ensemble ordonné, et G un C-générique sur Vρ.

Montrer que G est C-générique sur U, et que U[G] est une extension élé-
mentaire de Vρ[G].

Indications. i) La preuve est analogue à celle du théorème 10.1. Soit T� la
«théorie de U� », c’est-à-dire l’ensemble (au sens intuitif) des énoncés clos
qui sont vrais dans U�. Soit ρ un symbole de constante, et T� l’ensemble
(au sens intuitif) des énoncés suivants :

∀x� . . .∀xn[E(x�, . . . , xn) ⇔ EVρ(x�, . . . , xn)]
pour tout énoncé E(x�, . . . , xn) écrit avec les symboles ∈ et =.

Il s’agit de trouver un modèle de la théorie T� +T�+ «ρ est un ordinal
cofinal à ω». Or, si cette théorie était contradictoire, la contradiction serait
obtenue en utilisant un nombre fini d’axiomes de T�, soit T ′

�
, correspondant

aux énoncés E�, . . . ,Ek. La théorie T� + T ′
�
+ «ρ est un ordinal cofinal à

ω» serait donc contradictoire. Or ceci est faux, car U� est un modèle de
cette théorie, si on interprète ρ comme un ordinal de U�, cofinal à ω, tel
que Vρ convienne aux énoncés E�, . . . ,Ek. Un tel ordinal est donné par le
théorème 4.2 (on vérifiera que, dans la preuve de ce théorème, l’ordinal que
l’on construit est cofinal à ω).

ii) On voit facilement que les ordinaux (resp. cardinaux) de Vρ sont les
ordinaux (resp. cardinaux) de U qui sont < ρ. Pour tout ordinal α, on a
donc α < ρ ⇒ ℵα < ρ. Donc ρ = ���{ℵα ; α < ρ} = ℵρ.

iii) Les parties denses de C qui sont dans U sont dans Vρ, ce qui montre
que G est générique sur U.
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Soit φ l’application contractante de U sur U[G], pour la relation bi-
naire R bien fondée sur U, définie page 129. Comme Vρ est évidemment
R-transitif, l’application contractante pour R, de Vρ sur Vρ[G], est φ |�Vρ.

Soit alors E(φa�, . . . ,φan) un énoncé clos à paramètres φa�, . . . ,φan ∈
Vρ[G]. D’après ce qu’on vient de montrer, on peut supposer a�, . . . , an ∈ Vρ.
D’après le lemme de vérité, si Vρ[G] vérifie E(φa�, . . . ,φan), alors il existe
p ∈ G tel que Vρ vérifie l’énoncé p �E(ā�, . . . , ān). Donc U vérifie aussi
cet énoncé, et, par suite, U[G] vérifie E(φa�, . . . ,φan). Cela montre que
U[G] est une extension élémentaire de Vρ[G].
28. Soient M un modèle transitif dénombrable de ZF+AF, C un ensemble

ordonné de M, et G un C-générique sur M. Soit F ∈ M une application
d’un ensemble I ∈ M dans l’ensemble des parties saturées de C, telle que
F(i)∩G �= ∅ pour tout i ∈ I . Montrer qu’il existe p� ∈ G tel que, quel que
soit i ∈ I, F(i) est dense en dessous de p�.

Indications. D’après le lemme de vérité, il existe p� ∈ G tel que p� �
(∀i ∈ I)(∃p ∈ �̄)p ∈ F(i) (� est l’objet de M défini page 130). Soient
q � p�, et G′ un C-générique sur M tel que q ∈ G′. D’après le lemme de
vérité, puisque p� ∈ G′, on a (∀i ∈ I)(∃p ∈ G′)p ∈ F(i). Si p ∈ G′ ∩F(i),
p est compatible avec q, et comme F(i) est saturée, q a un minorant dans
F(i).

29. Soient M un modèle transitif dénombrable de ZF + AF + AC, et C un
ensemble ordonné de M. On pose C′ = {p ∈ C ; p est incompatible avec
tous les atomes de C}.

i) Montrer que C′ = ∅ si et seulement si tout C-générique sur M est
trivial. Dans la suite, on suppose C′ �= ∅.

Montrer que les C′-génériques sur M correspondent canoniquement aux
C-génériques non triviaux.

ii) Montrer que tout élément de C′ a une infinité de minorants deux à
deux incompatibles.

iii) Soient p,q ∈ C′ compatibles, et Mp l’ensemble des minorants de p.
Montrer qu’il existe r � q et une antichaîne maximale infinie Xp de Mp

telle que r ∈ Xp.
iv) On désigne par � l’ensemble des fonctions f : n → ω pour n ∈ ω,

n � � (� = ⋃
n�� ωn), muni de la relation d’ordre f � g ⇔ f ⊃ g. Soit

C un ensemble ordonné dénombrable sans atome. Montrer qu’il existe une
partie dense de C qui est isomorphe à �.
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v) Soient C un ensemble ordonné dénombrable de M, et G un C-
générique non trivial sur M. Montrer qu’il existe un �-générique H sur
M tel que M[G] = M[H].

Indications. i) Si A est l’ensemble des atomes, alors A ∪ C′ est dense
dans C. Si C′ = ∅, alors A est dense, donc tout générique rencontre A, donc
est trivial (théorème 11.4).

Si G est C-générique et non trivial, alors G ∩ A = ∅ (théorème 11.4),
donc G∩C′ �= ∅ et G′ = G∩C′ est C′-générique. De plus, si p ∈ G, il existe
p′ ∈ G′ tel que p�p′ : prendre p� ∈ G∩C′, puis p′ ∈ G, p′ �p,p�. A tout
C-générique G non trivial est donc associé le C′-générique G′ = G∩C′, et
inversement, G = {p ∈ C ; (∃q ∈ G′)p � q} est C-générique non trivial si
G′ est C′-générique.

ii) On a C′ ∩A = ∅, donc tout élément de C′ possède deux minorants
incompatibles. Soit p ∈ C′ ; on définit, par récurrence, deux suites pn,qn de
minorants de p : p�, q� sont deux minorants incompatibles de p ; pn+�, qn+�

sont deux minorants incompatibles de qn. La suite cherchée est (pn)n∈ω.
iii) Soit Y une antichaîne infinie formée de minorants de p, obtenue

en appliquant (ii). D’après le théorème de Zorn, il existe une antichaîne
maximale Z ⊃ Y de Mp. Il existe s ∈ Z qui est compatible avec q. On
choisit r � s,q puis, en appliquant de nouveau le théorème de Zorn, on
construit une antichaîne maximale Z′ de Ms telle que r ∈ Z′. Il suffit alors
de poser Xp = (Z �{s}) ∪Z′.

iv) Soit {p�, . . . ,pn, . . .} une énumération de C. On a � = ⋃
n�� ωn ;

on définit une injection φn : ωn → C par induction sur n, de façon que
n = Im(φn) soit une antichaîne maximale de C, et qu’il existe qn � pn,
qn ∈ n. En appliquant (iii), on construit tout d’abord une antichaîne maxi-
male dénombrable X de C, et q� � p�, q� ∈ X. Soit φ� une bijection
quelconque de ω� sur X.

Supposons définie φn ; comme n = Im(φn) est une antichaîne maximale
de C, il existe c ∈ n qui est compatible avec pn+�. Pour chaque p ∈ n,
soit Xp une antichaîne maximale dénombrable de Mp. Lorsque p = c, on
suppose de plus que Xc contient un minorant de pn+� ; ces antichaînes sont
construites à l’aide de (iii). On fixe également une bijection ψp : ω → Xp.

On définit alors la bijection φn+� : ωn+� → ⋃
p∈n

Xp de la façon sui-
vante: si f ∈ ωn+�, soit p = φn(f |�n) ; on pose φn+�(f) = ψp(f(n)). On
vérifie que φn+� a les propriétés voulues.

Comme (ωn)n�� est une partition de �, on définit finalement la fonction
φ cherchée comme

⋃
n�� φn. Alors φ est une injection de � dans C, qui
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conserve l’ordre, et son image est dense dans C, puisque Im(φn) contient
un minorant de pn.

v) En remplaçant C par C′, on voit que l’on peut supposer que C est
sans atome. D’après (iv), il existe, dans M, un isomorphisme φ : � →D, D

étant une partie dense de C. D’après le théorème 11.3, on peut remplacer
C par D, donc supposer que φ est un isomorphisme de � sur C. On pose
alors H = φ−�(G), et on a évidemment M[G] = M[H].
Remarque. Tous les ensembles ordonnés dénombrables donnent donc es-
sentiellement les mêmes génériques non triviaux sur M, qui sont les «réels
de Cohen sur M».

30. Soit M un modèle transitif dénombrable de ZF +AF + AC.
i) Soient C un ensemble ordonné de M, et G une partie de C, qui est C-

générique sur M. Montrer que, dans M, il existe U ⊂ P(C)×C tel que, pour
toute partie X de C, X ∈ M, on ait : X ∩G = ∅ ⇔ (∃p ∈ G)(X,p) ∈ U.

ii) Soient maintenant C,U ∈ M, quelconques, et G ⊂ C (on ne suppose
pas que C est ordonné, ni que G ∈ M). On suppose que, pour toute partie
X de C, X ∈ M, on a: X ∩G = ∅ ⇔ (∃p ∈ G)(X,p) ∈ U.
On définit, dans M, une partie I de C ×C, en posant :
(p,q) ∈ I ⇔ p �= q et ∃X[(p ∈ X et (X,q) ∈ U) ou (q ∈ X et
(X,p) ∈ U)].
On définit, dans M, un préordre� sur C, en posant :
p� q ⇔ (∀r ∈ C)((q, r) ∈ I ⇒ (p, r) ∈ I).

a) Montrer que l’on ne peut avoir p,q ∈ G et (p,q) ∈ I .
b) Montrer que, si p ∈ G, q ∈ C, p� q alors q ∈ G.
c) Montrer que, quels que soient p,q ∈ G, il existe r ∈ G, r �p,q (on

considérera X = {s ∈ C ; (p, s) ∈ I ou (q, s) ∈ I}).
d) Montrer que G est C-générique sur M, C étant muni du préordre�.

Indications. i) Prendre U = {(X,p); p est incompatible avec tout élé-
ment de X}, et noter que X ∪ {p ∈ C ; (X,p) ∈ U} est prédense dans
C.

ii,b) Noter que, si q /∈ G, alors {q}∩G = ∅. Donc il existe r ∈ G tel que
({q}, r) ∈ U ; de plus, q �= r puisque q /∈ G. On a donc (q, r) ∈ I , donc
(p, r) ∈ I , puisque p� q. Cela contredit (ii,a).

ii,c) Comme p,q ∈ G, on a X∩G = ∅ d’après (ii,a) ; il existe donc r ∈ G

tel que (X, r) ∈ U. On montre que r � p : si on a (p, t) ∈ I , alors t ∈ X ;
on a, de plus, r �= t (sinon p, t ∈ G et (p, t) ∈ I , ce qui contredit (ii,a)).
Comme t ∈ X et (X,r) ∈ U, on a (r, t) ∈ I. De même, on a r � q.



248 Exercices

ii,d) Si X est dense dans C, et X ∩G = ∅, il existe p ∈ G, (X,p) ∈ U.
On prend q ∈ X, q �p. On a (p,q) ∈ I et q �p, donc (q,q) ∈ I , ce qui
est une contradiction.

31. Soient M un modèle transitif dénombrable de ZF + AF + AC, C un
ensemble ordonné de M, G un C-générique sur M, et N un modèle transitif
de ZF + AC, tels que M ⊂ N ⊂ M[G]. Montrer qu’il existe, dans N , une
relation de préordre ≺ sur C telle que G soit (C,≺)-générique sur N .

Indications. On utilise l’exercice 30(ii,d), et on cherche donc U ∈ N tel
que, pour tout X ∈ N , X ⊂ C, on ait X ∩G = ∅ ⇔ (∃p ∈ G)(X,p) ∈ U.

Soient f ∈ N une bijection d’un ordinal κ sur PN (C) (l’ensemble des
parties de C qui sont dans N ), et a ∈ M tel que φ(a) = f , φ étant la
fonction contractante de M sur M[G]. Soit � l’objet de M défini page 130,
tel que φ(�) = G. Si X ∈ N , X ⊂ C, on a X = f(α) pour un α ∈ κ.
Si X ∩ G = ∅, d’après le lemme de vérité, il existe donc p ∈ G tel que
p� ā(α) ∩ �̄ = ∅. On pose alors:

U = {(X,p) ∈ PN (C) ×C ; (∃α ∈ κ)[f(α) = X et p� ā(α) ∩ �̄ = ∅]}.

U est bien définie dans N , et a la propriété voulue.

Chapitres 13, 14, 15

32. Soient M un modèle transitif dénombrable de ZF+AF+AC, A,B ∈ M,
A étant infini, B de cardinal � �. On désigne par C(A,B) l’ensemble des
fonctions de domaine fini ⊂ A, à valeurs dans B, muni de l’ordre inverse de
l’inclusion.

i) Soit A = A′∪A′′ une partition de A en deux ensembles infinis. Montrer
que C(A′,B)×C(A′′,B) est isomorphe à une partie dense de C(A,B). En
déduire que, si G est C(A,B)-générique sur M, M[G] n’est pas une exten-
sion générique minimale de M ; c’est-à-dire que l’on aM�M[G′]�M[G],
G′ étant C′-générique sur M pour un ensemble ordonné C′ convenable.

ii) Montrer que C(A,B × B′) est isomorphe à une partie dense de
C(A,B) × C(A,B′). En déduire que, si G × G′ est C(A,B) × C(A,B′)-
générique sur M, on aM[G][G′] = M[H], où H est C(A,B×B′)-générique
sur M.

Indications. i) C(A,B) est un ensemble ordonné sans atome: en effet,
si p ∈ C(A,B), on choisit i ∈ A � Dom(p) (ce qui est possible car A est
infini), et j�, j� ∈ B, j� �= j�. Alors q� = p ∪ {(i, j�)} et q� = p ∪ {(i, j�)}
sont deux minorants de p qui sont incompatibles.
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Si G est C(A,B)-générique sur M, on a M[G] = M[G′][G′′], où G′ est
C(A′,B)-générique sur M et G′′ est C(A′′,B)-générique sur M[G′]. Comme
C(A′,B) et C(A′′,B) sont sans atome, on a G′ /∈ M, et G′′ /∈ M[G′]. Donc
M�M[G′]�M[G].

ii) L’ensemble des couples (p,p′) ∈ C(A,B) × C(A,B′) qui sont tels
que Dom(p) = Dom(p′) est une partie dense de C(A,B) × C(A,B′), qui
est isomorphe à C(A,B ×B′). On applique alors le théorème 11.3.

33. Soient M un modèle transitif dénombrable de ZF+ AF, C,D deux en-
sembles ordonnés de M, et G×H un C×D-générique sur M. Montrer que
M[G] ∩M[H] = M.

Indications. On considère X ∈ M[G] ∩M[H] de rang minimum tel que
X /∈ M. On a donc X ⊂ M, d’où X ⊂ A ∈ M (par exemple A = VM

α pour
α > rg(X)). Les notions de forcing pour C,D sont notées respectivement
�C et �D. Les fonctions contractantes associées aux génériques G,H sont
notées respectivement φG,φH . Soient c,d ∈ M tels que φG(c) = φH(d) =
X. D’après le lemme de vérité appliqué dans M[G] et M[H], on a pour tout
m ∈ A :

m ∈ X ⇔ (∃p ∈ G)p�C m ∈ c̄ ⇔ (∃q ∈ H)q �D m ∈ d̄ et
m /∈ X ⇔ (∃p ∈ G)p�C m /∈ c̄ ⇔ (∃q ∈ H)q �D m /∈ d̄.

On définit, dans M :
C+

m = {p ∈ C ; p�C m ∈ c̄} ; C−
m = {p ∈ C ; p�C m /∈ c̄} ;

D+
m = {q ∈ D ; q �D m ∈ d̄} ; D−

m = {q ∈ D ; q �D m /∈ d̄}
et on a donc, dans M[G×H] :

(∀m ∈ A)[((C+
m ×D+

m) ∪ (C−
m ×D−

m)) ∩ (G×H) �= ∅].
D’après l’exercice 28, appliqué au générique G×H, il existe (p�, q�) ∈

G × H tel que, pour tout m ∈ A, (C+
m × D+

m) ∪ (C−
m × D−

m) soit dense en
dessous de (p�, q�). Soit alors m ∈ X ; d’après le lemme de vérité appliqué
à M[G], il existe p� ∈ G, p� �p�, p� ∈ C+

m. Si q � q�, (p�, q) est minoré
dans (C+

m ×D+
m) ∪ (C−

m ×D−
m), mais non dans C−

m ×D−
m, puisque p� n’est

pas minoré dans C−
m. Donc q a un minorant dans D+

m, ce qui montre que
D+

m est dense en dessous de q�, autrement dit q� �∗
D m ∈ d̄. Il en résulte

que X = {m ∈ A; q� �∗
D m ∈ d̄}, ce qui montre que X ∈ M.

34. Soient M un modèle transitif dénombrable de ZF + AF +ACD, C l’en-
semble des parties infinies de ω qui sont dans M, ordonné par inclusion, et
G un C-générique sur M.
Si p,q ∈ C, on pose, par définition, p � q ⇔ p � q est une partie finie
de ω.
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i) Montrer que, si p ∈ G et p � q, alors q ∈ G. Montrer que, pour tout
énoncé E, si p� q et q � non E alors p � non E.

ii) Soit (pn)n∈ω une suite décroissante d’éléments de C. Montrer qu’il
existe p ∈ C tel que p�pn pour tout n ∈ ω.

iii) Soit (Dn)n∈ω une suite de parties denses de C. Montrer que {p ∈ C ;
(∀n ∈ ω)(∃q ∈ Dn)p� q} est une partie dense saturée de C.

iv) Soit X une partie de ω qui est dans M[G]. Montrer que X est, en fait,
dans le modèle M.

v) Montrer que, dans M[G], G est un ultrafiltre non trivial sur ω.
vi) Soit (pn)n∈ω une suite d’éléments de G qui est dans M[G]. Montrer

qu’il existe p ∈ G tel que p�pn pour tout n ∈ ω.

Indications. i) Deux conditions sont incompatibles si, et seulement si leur
intersection est finie. Or, si q /∈ G, il existe r ∈ G incompatible avec q.

ii) On définit une suite kn ∈ ω par récurrence: k� est le plus petit élé-
ment de p� ; kn+� est le plus petit élément > kn de pn+�. On prend pour p

l’ensemble des kn pour n ∈ ω.
iii) Soit p ∈ C ; en appliquant ACD, on définit, par récurrence, une

suite décroissante pn d’éléments de C : on prend p� ∈ D�, p� � p ; puis
pn+� ∈ Dn+�, pn+� � pn. D’après (ii), il existe q ∈ C, q � p,pn pour tout
n ∈ ω ; p ∩ q donne donc le résultat voulu.

iv) Soit a ∈ M tel que φ(a) = X, φ étant la fonction contractante de
M sur M[G]. On applique (iii), en prenant Dn = {p ∈ C ; p �∗ n ∈ ā

ou p �∗ n /∈ ā}. Il existe donc p ∈ G, et, pour tout n ∈ ω, pn � p, tel
que pn �∗ n ∈ ā ou pn �∗ n /∈ ā. D’après (i), on a donc p �∗ n ∈ ā ou
p �∗ n /∈ ā pour tout n ∈ ω, et il en résulte que X = {n ∈ ω ; p �∗ n ∈ ā}
qui est dans M.

vi) On montre d’abord, par la même preuve que pour le théorème 15.9,
que toute fonction f : ω → M qui est dans M[G] est, en fait, dans M. La
suite (pn)n∈ω est donc dans M. On définit alors Dn = {p ∈ C ; p �pn ou
p incompatible avec pn}, et on applique (iii).

35. Soit M un modèle transitif dénombrable de ZF+AF+AC+HGC. Pour
chaque n ∈ ω, on définit, dans M, l’ensemble Cn des applications de do-
maine fini ⊂ ω à valeurs dans ℵn, muni de l’ordre: p � q ⇔ p ⊃ q. On
pose C = ⊗

n∈ω Cn, et soit D l’ensemble des suites finies (p�, . . . ,pn) pour
n ∈ ω, avec pi ∈ Ci. On a donc D = ⋃

n∈ω(C� × · · · × Cn) et D est une
partie dense de C.

i) Soit G = (Gn)n∈ω un C-générique sur M. Montrer que, dans M[G],
ℵM

ω (le cardinal ℵω du modèle M) est dénombrable.
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ii) On pose Xn = {σGn ; σ est un automorphisme de Cn, σ ∈ M}.
Montrer que tout élément de Xn est Cn-générique sur M.

iii) On pose X = {X�, . . . ,Xn, . . .}, et on désigne par N le sous-modèle
HDP de M[G], où P(x) est la collection définie dans M[G] par l’énoncé
«Mx ou x = X ou (∃n ∈ ω)x = Gn ». Montrer que X et chaque Xn sont
dans N .

iv) On pose �n = {(p̂, q) ; p ∈ Cn, q ∈ C, q(n) est défini et � p}.
Montrer que φ(�n) = Gn, φ étant la fonction contractante de M sur M[G].

v) Soit (σi)i∈ω une suite, σi étant un automorphisme de Ci. A une telle
suite est associé, de façon évidente, un automorphisme de C, noté <σi>i∈ω.
Soit Gr(C) le groupe des automorphismes de C qui sont de cette forme.

On pose An = {(�σ
n ,p) ; p ∈ C, σ ∈ Gr(C)}, et A = {(Ai,p) ; i ∈ ω,

p ∈ C}. Montrer que φ(An) = Xn et φ(A) = X.
vi) On introduit un nouveau symbole de relation binaire S en posant,

pour p ∈ C : p � Sx̄ȳ ≡ (∃i � n)p � (x̄ = i et ȳ = �i). L’interprétation
de S dans M[G] est donc la relation fonctionnelle i �→ Gi de domaine n+�.

Soit E(Ā,S) un énoncé clos, dont les paramètres sont Ā et des éléments
de M, comportant le symbole S. Montrer que, si p ∈ C, p�E(Ā,S), alors
p |�(n+ �) �∗ E(Ā,S).

vii) Montrer que, si a ∈ N et a ⊂ M, alors il existe n ∈ ω tel que
a ∈ M[G� ×· · · ×Gn].

viii) Montrer que ℵM
ω n’est pas dénombrable dans N , et que:

P(ω)N = ⋃

n∈ω

P(ω)M[G�×···×Gn].

ix) Montrer que N satisfait ZF+AF et les deux énoncés suivants: « le pre-
mier ordinal non dénombrable est réunion d’une suite croissante d’ordinaux
dénombrables» et «P(ω) est réunion d’une suite croissante d’ensembles
dénombrables».

Indications. i) Pour chaque n ∈ ω,
⋃

Gn est une surjection de ω sur ℵM
n ,

qui est donc dénombrable dans M[G]. Comme ℵM
ω = ⋃

n∈ω ℵM
n , et que

M[G] satisfait AC, on voit que ℵM
ω est dénombrable dans M[G].

iii) Il est clair que Gn ∈ N , donc aussi σGn pour tout automorphisme σ

de Cn qui est dans M. Par ailleurs, Xn est défini par un énoncé qui a pour
paramètres C et Gn ; comme tous ses éléments sont dans N , on a Xn ∈ N .
Enfin, tous les éléments de X sont dans N , donc X ∈ N , puisque X est
défini par l’énoncé x = X.

iv) Si p ∈ Gn, il existe q ∈ G tel que q(n) = p. Alors (p̂,q) ∈ �n,
donc φ(p̂) ∈ φ(�n), soit p ∈ φ(�n). Inversement, si φ(a) ∈ φ(�n), on peut
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supposer que (a,q) ∈ �n, avec q ∈ G. Par définition de �n, on a a = p̂ et
q(n) = p. Donc φ(a) = p = q(n), et φ(a) ∈ Gn.

v) Soit σ = <σi>i∈ω ∈ Gr(C) ; on a �σ
n = {(p̂,σq) ; (p̂,q) ∈ �n} =

{(p̂,q) ; q(n) est défini et � σnp}. Il en résulte facilement que φ(�σ
n ) =

σ−�

n Gn. Par suite, φ(An) = {φ(�σ
n ) ; σ ∈ Gr(C)} = {σ−�

n Gn ; σn automor-
phisme de Cn} = Xn. On a alors φ(A) = {φ(An); n ∈ ω} = X.

vi) On raisonne par l’absurde, en supposant que p � E(Ā, S) et qu’il
existe q � p |�(n + �), q � non E(Ā,S). On définit σ ∈ Gr(C) en posant
σi = l’identité sur Ci pour i �n. Pour i > n, on prend un automorphisme σi

de Ci tel que σi(p(i)) soit compatible avec q(i) quand p(i) et q(i) sont tous
deux définis ; sinon σi est arbitraire. On voit aisément que σp est compatible
avec q. On a Aσ = A (c’est vrai pour tout σ ∈ Gr(C)) et le symbole S est
invariant par σ (parce que σi est l’identité pour i � n). On a donc (voir
page 157) : σp � E(Ā,S). On a ainsi une contradiction, puisque σp et q

sont compatibles.
vii) a est défini dans M[G] par un énoncé ayant comme paramètres X, la

suite s = (G�, . . . ,Gn), et des éléments de M. Pour x� ∈ M, on a donc dans
M[G] : x� ∈ a ⇔ E(x�,X,S). D’après le lemme de vérité, ceci équivaut à:
(∃p ∈ G)p�E(x�,Ā,S), ou encore, d’après (vi) à: (∃p ∈ G)p |�(n+ �)�
E(x�,Ā,S). Il en résulte que a = {x� ∈ M; (∃p ∈ G� × · · · × Gn) p �
E(x�,Ā,S)}, ce qui montre que a ∈ M[G� ×· · · ×Gn].

viii) S’il existe une bijection f : ω →ℵM
ω , f ∈ N , alors, d’après (vii), on

a f ∈ M[G� × · · · × Gn]. Or G� × · · · × Gn est C� × · · · × Cn-générique
sur M et l’ensemble de conditions C�×·· ·×Cn est de cardinal ℵn dans M,
donc satisfait la condition d’antichaîne < ℵn+�. D’après le théorème 15.3,
ℵM

ω est un cardinal dans M[G� ×· · · × Gn], ce qui contredit le fait que f

est dans ce modèle.
Soit a ⊂ ω, a ∈ N ; d’après (vii), on a a ∈ M[G� × · · · × Gn], donc

a ∈ P(ω)M[G�×···×Gn].
ix) Pour chaque n ∈ ω,

⋃
Gn est une surjection de ω sur ℵM

n , qui est
donc dénombrable dans N . Par suite, ℵM

ω est, dans N , le premier ordinal
non dénombrable. Comme ℵω = ⋃

n∈ω ℵn, on voit que, dans N , ℵω est
réunion d’une suite croissante d’ordinaux dénombrables.

Comme M satisfait HGC, l’ensemble des antichaînes de C� × · · · × Cn

est de cardinal�ℵn+�. D’après le théorème 12.3, dans M[G� ×·· ·×Gn], il
existe donc une surjection de ℵM

n+�
sur P(ω)M[G�×···×Gn]. Comme ℵM

n+�
est

dénombrable dans N , on voit que P(ω)M[G�×···×Gn] est dénombrable dans
N . Donc, dans N , P(ω) est réunion d’une suite d’ensembles dénombrables.
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36. Soient M un modèle transitif dénombrable de ZF + AF + AC, α un
ordinal, D un ensemble ordonné de M, sans atome, de cardinal �ℵα dans
M, et H un D-générique sur M, tel que ℵM

α soit dénombrable dans M[H].
i) Montrer que, si r est C�-générique sur M[H], on a M[H][r] = M[G],

où G est Cα-générique sur M (la notation Cα est définie à l’exercice 38).
ii) Soit N un modèle transitif de ZF + AC, tel que M ⊂ N ⊂ M[H].

Montrer que, si r est C�-générique sur M[H], on a M[H][r] = N [G] où G

est C(ω,ℵM
α )-générique sur N .

Indications. i) Comme ℵM
α est dénombrable dans M[H], les ensembles

ordonnés C� et Cα (définis dans M) sont isomorphes dans M[H]. Par suite,
on a M[H][r] = M[H][G′], G′ étant Cα-générique sur M[H]. Donc G′×H

est Cα × D-générique sur M, et H est donc D-générique sur M[G′]. Or
D est de cardinal � ℵα dans M, donc dénombrable dans M[G′]. D’après
l’exercice 29(v), il existe un C�-générique G� sur M[G′] tel que M[G′][H] =
M[G′][G�]. Or G′ ×G� est Cα ×C� générique sur M, et Cα est isomorphe,
dans M à une partie dense de Cα × C�, d’après l’exercice 32(ii) (en effet,
Cα = C(ω,ℵα), et ℵα est équipotent à ℵα ×ℵ�). D’après le théorème 11.3,
il existe donc un Cα-générique G sur M tel que M[G′][G�] = M[G].

ii) On applique le résultat de (i) au modèle N et au cardinal de ℵM
α

dans N . En effet, d’après l’exercice 31, H est D′-générique sur N , où D′
est l’ensemble D muni d’un préordre convenable. Donc D′ est de cardinal

�ℵM
α dans N , et ℵM

α est, par hypothèse, dénombrable dans N [H] = M[H].
D’après (i), on a donc M[H][r] = N [H][r] = N [G] où G est un C(ω,ℵM

α )-
générique sur N .

37. Soient M un modèle transitif dénombrable de ZF +AF + AC, G un C-
générique sur M, D un ensemble ordonné de M[G] et H un D-générique
sur M[G]. On se propose de montrer que M[G][H] est une extension gé-
nérique de M.
Dans tout cet exercice,�désigne le forcing pour l’ensemble de conditions C.

i) Montrer qu’on peut supposer que l’ensemble de base de D est un
cardinal de M. Soient R ∈ M[G] la relation d’ordre de D, et r ∈ M tel que
φ(r) = R (φ est la fonction contractante de M sur M[G]). Montrer qu’il
existe p� ∈ G tel que p� � « r̄ est une relation d’ordre».

ii) Sur C × D, on définit, dans M, une relation binaire ≺ en posant
(p,q) ≺ (p′, q′) ⇔ p � p′ et p � (q,q′) ∈ r̄. Montrer que ≺ est une
relation de préordre sur C� × D, où C� = {p ∈ C ; p � p�}. Soit S cet
ensemble préordonné.

iii) Montrer que G×H est S-générique sur M.
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Indications. iii) Soient � ∈ M une partie dense saturée de C� × D,
et �′ = {(q̂,p) ; (p,q) ∈ �}. Alors φ�′ est dense dans D : en effet, si
q ∈ D et p ∈ G, il existe (p′, q′) ∈ �, (p′, q′) ≺ (p,q), donc p′ � p et
p′ � (q′, q) ∈ r̄. Donc {p′ ∈ C ; ∃q′(p′, q′) ∈ � et p′ � (q′, q) ∈ r̄} est
dense en dessous de p. Il existe donc p′ ∈ G, p′ � p et q′ ∈ D tels que
(p′, q′) ∈ � et p′ � (q′, q) ∈ r̄. On a donc (q′, q) ∈ R d’après le lemme de
vérité. Or (q̂′,p′) ∈ �′ et p′ ∈ G, donc q′ ∈ φ�′.

Il en résulte que H ∩φ�′ �= ∅ ; il existe donc q′ ∈ H et p′ ∈ G tels que
(q̂′,p′) ∈ �′, donc (p′, q′) ∈ �. On en déduit que (G×H) ∩� �= ∅.

Chapitres 16, 17

38. Pour chaque ordinal α, on désigne par Cα l’ensemble des fonctions de
domaine fini ⊂ ω, à valeurs dans ℵα, muni de la relation d’ordre f � g ⇔
f ⊃ g (c’est l’ensemble C(ω,ℵα) avec les notations de l’exercice 32).

Soit C un ensemble ordonné sans atome, de cardinal�ℵα. Montrer que
B(C) est isomorphe à une sous-algèbre de Boole complète de B(Cα).

Indications. On applique le théorème 16.17, dont la première hypothèse
est trivialement satisfaite. Pour vérifier la seconde hypothèse, on remarque
d’abord que Cα = C(ω,ℵα) est isomorphe à C(ω,ℵα ×ℵ�) ; d’après l’exer-
cice 32, il est donc isomorphe à une partie dense de Cα × C�. D’après le
théorème 11.3, on peut donc remplacer Cα par Cα ×C�.

Soient donc H ×H ′ un Cα ×C�-générique sur M, et p ∈ C. On montre
qu’il existe, dans M[H ×H′] un C-générique G sur M tel que p ∈ G.

Dans M[H], ℵM
α est un ordinal dénombrable, donc C est un ensemble

ordonné dénombrable sans atome. D’après l’exercice 29(iv), il existe une
partie dense D ∈ M[H] de C, et un isomorphisme h : D →�, h ∈ M[H].
Soit q ∈ D, q �p. � est une partie dense de C�, et C� est un ensemble
ordonné homogène. Comme H ′ est C�-générique sur M[H], il existe donc,
dansM[H][H ′], unC�-générique H ′′ sur M[H] tel que h(q) ∈ H′′. Par suite,
h−�(H ′′) est un D-générique sur M[H] qui a comme élément q. D’après le
théorème 11.3, l’ensemble G = {r ∈ C ; (∃s ∈ h−�(H′′))(r � s)} est C-
générique sur M[H], donc, a fortiori, sur M, et p ∈ G.

39. Soit C une algèbre de Boole complète. Si c ∈ C et X ⊂ C, on pose
Xc = {xc ; x ∈ C}. Cc est donc l’ensemble des minorants de c.

i) Montrer que, si c �= 0, alors l’ensemble ordonné Cc est une algèbre de
Boole complète; et que l’application hc : C → Cc définie par hc(x) = xc

est un homomorphisme surjectif d’algèbres de Boole complètes.
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ii) Montrer inversement que, si h : C → B est un homomorphisme
surjectif d’algèbres de Boole complètes, alors il existe c ∈ C �{0}, et c ∈ C
tels que h = j �hc, où j : Cc →B est un isomorphisme d’algèbres de Boole
complètes.

iii) Dans la suite de l’exercice, B est une sous-algèbre complète de C.
Pour chaque c ∈ C, on pose c = ���{b ∈ B ; b � c}.
Montrer que c = 1 ⇔ c est compatible avec tout élément de B �{0}.
Montrer que, si b ∈ B et c ∈ C, alors bc = bc.

iv) Soit h : C → B un homomorphisme d’algèbres de Boole complètes.
On dit que h est une rétraction de C sur B, si h(x) = x pour tout x ∈ B.
Montrer que les rétractions de C sur B correspondent biunivoquement aux
c ∈ C �{0} tels que Cc = Bc et c = 1.

v) Soit b ∈ B � {0} ; montrer que les rétractions de Cb sur Bb corres-
pondent biunivoquement aux c ∈ C �{0} tels que Cc = Bc et c = b.

vi) La sous-algèbre complète B de C sera dite riche, si {c ∈ C�{0}; Cc =
Bc} est prédense dans C�{0}. Montrer que, dans ce cas, {c ∈ C ; Cc = Bc}
contient une antichaîne maximale de C �{0}.

vii) Montrer que, pour que B soit une sous-algèbre riche de C, il faut et
il suffit que, pour chaque c� ∈ C�{0}, il existe une rétraction h de C sur B
telle que h(c�) �= 0.

Indications. ii) Prendre c = ���{x ∈ C ; h(x) = 1}. On a h(c) = 1, donc
c �= 0. De plus, h(x) = h(xc) = j � hc(x) où j = h |�Cc. Donc j est un
homomorphisme surjectif de Cc sur B. Mais j est injectif, car si x � c et
j(x) = 0, on a h(x) = 0, donc h(c +x) = 1, donc c +x � c par définition
de c, d’où x = 0.

iii) Preuve de bc = bc : on a bc � bc et bc ∈ B, donc bc � bc. En
remplaçant b par 1+b, on obtient (1+b)c � (1 +b)c. Mais bc∪(1 + b)c�
bc∪ (1+b)c = c, donc bc∪ (1 +b)c� c = bc∪ (1+b)c. Il en résulte que
bc = bc et (1 + b)c = (1 + b)c.

iv) Si h est une rétraction, on voit, en appliquant (ii), que h(x) = j(xc)

pour tout x ∈ C. Si x ∈ B, on a donc j(xc) = x ; d’où x ∈ B�{0} ⇒ xc �= 0,
et on a donc c = 1. Par ailleurs, puisque j est une bijection de Cc sur B, et
que j(xc) = x pour tout x ∈ B, on voit que tout élément de Cc est de la
forme xc, pour un unique x ∈ B.

Inversement, si Cc = Bc et c = 1, on en déduit que tout élément de
Cc est de la forme xc, pour un unique x ∈ B, ce qui définit une bijection
j : Cc → B. On définit alors la rétraction h en posant h(x) = j(xc) pour
tout x ∈ C.
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v) Il suffit d’appliquer (iv) aux algèbres de Boole complètes Cb et Bb.
vi) {c ∈ C � {0} ; Cc = Bc} est évidemment saturé dans C � {0}. Il

est donc dense saturé, et, par suite, il contient une antichaîne maximale
(lemme 11.1).

vii) La condition est suffisante: soient c� ∈ C�{0}, et h une rétraction de
C sur B telle que h(c�) �= 0. D’après (iv), il existe c ∈ C tel que Cc = Bc,
et h(x) = h(xc) pour tout x ∈ C. On a donc h(cc�) = h(c�) �= 0, et c est
donc compatible avec c�.

La condition est nécessaire: l’ensemble U = {c ; c ∈ C �{0}, Cc = Bc}
est dense saturé dans B �{0} : en effet, si b ∈ B, b � c, on a b = bc = bc,
ce qui montre que U est saturé. Par ailleurs, si c� ∈ C � {0}, il existe, par
hypothèse, c ∈ C�{0}, compatible avec c�, et tel que Cc = Bc. Alors c � c

est compatible avec c�, ce qui montre que U est prédense.
Soit alors c� ∈ C � {0}, et d ∈ C � {0}, d � c�, tel que Cd = Bd (il

en existe par hypothèse). D’après le lemme 11.1, U contient une antichaîne
maximale qui a d pour élément, et il existe donc V ⊂ C�{0}, avec d ∈ V , tel
que {c ; c ∈ V } soit une antichaîne maximale de B�{0}, et Cc = Bc pour
tout c ∈ V . On pose v = ���V dans C, et on vérifie que Cv = Bv : si x � v,
on a x = ���{xc ; c ∈ V}. Or xc ∈ Cc = Bc, et il existe donc bc ∈ B tel
que xc = bcc. On peut, bien entendu, supposer bc � c, et les bc sont donc
deux à deux disjoints dans B. Par suite, si l’on pose b = ���{bc ; c ∈ V}, on
a x = bv.

Par ailleurs, on a v = ���{c ; c ∈ V } = 1 puisque {c ; c ∈ V } est une
antichaîne maximale.

D’après (iv), il existe donc une rétractionh de C sur B, telle que h(x) �= 0
pour tout x � v, x �= 0. On a donc h(d) �= 0, d’où h(c�) �= 0, puisque d � c�.

40. i) Soient C une algèbre de Boole complète de M (modèle transitif dé-
nombrable de ZF +AF + AC) et B une sous-algèbre complète de C. Montrer
que, pour que B soit une sous-algèbre riche de C (voir l’exercice 39), il faut
et il suffit que, pour tout ultrafiltre M-complet E sur C, on ait E ∈ M[E∩B].

ii) Une algèbre de Boole complète C sans atome est dite minimale, si
toute sous-algèbre complète sans atome est riche.

Soient C ∈ M un ensemble de conditions sans atome, et C = B(C) son
algèbre de Boole complète. Montrer que, pour que C soit minimale, il faut
et il suffit que, pour tout C-générique G sur M, et tout X ∈ M[G], X ⊂ M,
on ait ou bien X ∈ M, ou bien M[X] = M[G].

Indications. i) La condition est nécessaire:
Soit E un ultrafiltre M-complet sur C ; il existe c� ∈ E tel que Cc� = Bc�,
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puisque {c ∈ C � {0} ; Cc = Bc} est dense dans C � {0}. On a alors
E = {x ∈ C ; xc� ∈ E ∩B}, ce qui montre que E ∈ M[E ∩B].

La condition est suffisante:
Toutes les valeurs booléennes d’énoncés qui apparaissent dans cette dé-
monstration, seront calculées dans l’algèbre de Boole complète B.

Soient c� ∈ C�{0}, et E un ultrafiltre M-complet sur C tel que c� ∈ E. On
pose D = E∩B. Soient φ la fonction contractante associée au générique D,
et � l’objet de M, défini page 210, tel que φ(�) = D. Puisque E ∈ M[D],
il existe E ∈ M tel que φE = E. L’énoncé:

«c� ∈ φE et φE est un ultrafiltre M-complet sur C et φE ∩B = D »
est vrai dans M[D]. Donc, si on pose:

b = ‖c� ∈ Ē et Ē est un ultrafiltre M-complet sur C et Ē ∩B = �̄‖
on a b ∈ D (lemme 16.6).

On définit h : Cb → Bb en posant h(θ) = ‖θ ∈ Ē‖ ∩ b pour tout
θ ∈ Cb. On vérifie que h est une rétraction: si θ ∈ Bb, on a ‖θ ∈ Ē‖∩b =
‖θ ∈ �̄‖ ∩ b puisque ‖Ē ∩B = �̄‖ � b, et ‖θ ∈ B‖ = 1(lemme 16.7). Or
‖θ ∈ �̄‖ = θ d’après le théorème 16.9, puisque θ ∈ B. Il en résulte que
h(θ) = θb = θ. En particulier, h(b) = b, et donc ‖b ∈ Ē‖� b.

Soit θ ∈ Cb ; on a donc ‖(b + θ) ∈ Ē ⇔ θ /∈ Ē‖ � b, d’où h(b + θ) =
b +h(θ).

Soient (θi)i∈I une famille d’éléments de Cb qui est dans M, et θ =
���i∈I θi . On a ‖ ���i∈I θi ∈ Ē ⇔ (∃i ∈ I)(θi ∈ Ē)‖� b, puisque ‖Ē est un
ultrafiltre M-complet sur C‖� b. Or ‖(∃i ∈ I)(θi ∈ Ē)‖ = ���i∈I ‖θi ∈ Ē)‖
(théorème 16.8). Il en résulte que h(���i∈I θi) = ���i∈I h(θi).

Puisque h est une rétraction de Cb sur Bb, d’après l’exercice 39(v), il
existe c ∈ B � 0, tel que Cc = Bc et h(x) = h(xc) pour tout x ∈ Cb.
En prenant x = bc�, on en déduit h(bc�) = h(bc�c). Or on a h(bc�) =
‖bc� ∈ Ē‖∩b = b, puisque ‖c� ∈ Ē‖� b. Donc c�c �= 0. On a ainsi montré
que {c ∈ C � 0; Cc = Bc} est dense dans C � 0.

ii) La condition est nécessaire: soit X ⊂ M, X ∈ M[G], X /∈ M. D’après
le théorème 16.13 (et sa démonstration), il existe une sous-algèbre complète
B de C, et un ultrafiltre M-complet D sur B, tels que M[X] = M[D]. Donc
D n’est pas trivial, et il existe donc b� ∈ D tel qu’aucun atome de B ne soit
� b�. Soient b� ∈ D, B′ = {c ∈ C ; cb� ∈ B}, et D′ = {b ∈ B′ ; bb� ∈ D}.
Alors B′ est une sous-algèbre complète de C, sans atome, D′ est un ultrafiltre
M-complet sur B′, et M[D] = M[D′].

Par hypothèse, B′ est une sous-algèbre riche de C. D’après (i), on a donc
E ∈ M[D′], E étant l’ultrafiltre M-complet sur C associé au générique G.
On a donc M[G] = M[E] = M[D′] = M[X].
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La condition est suffisante: soit B une sous-algèbre complète de C, sans
atome. On montre que B est riche en appliquant (i). Soit E un ultrafiltre M-
complet sur C. Alors D = E∩B est un ultrafiltre M-complet sur B. Comme
B est sans atome, on a D /∈ M, et donc E ∈ M[D], d’après l’hypothèse.

Remarque. L’algèbre de Boole complète de l’ensemble de conditions C défini
page 220 est donc minimale.

41. Soient M un modèle transitif de ZF +V = L, et κ un cardinal infini de
M, de cofinalité > ℵ� (par exemple κ = ℵ�). On pose C = C� ×⊗κ C� (la
notation Cα est définie à l’exercice 38).

i) Montrer que C satisfait la condition d’antichaîne�ℵ�.
ii) Soit G un C-générique sur M. Montrer que, dans M[G], toute partie

de {�,�}ω qui est définissable en termes d’éléments de M, est mesurable-
Lebesgue.

Indications. i) Posons D = ⊗κ C� ; alors D satisfait la condition d’anti-
chaîne dénombrable (preuve identique à celle du lemme 14.13). Soit A une
antichaîne de C = C� ×D ; pour chaque p ∈ C�, l’ensemble Ap = {q ∈ D ;
(p,q) ∈ A} est une antichaîne de D, donc est dénombrable. Comme A =
⋃

p∈C�
{p} ×Ap, on voit que A�ℵ�.

ii) On écrit G = G� × ⊗
α<κ rα, où G� (resp. rα) est C� (resp. C�)-

générique sur M. Soit g ∈ M[G] un réel aléatoire sur M. D’après (i) et
le lemme 15.2, cof(κ) > ω dans M[G�]. D’après le lemme 14.9 appliqué à
M[G�], il existe donc α < κ tel que g ∈ M[G�][(rβ)β<α].

Par ailleurs, d’après le théorème 17.14, l’ensemble des réels aléatoires
sur M est, dans M[G], un borélien de mesure �. On peut alors refaire les
démonstrations du lemme 17.16 (en plus simple), et du théorème 17.17.

Remarque. Il en résulte que, si ZF est consistante, alors ZF+AF+AC+ « toute
partie de {�,�}ω qui est définissable en termes d’ordinaux est mesurable au
sens de Lebesgue» l’est aussi.

42. Soient U un modèle de ZF +AF, et M la collection HDO de U.
i) Soit � un objet de U qui est définissable en termes d’ordinaux, et

Q(�) l’algèbre de Boole des parties de � qui sont définissables en termes
d’ordinaux. Montrer qu’il existe une algèbre de Boole complète B de M et
un isomorphisme d’algèbres de Boole f : Q(�) → B, qui est définissable
en termes d’ordinaux.

ii) Soient δ un ordinal, et a une partie quelconque de δ. Montrer qu’il
existe un ensemble ordonné C de M , et un C-générique G sur M tel que
a ∈ M[G].
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iii) On suppose maintenant que U satisfait AC. Soit A un objet quel-
conque de U. Montrer qu’il existe un ensemble ordonné C de M , et un
C-générique G sur M tel que A ∈ M[G].

Indications. i) Soit β = D(x) la relation fonctionnelle injective, de do-
maine DO, à valeurs dans On, définie page 70 au moyen d’un énoncé sans
paramètre. Soit B l’image de Q(�) par cette relation fonctionnelle, munie
de la relation d’ordre S qui est l’image de la relation d’inclusion sur Q(�).
Il est clair que B et S sont définissables en termes d’ordinaux (on vient d’en
donner une définition). Comme leurs éléments sont respectivement des ordi-
naux et des couples d’ordinaux, on voit que (B,S) est une algèbre de Boole
qui est dans HDO. L’isomorphisme f = D |�Q(�) de Q(�) sur B est défini
en termes d’ordinaux.

Or B est une algèbre de Boole complète dans M : en effet, si X ⊂ B est
dans HDO, alors Y = f−�(X) est une partie de Q(�) qui est dans DO, et
donc

⋃
Y ∈ Q(�). On a donc f(

⋃
Y) = ���X dans B.

ii) On applique (i) avec � = P(δ). On définit un ultrafiltre E sur l’algèbre
de Boole Q(�) en posant Y ∈ E ⇔ a ∈ Y pour tout Y ∈ Q(�). Soit D
l’ultrafiltre sur B, qui est l’image de E par f . Alors D est un ultrafiltre M-
complet sur B : en effet, si X ∈ M, X ⊂ D, alors Y = f−�(X) ⊂ E, donc
a ∈ ⋂

Y, et donc ��� X = f(
⋂

Y) ∈ D.
Pour chaque α ∈ δ, soit Yα = {y ∈ �; α ∈ y}. Alors Yα est définissable en

termes d’ordinaux, donc Yα ∈ Q(�), et f(Yα) ∈ B. On a Yα ∈ E ⇔ α ∈ a,
donc α ∈ a ⇔f(Yα) ∈ D quel que soit α < δ. Il en résulte que a ∈ M[D].

iii) En remplaçant A par sa clôture transitive, on peut supposer que A est
transitif. Soient i une bijection de A sur un ordinal κ, et a ⊂ κ × κ l’image
par i de la relation binaire ∈ sur A. D’après (ii), on a a ∈ M[G] pour un
certain générique G sur M. Or a est, dans M[G], une relation binaire bien
fondée sur κ, donc l’application contractante associée (théorème 11.6), qui
est i−�, est aussi dans M[G]. Par suite A = Im(i−�) est dans M[G].

Remarque. On voit que, si un univers U satisfait AC, tout objet de U
fait partie d’une extension générique de l’univers HDO.
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